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Aufgabe 1

Sei A wieder das Lebesgue-Mafl und g,, : R = R, g,,(2) := (n + 1)2" 1o 1y (x) fiir n € N.
a) Bestimmen Sie fnh_{réc Gn d.
b) Bestimmen Sie nl;n;o J gndA.

Hinweis: nh_)rrgo(n + 1)a™ =0 fiir alle z € [0,1).

Aufgabe 2
Sei p ein endliches Mafl auf dem Messraum (R, B) und die Funktionenfolge

1 fallsz € [n,n+1]

fn:]R—HR::c»—){
0 sonst

gegeben. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz, dass der Grenzwert
lim [ f, du gleich Null sein muss.
n—oo

Aufgabe 3

Sei die Funktionenfolge
fo i R— Rz n-Ig1(z)
gegeben.
a) Berechnen Sie li_>m [ fn dX.
b) Berechnen Sie [ ILm fn dX.

¢) Warum ist hier der Satz von der dominierten Konvergenz nicht anwendbar?

Aufgabe 4

e r<—1

Betrachten Sie die Funktion Fl(x) =<¢ 1/2(1+z/e) —-1<z<1 .
l—e 2 gz>1

Sei v = Ap das zu F' gehorenden Lebesgue-Stieltjes Mafl. Bestimmen Sie eine Dichte f und ein Mafl
w derart, dass v = f (O p (vergleiche Satz von Radon Nikodym).
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Aufgabe 5* (8 Punkte, Abgabe bis 03.12.2015)

Sei die Funktion f : R™ — (0,1) : x — exp(—=z) gegeben. Sei A das Lebesgue-Ma$ auf B(R™) und
pz das ZahlmaB auf P(RT).

a) Zeigen Sie, dass f B(RT) — B((0,1))-messbar ist.

b) Berechnen Sie das Integral [ f dA.

c) Zeigen Sie, dass f  P(2) — B((0,1))-messbar ist.
)

d) Berechnen Sie das Integral [ f duz.
Hinweis: Eine Moglichkeit wire hier, die Funktion f durch eine einfachere Funktion
g, deren Integral einfach zu bestimmen ist, nach unten abzuschitzen.

Aufgabe 6* (12 Punkte, Abgabe bis 03.12.2015)

Sei die Funktion f : RT™ — (0,1) : © — exp(—z) gegeben. Betrachten Sie nun die o-Algebra
A = {A C Rt | A abzihlbar oder A abzihlbar} der abzihlbaren/coabzihlbaren Teilmengen von
R* (vgl. Aufgabe 3, Blatt 2) und die o-Algebra A’ = {4 C (0,1) | A abziihlbar oder A abzihlbar}
der abzéhlbaren/coabzihlbaren Teilmengen von (0, 1). Weiterhin sei das Mafl p auf A gegeben durch
(vgl. Aufgabe 4, Blatt 4):

(4) = 0 falls A abzahlbar
K )1 falls A iiberabzihlbar.

a) Ist die Funktion f A — A’ messbar? (Begriinden Sie Thre Antwort.)

b) Ist die Funktion f A — B((0,1)) - messbar? (Begriinden Sie Ihre Antwort.)

— fall tional
c) Ist die Funktion g : RT — (0,1) : z {ea:p( @) falls @ rationa
0 sonst

A — B((0,1))- messbar? (Begriinden Sie Thre Antwort.)

d) Berechnen Sie das Integral [ g dpu.

e) Berechnen Sie das Integral [g dA. (Hier ist A wieder das Lebesgue-MaBl auf B(RT). Auf den
Nachweis der Messbarkeit von g kann verzichtet werden.)

f) Berechnen Sie das Integral [ g duz. (Hier ist pz wieder das ZéhlmaB auf P(R™). Auf den Nachweis
der Messbarkeit von g kann verzichtet werden.)

* Bitte geben Sie Thre Losungen am 03.12.2015 in der Ubung ab (alternativ: Einwurf im Briefkasten in der Ludwigstr.
33 bis 03.12.2015, 18.00 Uhr). Die Aufgaben werden korrigiert und in der darauffolgenden Ubung zuriickgegeben. Das
Erreichen von mindestens 50% der Ubungspunkte ist Bestandteil der Priifungsleistung.



