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1.1 Grundkonzept

In der multivariaten Regression wird wie in jeder Regressionsmodellierung versucht,
Variabilitit einer abhéngigen Grofle durch EinfluBgrofen zu erkldren. Problemstel-
lungen sind insbesondere

* Formulierung eines plausiblen Modells fiir die Wirkung der EinfluBgrofen auf
die abhingige Grofe,
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* Quantifizierung der Wirkung von EinfluBgréBen,
* Bestimmung der statistischen Signifikanz von Effekten,
* Pradiktion der abhingigen Grof3e bei neuen Beobachtungen.

In der Regression haben sich viele Synonyme herausgebildet, die abhéingige Gro-
Be wird auch als Regressand, zu erklirenden Variable oder endogene Variable be-
zeichnet, wihrend die EinfluBgroBen als Regressoren, erklirende Variablen, exo-
gene Variablen oder Prdidiktoren bezeichnet werden. Ublicherweise bezeichnet fiir
1=1,...,n

x; den Vektor der EinfluBgrofien und

y, den Vektor der abhéngigen GroBen.

Man spricht von multipler Regression, wenn zwar x; vektoriell, aber y; eindimen-

sional ist. Echt multivariate Regression liegt vor, wenn auch y, vektoriell ist.

i
B(l)
Bo 5y,
Xpsenes X
B(q)
Yy

ABBILDUNG 1.1: Multivariate Regression

Multivariate Regressionsmodellierung ist immer dann angebracht, wenn zu Ein-
fluBgroBen x; eine ganze Reihe von Messungen vorliegt, die als abhéngig zu betrach-
ten sind und von denen zu erwarten ist, daB3 sie korreliert sind. Ein wichtiger An-
wendungsbereich sind Mefwiederholungen als spezieller Fall von Longitudinalda-
ten. Wird ein Merkmal wiederholt gemessen, erhdlt man unmittelbar eine MeBreihe.
Das kann im medizinischen Bereich der Cholesterinspiegel iiber eine Woche sein.

Cholesterin (Tag 1), . .. Cholesterin (Tag q),

in Abhédngigkeit von Medikamentendosierung, Alter, Geschlecht und weiteren Kova-
riablen, oder im 6konometrischen Bereich der Umsatz iiber einen gewissen Zeitraum

Umsatz (Woche 1), ... Umsatz (Woche q),

in Abhingigkeit von Wertemalinahmen. Multivariate Regression ist aber auch dann
angebracht, wenn die abhiingigen GroéBen unterschiedliche Merkmale reprisentieren.
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In einer Untersuchung zur Schadstoffbelastung kdnnen unterschiedliche Schadstoff-
konzentrationen

Schadstoffy, . .. Schadstoff,,

in Abhingigkeit von Windgeschwindigkeit, Temperatur, Standort von Interesse sein.
Im biometrischen Bereich konnen die abhidngigen Merkmale durch unterschiedliche
Korpermalie

Gewicht, Grofle, . . . Brustumfang,

gemessen an einer Person in Abhéngigkeit von Kérpermafien gegeben sein.

Allen diesen Messungen ist gemeinsam, dafl von einer Korrelation zwischen den
abhingigen Grofien auszugehen ist. Die Grundstruktur der Abhéngigkeit ist in Abbil-
dung 1.1 dargestellt. Ein Vektor von unabhingigen GroBen x” = (z1,. .. , Tp) wirkt
auf die Messungen y1, . .., yq.

Bei Regressionsmodellen lassen sich zwei Komponenten unterscheiden, die struk-
turelle oder systematische Komponente und die zufillige Komponente. Die struktu-
relle Komponente spezifiziert, wie der Erwartungswert der abhidngigen Variable, die
eigentliche Regressionsfunktion, von den EinfluBgréBen abhiingt. Die zufdillige Kom-
ponente spezifiziert die Fehlerstruktur, d.h. die Verteilung der abhéngigen Grofie um
ihren Erwartungswert. Als abhédngige Grofie ist hier immer der gesamte Vektor ab-
hingiger Variablen sz = (Yi1, - - -, Yiq) Zu verstehen.

Die im folgenden betrachteten linearen multivariaten Regressionsmodelle haben
die folgende Grundstruktur.

Lineares multivariates Modell
Strukturkomponente
E(y;lxi) = Xi3
fiir geeignete Designmatrix X; und Parametervekor 3

Zufillige Komponente/Fehlerstruktur
y;|x; folgt einer vorgegebenen Verteilung,

z.B. y,|x; ist normalverteilt mit Kovarianzmatrix X

Fiir die Beobachtungen (y,,x;), 7 = 1,...,n, wird dariiberhinaus vorausgesetzt,
daB yq,...,y,, bei gegeben EinfluBgroBen x1, ..., x, unabhingig sind.

Stochastische und deterministische EinfluBgréen
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1.2 Das klassische multivariate lineare Modell

1.2.1 Modelle

Zum (p + 1)-dimensionalen EinfluBgrofenvektor xiT = (0, Zs1, - - . , Tip) betrachtet
man den g-dimensionalen abhédngigen Zufallsvektor yl-T = (¥i1,- .-, Yiq) (bei gege-
benem x;), 7 = 1,...,n. Die erste Komponenten des EinfluBgroBenvektors ist meist
als Konstante festgelegt, ;0 = 1,7 = 1, ..., n, um einen Achsenabschnitt zu model-
lieren.

Im linearen Modell wird fiir die strukturelle Komponente angenommen, dafl der
EinfluBgréBenvektor x; die jte Komponente der abhidngigen Variable linear bestimmt

E(yi;lxi) = x{ Bj) = Boj + xi1B1j + - . - + TipBp;.- (1.1)

Die Wirkung auf die jte Komponente ist somit durch den fiir die Komponente spezi-
fischen Parametervektor

Bl = (Boj: Bijs - - Bps)

bestimmt. Man nimmt damit fiir jede Komponente der abhidngigen Variablen eine
lineare Wirkungsstruktur an, wobei der Gewichtsvektor spezifisch fiir diese Kompo-
nente ist. Fiir die jte Komponente der abhéngigen Variablen ist der Gewichtsvek-
tor 3(;) wirksam. Da (1.1) ein lineares Regressionsmodell ist, bleibt damit die In-
terpretation der Regressionskoeffizienten des multiplen Modells erhalten. Man muf}
nur beriicksichtigen, dafl die Wirkung spezifisch fiir eine Komponente ist. Die Kom-
ponenten des Modells (1.1) lassen sich auf unterschiedliche Art und Weise zusam-
menfassen. Eine Darstellung beruht darauf, da man alle Messungen an einer sta-
tistischen Einheit y;1, ...,y zu einem Vektor zusammenfaft. In dieser ”Beobach-
tungsdarstellung” erhélt man fiir die 7te Messung das Modell fiir den Erwartungswert
p; = E(y;|x;) in Matrixschreibweise durch

E(yi1le;) x! B
K = : = e :
E(yiqlx:) x') \Bw
bzw. kurz
K =Xif3,
wobei 87 = ( ﬂ{l), ceey B%;)) alle Parametervektoren fiir die einzelnen Komponenten

von y zusammenfaBt und p; den Erwartungswertvektor bezeichnet.
Fiir die zufdllige Komponente spezifiziert man

(V) y, besitzt die Kovarianz X.

Damit wird eine Form der Varianzhomogenitdt postuliert, d.h. die Kovarianz von
¥;|x; hingt nicht von ¢ und damit nicht von den EinfluBgrofen ab. Jede MeBreihe y,
besitzt dieselbe Kovarianzstruktur. Haufig nimmt man zusitzlich Normalverteilung
an und postuliert spezifischer
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(N) y, ist normalverteilt mit Kovarianzmatrix 3.
Zusitzlich postuliert man die Unkorreliertheit der Beobachtungsvektoren
cov(y;,y;) = 0firi # j

Das Modell ist damit gegeben in der folgenden Form

Lineares Normalverteilungsmodell

Strukturkomponente
i =X;0

Verteilungskomponente
cov(y,) = X (Varianzhomogenitiit),

y; istnormalverteilt,y;, ~ N(p;, X))

FaBt man alle Beobachtungsvektoren zusammen zu y© = (yI,... yI') erhilt
man
y~ N(XB, Xy),
wobei
X1 X 0
X=1:1, cov(y) =Xy = i
X, 0 X

1.2.2 Kleinste-Quadrate-Schatzung der Parameter

Bei der Kleinsten-Quadrate Methode werden die quadrierten Abstidnde zwischen den
Beobachtungen y; und den dafiir durch das Modell angenommenen Erwartungswer-
ten X;3 in Abhidngigkeit von 8 minimiert. Man betrachtet das Kleinste-Quadrate
(least-Squares-) Kriterium

n q n
LS(B) =) > (v —xI By)® =Y lvi — XiBI* = |y - X8
i=1 j=1 i=1

wobei ||.|| die Norm oder Linge eines Vektors bezeichnet (||x||> = x”x). Einfache
Matrixalgebra liefert (die Invertierbarkeit von X7 X vorausgesetzt) die aus der iibli-
chen multiplen Regression vertraute Form

B=x"x)"x"y. (1.2)
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Die Kleinste-Quadrate-Schitzung ignoriert die Korreliertheit innerhalb der Beobach-
tungsvektoren. Anstatt dem einfachen KQ-Kriterium

LS(B) = Z(yi - X:8)" (y; - XiB)
i=1
scheint das gewichtete Kleinste-Quadrat-Kriterium
WLS(B8) = (v; — XiB)" Z~'(y; — Xi3)
i=1

addquater. Es 148t sich jedoch zeigen, daB fiir die zugrundeliegenden speziellen De-
signmatrizen X; die Maximierung von W LS(3) dasselbe Ergebnis liefert, wie die
Maximierung von LS(3). Der Kleinste-Quadrate-Schitzer ist daher dquivalent zum
gewichteten Kleinste-Quadrate-Schitzer (siehe auch Mardia et al., 1979, Section
6.6.3). Dariiberhinaus ist der Kleinste-Quadrate-Schitzer dquivalent zum Maximum-
Likelihood-Schitzer unter der Annahme einer multivariaten Normalverteilung.

1.2.3 Schatzung der Varianz

Die Schitzung fiir die Kovarianzmatrix geht von den Residuen aus, die bestimmt sind
durch

€=y, — Xi13~
Fiir die Differenz zwischen y, und dem wahren X;3 gilt offensichtlich y, — X;3 ~

N (0, X'). Wie bei der Schitzung der empirischen Kovarianzmatrix benutzt man daher

den Schitzer .
N 1 N N
S - XiB) - X

n=p—41i3

Die Normierung ist so gewdhlt, dafl X ein erwartungstreuer Schitzer ist.

1.2.4 Motivation des linearen Regressionsmodells

Das lineare Modell 148t sich ableiten als die beste Prognose fiir gemeinsam normal-
verteilte Merkmale. Dazu betrachtet man die beiden Zufallsvektoreny” = (yy, .. ., Yq)-
xl' = (21,...,2p).

Unter der besten Prognose vony versteht man diejenige von x abhéngende Pro-
gnose y(x), fiir die

E(ly =3@)II*) = E(y = 3x)" (v — 3(x))

minimal wird. Die Maximierung erfolgt dabei unter allen g-dimensionalen Transfor-
mationen von X, deren erste und zweite Momente existieren. Als Losung ergibt sich
die bedingte Erwartung F(y|x) unter der Bedingung x. E(y|x) heiBt auch Regressi-
onsfunktion erster Art.
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Unter der Annahme, daf§ (y,x) gemeinsam normalverteilt sind mit

Y\ Iy [ Xy Yy
(3) =) mo 2= (3, 50)

ergibt sich, da die bedingte Erwartung normalverteilt ist mit Erwartungswert fiy|,

und Kovarianzmatrix X'y, in der Form

Hyx = Hy + Zp 0 (x — py),
S =3y — T X By,

Daraus folgt, daB die bedingte Erwartung von y|x linear in x ist,

Myl = by + Byx,

wobei by = py, — X E e, By = % 201 Nimmt man mit x7° = (1,x7) den

konstanten Term hinzu, erhilt man
:u'y\x = Bxl,B = (I,Bx).

Das entspricht der im linearen Regressionsmodell zugrundegelegten EinfluBgroen-
struktur fiir die die jte Komponente der abhingigen Grofle bestimmt ist durch

_ T
Py lx = ¥1 B(j),

wobei 3;) die jte Zeile von B bezeichnet. Dariiberhinaus gilt die Varianzhomoge-
nitdt, da X, nicht von der GroBe x abhéngt, d.h. keine Funktion von x ist. Man
beachte, da x auf der rechten Seite der Gleichung %), = Xy — X, 3~ 12'xy nur

als Index, nicht als Argument vorkommt.

1.3 Klassisches lineares Modell in Matrixdarstellung

Oft wird das klassische multivariate Modell in anderer Struktur dargestellt. Der erste
Unterschied zur Darstellung in Abschnitt 1.2 besteht darin, dal man statt der Tren-
nung in Strukturkomponente und zufillige Komponente formuliert

yij = X} B + €ij» (1.3)

wobei €;; die StorgroBe darstellt, fiir die E(e;;) = 0 gilt. Damit ergibt sich wiederum
pij = E(yijy;) = x] B(;)-

Der zweite Unterschied besteht in der Anordnung der Beobachtungen. Anstatt
den iten Beobachtungsvektor als Spaltenvektor zu betrachten wird er als Zeilenvektor
dargestellt. Aus (1.3) erhélt man unmittelbar die Matrixdarstellung des multivariaten
linearen Modells

Yo Y1 L ozin - x1p\ [Bor Boz - Bog €11
. _ : : +

Ynl - ° ynq 1 Tpl - xnp /Bpl /81?2 .. qu €nl

€lq

€ng
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kurz
Y=X\B+E.

Diese Matrixdarstellung 146t sich unterschiedlich strukturiert betrachten. Fiir die Be-
obachtungsvektoren y;, x; ergibt sich

yi x{ el
= <6(1)7"'716(q)) +1 |
v Xy, €,
wobei eiT = (€1, ..., €iq) die Storgrofen zur iten Beobachtung darstellen. Struktu-

riert man nach den Spalten der Matrix ¥ und damit nach den Komponenten von y,
ergibt sich

T
X1
()’(1)7 e J(q)) =1: (5(1), e ﬁ(q)) + (€)1 €(g)) »
Xy
wobei y%;-) = (y1j,---,Yn;) und e(Tj) = (€14, ..., €n;) die Beobachtungen und Stor-

groBen der jten Komponente zusammenfaft.

Die Annahmen fiir die Matrixdarstellung sind E(€;) = 0, cov(e;) = X, cov(e;, €5) =
0 (Unkorreliertheit der Beobachtungen) und meist Normalverteilung €; ~ N (0, X).
1.3.1 Parameterschatzung in Matrixdarstellung
Bei der Kleinste-Quadrate-Methode minimiert man

n q q n q
LS(B) = Z Z(yij —x; B = Z Z(yij —x{ B = ZLS(ﬁ(j)), (1.4)
=1

i=1 j=1 j=1 i=1

wobei LS(B;)) = > i (yij — xiTB(j))Q das Kleinste—Quadrate Problem fiir die
Beobachtungen der jten Komponente darstellen. Dies entspricht der separaten Mini-
mierung der multiplen Modelle

Y =XoB) + &)
mit der bekannten Losung
3(]') = (X(Y;XO)AXOTJ’(J'),

wobei ya) = (y1j,---,Yn;) alle Beobachtungen der jten Komponente enthilt und
fiir X voller Rang vorausgesetzt wird.
DaB = (B, -, B(y) erhilt man die Schitzmatrix

B=(xrx,)"'xTy.
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B ist auch Maximum-Likelihood—Schiitzer, wenn Y als normalverteilt angenommen
wird. Weiter 4Bt sich zeigen, daB B die Spur tr((Y — XoB)” (Y — X,B)) und die
Determinante det((Y — XoB)” (Y — XoB)) minimiert.
Der gesamte Vektor hat damit die Form

B = (XgXO)ing‘yO?

wobei y, strukturiert ist durch y?" = (Tl), e ya)) und BlockD{ (X3 X() ' X%} eine

Blockdiagonalmatrix ist mit den Blocken (X3 Xo) ' X2 .
Die zugehorige Residuenmatrix hat die Form

E=Y-XB=Y-Y,

und der Varianzschitzer 146t sich darstellen durch

. 1 . .
Yy=— . —X; —X;8)T
n_p_lr;(yz By, — XiB)
. 1 ETE
n—p—1

Man beachte, dafl diese Darstellung des Kleinste-Quadrate-Schétzers sich von der

Darstellung in (1.2) durch B = (XTX)_lXTy unterscheidet. In Darstellung (1.2)

sind die Daten in der Form y? = {, ...,yF) angeordnet, wihrend die Anordnung

in y, nach den abhiingigen Komponenten strukturiert ist.

1.3.2 Eigenschaften der Schatzung und Konfidenzintervalle
Wenn X vollen Rang besitzt (rgXo = p+ 1) und p + g + 1 < n ergibt sich
(1) Bund X sind erwartungstreu, E(3) = 8,E(¥) = X.
(2) Die Kovarianz und Varianz der Schitzung sind bestimmt durch
COV(B(@)HB(J‘)) = 0;; (X3 Xo) ',
wobei X = (0;;). Insbesondere gilt damit

COV(B(i)) = O‘ii(X(j;Xo)_l.

3) B ist bester unverzerrter linearer Schitzer (BLUE, best linear unbiased estima-
tor).

Die Aussagen werden auch als Gauf3-Markov-Theorem bezeichnet. Sie gelten
auch ohne Normalverteilungsvoraussetzung.

Wenn y; normalverteilt ist, genauer y;|x; ~ N(u;, ') und das multivariate Mo-
dell zugrundeliegt, gelten die weiteren Eigenschaften
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@ (n—p-1)E ~Wy(Z.n—p-1),

(5) B und ¥ sind unabhingig.
(1 — a)-Konfidenzintervalle fiir individuelle Parameter /3;; haben die Form
Bij = ti—ajp(n —p = V)/Gj50i < Bij < Bij + ti—ajp(n — p — 1)\/5j504,

wobei a;; das ite Diagonalelement von (X7 X() ™! bezeichnet. Sie leiten sich ab aus
den Eigenschaften

Bij — Bij . 2

——— ~ N(0,1), (n—p—1)0j; ~ojjx"(n—p—1).

Nz 0,1), ( p )55 X ( p )
Simultane Konfidenzbereiche zum globalen Signifikanzniveau oy erhilt man, wenn
man fiir die individuellen Konfidenzintervalle o« = «g/m wihlt, wobei m die Anzahl

der betrachteten Parameter ist.

1.3.3 Tests

Interessante Testprobleme lassen sich als allgemeine lineare Hypothese formulieren.
Nullhypothese und Alternativhypothese haben die Form

Hy:CB=T H{:CB#T,

wobei C und I' fest vorgegebene, geeignet dimensionierte Matrizen sind. Fiir die
Testverfahren wird die Normalverteilungsannahme zugrundegelegt.

Beispiele:

(1) Will man die Hypothese untersuchen, ob die Variable s einen EinfluB} auf die
abhéngige hat, formuliert man

Hy: 8, =0,7=1,....,q Hy: Bs; # 0 fiir mindestens ein s.
Dies 148t sich einfach umformulieren in
Hp:(0...010...0)0B=(0...0),

wobeiin (0...010...0) die 1 an der (s + 1)ten Stelle steht. C und I" sind
hier (1 x ¢)-Matrizen.

(2) Die Globalhypothese ,.kein Einfluf} der Kovariablen auf die abhiingige Grofie*
besitzt die Form

Hy: B, =0, s=1,....,p, j=1,...,q.
In Matrixform ist die dquivalente Nullhypothese
Ho: (Opx1lpxp)B = Opxq

wobei 0,4 eine generelle (p x g)-Matrix ist, die nur Nullen enthilt und I,
die (p x p)-Einheitsmatrix bezeichnet.



1.3. Klassisches lineares Modell in Matrixdarstellung 11

Teststatistiken gewinnt man durch den Vergleich der Residuen, die man erhilt
fiir das Modell mit der Einschrankung durch Hy und fiir das Modell ohne diese Ein-
schrinkung.

Bezeichne im weiteren

M das durch die Giiltigkeit von CB = I" eingeschrinkte Modell, und
M das generelle lineare Modell ohne weitere Parameterrestriktion.

Insbesondere vergleicht man die Residuenstreumatrizen
n A~
SSP(M) =) _(y; = XiB)y; — XiB)"
i=1

mit den Residuenstreumatrizen des durch Hj restringierten Modells M

SSP(M) = "(y; - XiB)(y; — XiB)",

=1

wobei 3 den Kleinste—Quadrateschitzer unter der Nebenbedingung CB = I be-
zeichnet.

Als Teststatistiken, die auf dem Vergleich von SSP(M) und SSP(M) beruhen,
benutzt man Wilks Lambda

_ |SSP(M))|
[SSP(M)|’
bzw. den Likelihood—Quotienten—Test
A= —nlog(A).

Wilks A besitzt unter Hy bei normalverteilten abhingigen Variablen die sogenann-
te Verteilung Wilks-Verteilung A(q,n — p — 1, s). Die Nullhypothese wird abge-
lehnt, wenn der Wert von A kleiner ist als das a—Quantil der entsprechenden Wilks—
Verteilung A, (q,n —p — 1, 5).

Streuungszerlegung und Motivation fir Wilks Lambda
Bezeichne im Folgenden:
M das multivariate Regressionsmodell und

M das multivariate Regressionsmodell mit der zusitzlichen Forderung, daB H
gilt, d.h. der Parameterraum ist durch CB = I’ restringiert.

Durch Minimierung des Kleinste—Quadratekriteriums erhilt man die geschitzte
Parametermatrix B mit Komponenten ,6( 4)» durch Minimieren des Kleinste—Quadratekriteriums

mit der zusitzlichen Restriktion CB = I erhiilt man die Parametermatrix B mit
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Komponenten B(j), die jetzt die Restriktion erfiillen. Daraus ergeben sich die Sum—
of-squares—and—products (Residuenstreumatrizen) fiir die Anpassung von M durch

n

SSP(M) = (y;— XiB)(y; — Xi3)" = (Y — XoB)" (Y — X(B)
=1

und fiir die Anpassung von M durch
~ n ~ ~ ~ ~
SSP(M) =Y (y; — XiB)(y; - Xi3)" = (Y — XoB)" (Y — XoB).
i=1

Man betrachtet nun die Zerlegung
SSP(M) = SSP(M) + SSP(M|M),
wobei sich S.SP(M|M) explizit bestimmen 1iBt durch
SSP(M|M) = (CB — I'T(C(X*X)CT)(CB - I).

Die Streumatrizen lassen sich als Diskrepanz zwischen Daten und angepafitem Mo-
dell auffassen. M als das restriktivere Modell besitzt eine schlechtere Anpassung
und damit groBere Datenabweichung als das generellere Modell M. S.SP(M|M) ist
somit die zusétzliche Abweichung zu den Daten, wenn M statt M gefittet wird.

Fiir den Spezialfall ¢ = 1 und der Hypothese 51 = ... = 3, = 0 entspricht das
mity, = x;ff B der tiblichen Zerlegung

D=9 =) (-0’ +> (5 — 1)
‘ i=1

i=1 =1

Darin wird die Residualstreuung des Modells ohne Kovariablen zerlegt in die Re-
sidualstreuung des linearen Modells plus die zusitzliche hinzukommende Streuung
wenn das Modell ohne Kovariablen gefittet wird. Der letzte Term wird héufig als die
durch das Regressionsmodell erklirte Streuung bezeichnet. Dabei betrachtet man den
Ubergang von M zu M. Wieviel an Variabilitit wird durch das Regressionsmodell

M erkliirt gegeniiber dem Modell ohne Kovariablen M.

Die Giiltigkeit des generelleren Modells vorausgesetzt, folgt S.S P (M) einer Wishart—
Verteilung
SSP(M) ~Wy(X,n—p—1).

Gilt dariiberhinaus die Nullhypothese Hy: CB = I, gilt weiterhin
SSP(M|M) ~ Wq(rg(C))

und SSP(M) und SSP(M|M) sind unabhingig.
Man erhilt somit unter Hy die unabhéngige Zerlegung
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SSP(M) = SSP(M) + SSP(M|M).
Wy(X.n—p-1+rg(C)) Wy(X.n—p—M) W,(X,rg(C))
q=1:0°*(n—p—1+7g(C)) a*x*(n—p—1) a*x*(rg(C))
Mit der Teststatistik
| IssPan)| _ 1SSP(M)|

~|SSP(M)|  |SSP(M)+ SSP(M|M)|

wird die Relevanz von SSP(M|M) untersucht. Wenn H, wahr ist und damit M
eine sinnvolle Reduktion ist, sollte SSP(M|M) wenig beitragen, andernfalls einen
groBen Beitrag liefern, so dal Hy abzulehnen ist, wenn A kleine Werte annimmt.

ABBILDUNG 1.2: Marginales Model

1.4 Vorteile des multivariaten linearen Modells

Das multivariate Modell modelliert einen linearen EinfluB der Préadiktoren auf den
gesamten Vektor y, und beriicksichtigt dabei, da} die Komponenten von y, korreliert
sind. Die Korrelation wird insbesondere in den Teststatistiken benutzt. Die Schitzung
des multivariaten Modells nach dem Kleinste-Quadrate-Prinzip liefert mit 3 bzw. B
dieselben Schitzungen wie die separate Schitzung der ¢ multiplen Modelle

Y = XoBg) + ) (1.5)
Was die Schitzung selbst betrifft, konnte man diese multiplen Modelle separat
schitzen. Man erhélt dann fiir das Modell (1.5) den Schiitzer 3;) mit der Kovarianz

des Schitzers cov(,@(j)) = 0j;(XTX)"!, wobei o;; aus den Residuen des Modells
geschiitzt wird. Was erst durch die multivariate Betrachtung verfiigbar wird, ist die
Schitzung der Kovarianz von B;) und 3, die durch

COV(B(@')?B(]’)) = 0;;(X{X0) ™! (1.6)
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bestimmt ist. Tests fiir Nullhypothesen der Art

Ho: By = By (1.7)

benétigen allerdings die Kenntnis der Scitzgenauigkeit der gemeinsamen Schitzung
von B(;) und B;, die nur unter Beriicksichtigung der Kovarianz beider Schitzungen
angebbar ist.

1.5 Generellere Modelle

1.5.1 Generelles lineares Modell

Das klassische lineare Regressionsmodell geht davon aus, daB ein Vektor von Kova-
riablen xZ-T = (1, zi,..., xz-p) den Erwartungswert der Komponenten eines abhéngi-
gen Vektors bestimmt durch

pij = E(yijlxi) = x{ By). (1.8)

Es wird also der Effekt eines Vektors von EinfluBgroBen auf y spezifiziert, der auf alle
Komponenten von y wirkt. Das Modell ist allerdings problematisch, wenn komple-
xere Zusammenhinge zu modellieren sind. Stellen y;1, . . ., ;4 beispielsweise Mes-
sungen an aufeinanderfolgenden Tagen dar, wobei ein begleitender Prozell an Ko-
variablen x;1,...,x;, gemessen wird, ist das Modell (1.8) nicht mehr adéquat. Die
Zusammenfassung aller Beobachtungen zu einem groflen Vektor xlT = (xiTl, . ,x%)
wire denkbar, wiirde aber in Modell (1.8) implizieren, da3 auch zukiinftige Kova-
riablen x; j11,...,X;q den Erwartungswert von y;; bestimmen. Héufig ist es daher
angebracht, nur den Effekt der Kovariablen x;; auf den Erwartungswert ;; zu mo-

dellieren. Man betrachtet dann das marginale Modell
_ _ T
i = E(yijlei) = x;;85)

das den Effekt der Kovariablen x;; auf 3;; modelliert.
In einem generellen marginalen Modell ist die Strukturkomponente bestimmt
durch

;= E(@;|X;) = XiB,

fiir eine geeignete Designmatrix X;;.

Das Modell ist sehr flexibel, die Strukturkomponenten bereits behandelter Mo-
delle ergeben sich daraus als Spezialfille. Fiir das oben spezifizierte Modell ist die
Designmatrix bestimmt durch
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und 87 = ( 5{1), ceey ,8%’;)). Die EinfluBgroBenstruktur des klassischen linearen Mo-
dells ergibt sich, wenn x;; = x;.
In geschlossener Matrixschreibweise erhélt man fiir die Strukturkomponente

E(y) = X8,

wobeiy” = (yT,...,y0), X7 = (XT,... X}).

1.5.2 Robuste Schatzung durch generalisierte Schatzgleichungen
Bekannte Kovarianzmatrix

In einem ersten Schritt nimmt man an, daf die Kovarianz des Responsevektors be-
kannt ist. In flexibler Form nimmt man an

Yilxei ~ N(p;, Xi).

Fiir bekannte Kovarianzmatrix 3/; 146t sich das Kleinste-Quadrate-Kriterium erwei-
tern zum Gewichteten-Kleinste-Quadrate-Kriterium. Man schitzt 3 durch Minimie-
ren von

WLS(8) =Y (v - XiB)" 27" (v; — XiB)
i=1
In Matrixschreibweise hat W LS(3) die iibersichtliche Form

WLS(B) = (y—XB)" 2 ' (y - XB),

zt 0
wobei die Gewichtsmatrix eine Block-Diagonalmatrix ist, ¥ % = ..
0 xt
kurz X1 = Diag(Z‘l_l, ..., X -1). Es 4Bt sich einfach zeigen, daB Maximieren

n

von W LS(83) zu der Schitzgleichung
X'yl (y-Xx8)=0 (1.9)

fiihrt, was bei vollem Rang von X” X ~'X den verallgemeinertem Kleinste-Quadrate-
Schitzer

B, = (XTE X)X E Yy
liefert. Gleichung (1.9) resultiert auch fiir die Maximum-Likelihood-Schitzung un-

ter Normalverteilungsannahme, (3, ist damit auch der ML-Schitzer (bei bekannter
Varianz).
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Unbekannte Kovarianzmatrix

Das Hauptproblem bei Verwendung des gewichteten Kleinste-Quadrate-Schitzers ist,
daf die Kovarianz von y; und damit X' meist nicht bekannt sind. Man geht daher
nur von der Strukturannahme aus und betrachtet die allgemeine Schitzgleichung mit
vorgegebener Gewichtsmatrix W

X"w(y - x3) =o0. (1.10)

Die Gewichtsmatrix W in der Schitzgleichung ist dabei nicht notwendigerweise die
Inverse der wahren Kovarianz, sondern eine gewdhlite Gewichtsmatrix. Der resultie-
rende Schitzer
By = (X"WX)" X" Wy

ist der mit W assoziierte gewichtete Kleinste-Quadrate-Schétzer, wobei die Existenz
von (XTWX)~! vorausgesetzt wird. Da W~ nicht mehr der wahren Kovarianz ent-
spricht, nennt man W' Arbeits-Kovarianz-Matrix. Darin kommt zum Ausdruck, daB
man nicht annimmt, daB W~! tatsichlich die zugrundeliegende Kovarianzmatrix ist,
W wird nur zur Schitzung verwandt. Wihlt man beispielsweise die Gewichtsmatrix
W = I /02, erhilt man unmittelbar den einfachen K-Q-Schétzer

BI/O'2 = (XTX)_IXTy'

Hiufig wird man jedoch versuchen, W so zu wihlen, daB W' niher an der zugrun-
deliegenden Varianz liegt.

Auch fiir fest gewihlte Gewichtsmatrix hat der Schitzer gute Eigenschaften. Ins-
besondere ist ,C:IW fiir fest vorgegebene Matrix W erwartungstreu, da wegen E(y) =
.¢¢) )

E(Bw) = B8
gilt. Insbesondere ist auch der einfache Kleinste-Quadrate-Schitzer erwartungstreu.
Allerdings @ndert sich die Kovarianz des Schitzers und damit seine Effizienz, er hat
i.A. nicht mehr die kleinstmogliche Varianz. Fiir die Varianz ergibt sich bei festem W
unmittelbar die Sandwich-Matrix

cov(By) = (XTWX) L (XTWEWX) (X" WX) !
=VwVsVw,
wobeli
Vw=X"WX und Vs =X 'WXIWX.

Wihrend Vy bekannt ist, enthidlt V5, die unbekannte Kovarianzmatrix von y. Dies
ist jedoch weit weniger problematisch als es scheint. Ein robuster Schitzer fiir die
Kovarianz von ,BW ergibt sich, wenn 3 durch eine konsistente Schitzung 3 ersetzt
wird. Ein Kandidat ist

2‘:

LS - ) — )T
(LI gt
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Zu betonen ist, dass der Schitzer nur die Strukturannahme E(y) = X3 macht.
Es ist auch nichts iiber die Verteilung vorausgesetzt. Er bietet sich vor allem dann an,
wenn Zweifel an der Normalitdtsannahme oder der Varianzhomogenitét bestehen.
Spezifikation der Kovarianzmatrix



