Chapter 1

Zusammenhangsstrukturen

G. Tutz sehr vorldufig

June 27, 2013
1.1 Korrelationskoeffizienten: marginale, bedingte und partielle Korrelation . . 3
1.2 Korrelationskoeffizienten bei vektoriellen GréBen . . . . . . . . ... . ... 8
1.3 Die Konzentrationsmatrix . . . . . ... . . ... ... ... 9
1.4 Assoziationsstrukturen und Graphen . . . . .. ... ... ... ... ... 10
1.5 Multiple Korrelation . . . . . . . . ... 11
1.6 Kanonische Korrelation . . . . . . ... . .. ... ... ... ... ... 11

Untersucht man den Zusammenhang zweier Grofien wie Mietpreis und Wohnungsgrofe, stellt sich
als erstes die Fragen, ob iiberhaupt ein Zusammenhang besteht und im weiteren — so ein Zusammenhang
vorliegt — von welcher Art dieser ist. Interesssanter und komplexer wird das Problem, wenn der Zusam-
menhang von mehr als zwei Variablen zu untersuchen ist. Dann stellt sich die Frage, wie zwei Variablen
zusammenhéngen unter Beriicksichtigung der anderen Variablen. Der Zusammenhang ist ein durchaus
anderer, wenn das Vorhandensein der weiteren Variablen in die Analyse einbezogen wird. Bekannt ist
das Lehrbuchbeispiel von der positiven Korrelation zwischen Geburtenraten und Storchezahl, erhoben in
den Nachkriegsjahren. Die positive Korrelation verschwindet erwartungsgemif3, wenn man den Zeitfak-
tor beriicksichtigt. Uber die Jahre des Erhebungszeitraums hatte sich sowohl die Geburtenrate als auch
die Storcherate gleichsinnig verdndert. Beriicksichtigt man die Variable Zeit, ist die Korrelation Null,
vernachlissigt man die Variable Zeit, erhilt man eine positive Korrelation.

Im weiteren werden verschiedene Ansitze zur Beriicksichtigung weiterer Variablen bei der Analyse
von Zusammenhangsstrukturen dargestellt. Nach der Darstellung grundlegender Konzepte wird als erstes
das Normalverteilungsmodell dargestellt.

1.1 Korrelationskoeffizienten: marginale, bedingte und par-
tielle Korrelation

Im folgenden werden Varianten des klassischen Korrelationskoeffizienten dargestellt. Dieser ist geeignet
fiir normalverteilte Groflen und mifit den linearen Zusammenhang zwischen zwei Groflen. Man geht
daher von zumindest approximativ normalverteilten Grofen aus, fiir die der lineare Zusammenhang ein
addquates Assoziationsmal darstellt.
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Der Einfachheit halber werden zuerst drei Variablen, X, Y und Z, betrachtet. Die entsprechenden
Erwartungswerte werden mit ux = E(X), py = E(Y), uz = E(Z), die Kovarianzen mit oxy =
cov(X,Y), oxz = cov(X,Z) und oyz = cov(Y,Z) bezeichnet. Man erhilt damit fiir den Vektor
Y, X, Z)

Y 1y Y oy oyx oyz
p=E(|X])=(lux|) ZT=cov(|X|)=|oxy ok oxz
4 1z Z ozy Ozx 0%

Marginale Korrelation

Das iibliche (lineare) Zusammenhangsmal ist die Korrelation, genauer die marginale Korrelation

cov(Y, X)

OyoXx

ovx =o(Y,X) =
die den linearen Zusammenhang der Variablen Y und X mif3t ohne weitere Variablen einzubeziehen. Der

Begriff marginale Korrelation bezieht sich darauf, dal dazu nur die gemeinsame Verteilung von Y und X
benutzt wird. Vollig analog sind o(Y, Z) und o(X, Z) definiert.

Bedingte Korrelation

Unter der bedingten Korrelation von Y und X, gegeben Z = z, abgekiirzt o(Y, X|Z = z) versteht
man die Korrelation, die aus den bedingten Verteilungen von (Y, X)|Z = zund Y|Z = 2z, X|Z = 2
berechnet wird,

cov(Y, X|Z = 2)

Oy X|Z=z = Q(Y’X‘Z = Z) = \/V&I‘(Y|Z — Z)\/VE%I‘(X‘Z — Z)

(1.1)

Man miBt also, wie stark der lineare Zusammenhang der bedingten Variablen Y und X fiir fest-
gelegten Wert Z = z ist. Die bedingten Verteilungen, die fiir die Bestimmung relevant sind, besitzen die
Dichte

_ fxvz(z,y,2)
Ixviz=-(%,y) = F22)
fY\Z:z(y) = %(y;;)v
_ fxz(:C,Z)
fx1z=:(2) = i)

wobei die Marginaldichten durch Indices gekennzeichnet sind (beispielsweise bezeichnet fx z(z, z) die
Dichte von (X, Z)) und von der Existenz der bedingten Dichte ausgegangen wird.

Ein interessanter und wichtiger Spezialfall tritt auf, wenn alle Variablen gemeinsam normalverteilt
sind, d.h. (Y, X, Z)” ~ N(u, X). Fiir diesen Fall hiingt die bedingte Korrelation nicht von dem Wert z
ab, so da man die einfachere Bezeichnung o(Y, X|Z) wihlt. Die bedingte Korrelation ergibt sich durch

OYyX — 0Yz0X2zZ
\/1 - Q%fz\/l - Q%{Z

Bemerkenswert ist, daf sich die marginale Korrelation im allgemeinen unterscheidet von der bed-
ingten Korrelation, d.h.

oY, X|2) = oY, X|Z = 2) = (1.2)

oY, X|Z) # o(Y, X).

Beim Ubergang von o(Y, X) zur bedingten Korrelation kann sich das Vorzeichen #ndern, marginale Un-
korreliertheit kann zu deutlich bedingter Korreliertheit fithren und marginale Korreliertheit kann mit be-
dingter Korreliertheit einhergehen. Die filschliche Unterstellung einer Gleichheit von marginaler und
bedingter Korreliertheit ist verantwortlich fiir einen grofen Teil statistisch "‘begriindbarer"” Fehlschliisse
und Fehlinterpretationen. Prinzipiell gilt, dafl bei der Analyse der Zusammenhangsstruktur alle potentiell
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wirksamen Merkmale zu beriicksichtigen sind. Die marginale Korrelation ignoriert allerdings die Wirkung
aller anderen Kovariablen. Daher die Tendenz zu Fehlinterpretationen. Im folgendem sind einige Félle
skizziert, in denen sich die beiden Korrelationen unterscheiden.

(1) Bedingte Unkorreliertheit ("‘Scheinkorrelation"”)

Da fiir normalverteilte Gro3en bedingte Unkorreliertheit zusammenfillt mit bedingter Unabhingigkeit,
148t sich hier untersuchen, ob Variablen auch einen bedingten Zusammenhang aufweisen. Es sind
einfache Konstellationen konstruierbar, so daB oy x # 0, aber gy x|z = 0. Man erhilt also
einen deutlichen Zusammenhang zwischen den Variablen Y und X, solange man nur diese beiden
beriicksichtigt, der Zusammenhang verschwindet jedoch, wenn das Vorhandensein der Variable

Z in Form der bedingten Korrelation einbezogen wird. Dieser Typ liegt dem Storchebeispiel zu-
grunde, mit verschwindender Korrelation zwischen Storchezahl und Geburtenzahl, wenn die Zeit
einbezogen wird.

(2) Verdeckte Korrelation
Im Gegensatz zur Scheinkorrelation kann der Fall auftreten, dal zwei Merkmale Y und X keine
Korrelation aufweisen, obwohl die Variablen bedingt durchaus korreliert sind. Es ist dann zweifel-
haft, die Merkmale als nicht zusammenhingend zu charakterisieren, da sie ja tatsdchlich in Sub-
populationen zusammenhingen. Formal ergibt sich dieses Phidnomen aus (1.2) wenn gy x = 0
und gy z,0xz #0(zB. ovyx =0, ovz = 0.5, oxz = —0.8, Q(Y, X|Z) = 0.84)

(3) Gekippte Effekte

Zwei Merkmale konnen positiv korreliert erscheinen, wenn man die marginale Korrelation zu-
grundelegt, obwohl in Subpopulationen der Zusammenhang eine negative Korrelation aufweist.
Legt man Normalverteilung zugrunde, ergibt sich aus (1.2) beispielsweise fiir positive Korrelation
ovx = 0.4und gyz = oxz = 0.8 die negative bedingte Korrelation —0.66. Der Ubergang von
der bedingten Korrelation zur marginalen Korrelation kann also eine Vorzeichenianderung zur Folge
haben. Das hat fiir die Interpretation erhebliche Konsequenzen und manch Fehlinterpretation zur
Folge (Rehabilitation). In der Analyse von Kontingenztafeln, ist dieses Phianomen als Simpsons
Paradoxon bekannt (Simpson, 1951). Ein schones Beispiel gibt Whittaker (1990), S. 46.

(4) Supressor-Variablen
Betrachtet sei wieder der Zusammenhang zwischen Y und X. Die Variable Z wird Supressor-
Variable genannt, wenn der marginale Zusammenhang zwischen Y und X schwécher ist als der
bedingte Zusammenhang, gegeben Z, d.h. (fiir positive Korrelation), wenn

Q(Yv X) < Q(X,Y|Z)

gilt. Der Effekt tritt beispielsweise auf, wenn gy z = 0 bzw. poxz = 0, da dann die bedingte
Korrelation bestimmt ist durch

o(X,Y|Z) = — 2L baw. o(X,Y|7) = 22X

V1—0%z \/1_9‘2)/2.

Wird die Supressor-Variable vernachlissigt, indem man die marginale Korrelation o(Y, X) betra-
chtet, ergibt die Analyse des Zusammenhangs einen schwécheren Zusammenhang als der unter
Beriicksichtigung der Wirkung von Z vorliegende.

Die Darstellung in Form eines bedingten Unabhingigkeitsgraphen findet sich in Abbildung ??.
Gegeben sind die drei Variablen, Y und X unabhingig, gegeben Z (X L Y|Z), Y und Z unab-
hingig, gegeben X (Y L Z|X) und X und Z unabhingig, gegeben Y (X L Z|Y). Verwendet
wird dabei die iibliche Abkiirzung mit L fiir die Unabhéngigkeit und | fiir die Bedingung.

Partielle Korrelation

Partielle Korrelation zielt darauf ab, zu bestimmen inwieweit die Korrelation zwischen zwei Variablen, Y
und X, auf den linearen Einflu} einer dritten Variable Z zuriickzufiihren ist. Dabei wird nicht wie bei der
bedingten Korrelation auf Z = z bedingt, sondern versucht den linearen Anteil von Z herauszurechnen.
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Dazu bestimmt man die linearen Regressionsmodelle von Y auf Z und X auf Z
Y =00+ BZ+¢€v.z,
X=v%+vZ+exz.

Etwas genauer bestimmt man fiir das lineare Regressionsmodell Y = 5o + 8Z + €y .z die Parameter
Bo, B so,daB Y = Bo + BZ die beste lineare Prognose darstellt, d.h. Bo und  werden so gewihlt, da3
die erwartete quadratische Abweichung zwischen Y und Y = 8y + 8Z minimal wird,

E{(Y — Bo — BZ)*} 2% min .

Entsprechend minimiert man fiir die linearen Regression X = vo +vZ +ex.z
E{(X — v —vZ)*} “Z min.

Die Existenz der Momente vorrausgesetzt, 146t sich zeigen, daf das erste Minimierungsproblem zu

oYz

B=—, Bo = py — Bpz, (1.3)

Oz

das zweite zu oxz
Y=—5 Yo = HX — YHZ, (L.4)

Ox

fuhrt.
Die partielle Korrelation zwischen Y und X nach Elimination des linearen Anteils von Z ist dann
bestimmt durch die Korrelation der Residuen ey .z, ex.z

cov(ey.z,€x.7)
Vvar(ey.z)y/var(ex.z)

Sie stellt die Korrelation zwischen Y und X dar, die verbleibt, wenn der lineare Einflu von Z auf Y
und von Z auf X beriicksichtigt ist. Man spricht davon, dal} der lineare Einflul von Z herauspartialisiert
wurde.

Einfache Ableitung zeigt, da8 unter Verwendung der Werte (3o, (3, 0, v aus (1.3) und (1.4) fiir die
Residuen gilt

pPYX.z =

E(ey.z) =0, var(ey.z) = oy (1 — p¥ z)
E(ex.z) =0,  var(ex.z) = ok (1 — pkz)
cov(ey.z,ex.z) = ovox(pyx — pxzpyz)

so daf} sich durch Einsetzen
PYX — PXZPYZ

\/1 - P%fz\/l - Pxz

ergibt. Wie der Vergleich mit (1.2) zeigt, ist fiir normalverteilte Merkmale die bedingte Korrelation iden-
tisch mit der partiellen Korrelation. Normalverteilte Merkmale sind in dieser Beziehung ein Spezialfall,
da fiir sie die beste lineare Prognose auch das beste Prognosemodell darstellt. Die beste Prognose Y durch
Z ist generell bestimmt durch die Eigenschaft

PXY.Z =

E{(Y - Y)?} — min,

wobei iiber alle von Z abhiingigen Zufallsvariabeln ¥ = Y(Z ) mit existierenden Varianzen minimiert
wird. Das Resultat ist die bedingte Erwartung E(Y'|Z), die fiir die Normalverteilung linear ist, d.h. man
erhilt
Y(2) =B(Y|2) = po + BZ
mit Bo = py — Bpo, B = oy z/0%. Vollig analog erhilt man E(X|Z) = yo +~Z mit y0 = px — Yz,
v = oxz/0%. Die Regression besitzt daher die Form
Y=E{YI|Z)+evz=00+BZ+ev.z

und dariiberhinaus sind Y und €y z unabhingig.
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Marginale Korrelation von Y und X

cov(Y, X)

oyox

pPYX =

Bedingte Korrelation von Y und X, gegeben Z = 2

cov(Y, X|Z = z2)
Vvar(Y|Z = z)/var(X|Z = 2)

PYX|Z=2z =

Partielle Korrelation von Y und X nach Elimination des linearen Anteils

von Z
cov(ey.z,€x.7)

\/var(sy.z)\/var(ax.z)

Fiir (Y, X, Z) gemeinsam normalverteilt, gilt

pPXY.Z =

PY X|Z=2z = PXY-Z

Partielle Korrelation und Regression

Die Koeffizienten eines linearen Regressionsmodells stellen einen Zusammenhang zwischen abhéngiger
GroBe und Prédiktor dar, der im wesentlichen die bedingten Korrelationen wiedergibt. Fiir das Regres-
sionsmodell

Y =00+08xX+pBzZ+evxz

ergeben sich die Regressionskoeffizienten

var(ey.z)

var(ey.x)
var(ex.z)

» Bz=ovzx
var(ez.x)

Bx = ovx.z
wobei €y.z,ex.2,€y.x,Ex.z die Storterme der entsprechenden univariaten Regressionsmodelle sind.
Die Koeffizienten entsprechen damit bis auf Skalierungseffekte den partiellen Korrelationen mit entsprechen-
den Konsequenzen fiir die Interpretation.

Ublicherweise werden Bx und Bz interpretiert als die Verinderung in Y, wenn X bzw. Z um eine
Einheit zunehmen. Eine Quelle der Fehlinterpretation ist hier, daf3 hdufig die Beriicksichtigung der jeweils
anderen Variablen vergessen wird. Dies sei an einem kleinen Beispiel veranschaulicht:

Example 1.1: Mietdaten
Das Regressionsmodell

Nettomiete = 3o + Anzahl RdumefS4 + ena

liefert fiir einen Datensatz 34 = 88.58. Giiltigkeit des Modells vorausgestzt, wiirde der Mietpreis im
Mittel um 88.58 Euro steigen, wenn die Wohnung einen weiteren Raum hat. Nimmt man die Wohnfldche
in das Regressionsmodell auf und betrachtet

Nettomiete = (39 + Anzahl Rdume/3 4 + WohnflicheSw + en.aw

erhilt man B 4 = —41.68. Wohnungen werden demnach im Durchschnitt um 41.68 Euro billiger, wenn
die Raumzahl steigt. Diese Interpretation ist unzuldssig verkiirzt. Die Nettomiete nimmt mit wachsender
Raumzahl nur ab bei festgehaltener Wohnfléche, genauer, wenn der lineare Effekt der Wohnflidche bertick-
sichtigt ist. O
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1.2 Korrelationskoeffizienten bei vektoriellen Gro3en

Bezeichne im folgenden y™ = (y1,...,%q), €% = (x1,...,2p), 27 = (21,...,2s) Vektoren von
Merkmalen. Der gesamte Zufallsvektor besitzt Erwartungswert und Varianz

Yy Ky Yy Yyy Yya Yyz
p=E{lz|}=1p]; Y=cov{lz|}=| Y2y Yoo Xazz]|,
z M, z Ezy Yw Xz

wobei die Vektoren und Teilmatrizen entsprechend dimensioniert sind.

Marginale und bedingte Kovarianzen
Die marginale Kovarianz ist dann bereits durch die Teilmatrix gegeben, z.B. fiir y und = gilt
cov(y,z) = Yye.
Daraus erhilt man die marginale Korrelationsmatrix
K = (kij) mit kij = 0y,2;/(0y;02;)-
Die Matrix der bedingten Kovarianzen beispielsweise fiir y und « gegeben z = z ergibt sich durch

Y yw|z=2 = (cov(yi, Tj|z = Z))ij.

Partielle Korrelation

Bei der Bestimmung der partiellen Korrelation betrachtet man den Fall skalarer Merkmale y und . Um
den linearen Anteil von z aus der Korrelation zwischen y und x herauszurechnen, betrachtet man wieder
die linearen Regressionsmodelle von y auf z und x auf z. Der Einfachheit halber wird fiir die abhéngigen
Variablen E(y) = E(x) = 0 vorausgesetzt. Die Regression besitzt dann die Form

Y :zT,B + €y-z,
x :zT’y +€z.2,

wobei entsprechend der optimalen linearen Prognose 3 (bzw. ) so gewihlt wird, daB E(y — 27 3)?
(bzw. E(z — 27~)?) minimiert wird. Existenz der Momente vorausgesetzt erhilt man

B=3"%., v=%.15,,.
Die Assoziation der Residuen e, =y — 273, €,.. = & — 2”7~ ergibt die partielle Kovarianz
cov(y, z|z) =cov(ey.= rz)
=0ye — Zyz 37 By,

wobei die letzte Form sich durch einfaches Berechnen ergibt.
Die Varianz von &y., (die auch der partiellen Varianz var(y|z) = cov(y, y|z) entspricht) ergibt sich
durch einfache Umformungen zu
var(ey.z) = cri S SN0 S5 > J
und entsprechend
var(eg.z) = a'i — Y., Z’;l Y.

Daraus erhilt man die partielle Korrelation

1
cov(Ey.z,Ez.2) Oyz — Xy X, X2y

Vvar(ey.z)v/var(eq.=) B \/05 I TR R S IS > T >

OQzy-z =

Fiir vektorielle GroBen y und « 146t sich bei Zugrundelegung multivariater Regressionsmodelle vollig
analog die partielle Kovarianzmatrix

cov(y,|z) = Xy o — ZyzZ';lEzy

ableiten.
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Partielle Korrelation und Regression
Betrachtet man das Regressionsmodell
Y = wT,B +ev.x

ergibt sich wiederum ein enger Zusammenhang zwischen Koeffizientenvektor 37 = (1, ... 3,) und den
partiellen Korrelationen zwischen y und einzelnen Préadiktoren. Man erhilt

Ey-x
VEzix iy

Insbesondere ist zu bemerken, daf} Pridiktoren vernachlissigbar sind (8; = 0), wenn die partielle Korre-
lation zwischen der abhingigen Variablen und dem entsprechenden Priadiktor unter Beriicksichtigung des
linearen Einflusses der restlichen Pridiktoren verschwindet (o(y, z;|z;) = 0).

Bi = oy, wilw)

1.3 Die Konzentrationsmatrix

Ausgangspunkt ist ein Merkmalsvektor 7 = (z1,...,zp) mit Erwartungswert p und Kovarianzmatrix
cov(x) = X. Die Inverse der Kovarianz tritt in der Normalverteilungsdichte explizit auf. Die Elemente
dieser Matrix besitzen eine einfache Interpretation, die die Grundlage fiir bedingte Unabhingigkeits-
graphen darstellt.

Die Matrix cov(z) ™' = X! heiBt Konzentrations- oder Prizisionsmatrix. Bezeichne c;; die zuge-
hérigen Elemente, X! = (c;;). Fiir diese Elemente lisst sich zeigen

» Die Diagonalelemente von X ~* entsprechen den invertierten partiellen Varianzen,

1

i = var(z;|z;)’

wobei x; den Vektor  ohne die ste Komponente bezeichnet, € ; = (T1,...,Ti—1, Tit1,---,Tp)-
Das spezifische Diagonalelement c;; ist damit die partielle Varianz von x; unter Beriicksichtigung
des linearen Effekts der anderen Variablen.

* Die Elemente neben der Diagonalen entsprechen der mit den zugehorigen partiellen Varianzen
skalierten (negativen) partiellen Korrelation, fiir ¢ # j gilt

Cij = —/CiiCjj 0(Ts, 25| iz),

bzw.
Cij
wobei . ;; den Vektor  ohne die Komponenten x;, x; bezeichnet. Bis auf Skalierung gibt also
das Element c;; die partielle Korrelation von z; und z; nach Elimination des linearen Einflules
aller librigen Variablen wieder.
(Vgl. Whittaker, 1990, p. 142 ff.).
Die partiellen Korrelationen ergeben sich somit in analoger Art und Weise wie die marginalen Kor-
relationen durch Normieren der Elemente einer Matrix durch ihre Diagonalelemente. Wéhrend man die
marginale Korrelation unmittelbar aus der Kovarianzmatrix erhilt, d.h.

o(zi, mj|Tij) = —

. Oij
Y = (04;) liefert Ti, Tj) = ——
(0i5) o(zi, z;) \/W7
gilt fiir die partielle Korrelation
Cij
Insbesondere 146t sich aus der Konzentrationsmatrix ablesen, ob zwei Merkmale partiell unkorreliert
sind. Dies ist der Fall, wenn an der entsprechenden Stelle neben der Diagonalen 0 auftritt.

X7 = (¢iy) liefert  o(xi, xjlaij) = —
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Die Aussage 14t sich auch genereller fiir Gruppen von Variablen formulieren. Dazu betrachtet man
den partitionierten Vektor (y”, 2”7, z”). Die Inverse in der zugehorigen Kovarianzmatrix sei partitioniert
in die entsprechenden Anteile durch

y CcvY CvT  OvE
{ecov([xz |)} ' =|C® cC*= C**
P Cc*Y C** C**

Dann ergibt sich, daf3

CY" = — cov(y,x|z) =
d.h. partielle Kovarianz von y und « verschwindet, wenn der entsprechenden Block der inversen Kovari-
anz verschwindet.

1.4 Assoziationsstrukturen und Graphen

Elemente der Graphentheorie

Ein Graph besteht aus zwei Mengen, der Menge der Knoten K (vertices) und der Menge der Kanten E
(edges). Die Kanten reprisentieren Verbindungen zwischen Knoten, sind also immer als Paare von Knoten
darstellbar. Bezeichnet man der Einfachheit halber die Knoten durch natiirliche Zahlen, K = {1,...,p},
dann ist eine Kante ein Tupel (3, j), ¢,j € K. Der Graph ist bestimmt durch

G=(K,E),

wobei formal E C K x K. In einer Kante (7, j) wird ¢ als Elternteil, j als Kind bezeichnet. Wenn
E sowohl (7, ) als (7,4) enthilt ist die Kante ungerichtet und wird als einfache Verbindung zwischen
¢ und j dargestellt, andernfalls als gerichtete Verbindung von ¢ nach j. Der Graph heifit ungerichtet,
wenn alle Verbindungen ungerichtet sind. Das zu einem Graphen gehdrende Diagramm stellt die Knoten
als Kreise und die Kanten als (gerichtet oder ungerichtete) Verbindungen zwischen Knoten dar. Knoten
heiBen verbunden (benachbart), wenn die ungerichtete Kante in F enthalten ist.

Ein Pfad ist eine Sequenz von Knoten i1,%2,...,%m , so daB alle aufeinanderfolgenden Knoten
(4;,%5+1) im Graphen enthalten sind. Der Graph wird als gerichtet, von 71 nach i,,, betrachtet. Der
Pfad wird als Zyklus bezeichnet, wenn Anfangs- und Endknoten identisch sind, d.h. i1 = ip,.

Bedingte Unabhangigkeitsgraphen

Seinun 7 = (x1,...,x,) ein Vektor von Zufallsvariablen und bezeichne K = {1,...,k} die Kanten
der Komponenten. Ein (bedingter) Unabhiingigkeitsgraph ist ein ungerichteter Graph G = (K, F) mit
der Eigenschaft, daB die Kanten (i, j) nicht in E enthalten ist, genau dann wenn

x; und x; bedingt unabhéngig sind, gegeben der Rest der Variablen,
kurz mij_a:j |1‘K\{i,j} .

Tabelle 1.1 zeigt einige Graphen fiir drei Variablen und die zugehorigen bedingten Unabhéngigkeiten.

Das vollstindige Fehlen von Kanten zwischen Gruppen von Variablen 148t sich als Unabhingigkeit
interpretieren. Partitioniert man die Kanten K in die zwei Untermengen A und B, so daf} kein Pfad
zwischen irgendwelchen Variablen aus A und B im Graphen enthalten ist, dann sind alle Variablen aus A
unabhingig von Variablen aus B, d.h. z;|z; fir alle ¢ € A,j € B. Dariiberhinaus gilt: {z;,i € A} ist
unabhingig von {x;,7 € B}. (Block independence lemma)

Eine weitere zentrale Aussage fiir die Interpretation von Graphen ist das Separationstheorem. Aus-
gangspunkt dafiir sind drei paarweise disjunkte Mengen A, B, C von Variablen.

Separationstheorem: Es gilt, daf3 alle in A enthaltenen Variablen bedingt unabhiingig sind von den in
B enthaltenen Variablen, gegeben die Variablen in C, genau dann, wenn jeder im Graphen enthaltene Pfad
zwischen einer Variablen aus A und einer Variablen aus B mindestens eine Variable aus C enthilt.

Bedingte Unabhingigkeit zwischen A und B gegeben C liegt also dann vor, wenn jeder Pfad zwischen
A und B durch die Menge C fiihrt. Man nennt zwei Knoten ¢, j auch separiert durch C wenn jeder Pfad,
der ¢ und j verbindet mindestens ein Element von C enthilt.
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1.5 Multiple Korrelation

Die multiple Korrelation erfafit die Stirke des Zusammenhangs eines skalaren Merkmals y mit einer
vektoriellen GroBe @. Betrachtet man wieder fiir zentrierte Variable y (E(y) = 0) das lineare Regres-
sionsmodell

Y= mTﬂ + ey,

wobei 3 durch die beste lineare Prognose durch Minimierung von E(y — & 3)? bestimmt ist, erhilt man
B=%, 5,
Es ergibt sich
var(wT,B) = Z‘wa‘;IEmy = cov(y, :cTﬂ)
var(y|x) = var(ey.x) = 05 — YyaXa-13,,

und man erhilt die Zerlegung
var(y) = var(z” B8) + var(y|z).

Der quadrierte multiple Korrelationskoeffizient R ist bestimmt als die Korrelation zwischen y und % 3,

. T3 — cov(y, =T 3)
R™=o(y, " B)" = Vvar(y)\/var(@T3)

Einfache Umformung ergibt
2 var(z” 3) B var (y|x)

var(y) var(y) ’

das auch als Anteil der durch die Regression erklirte Varianz interpretiert wird. R? wird auch als
Determinations- oder Bestimmtheitsmaf; bezeichnet.
Fiir eindimensionales x erhélt man

var(y|z) = 05 — U;m/ai = 02(1 — gsz)

und entsprechend ist mit
R2— 2
= Qyx

der Determinationskoeffizient identisch dem quadrierten Korrelationskoeffizienten.

1.6 Kanonische Korrelation

Bei der kanonischen Korrelation werden zwei Gruppen von Merkmalen betrachtet, deren maximale Ko-
rrelation bestimmt wird. Die beiden Gruppen von Variablen werden durch die Vektoren y und « der
Linge g bzw. p reprisentiert mit der iiblichen Bezeichnungsweise p,, = E(y), p, = E(z) fir die
Erwartungswerte und X, = cov(x, y).
Die kanonische Korrelation ist bestimmt durch die maximale Korrelation von Linearkombinationen
von x und y, d.h. man sucht Gewichtsvektoren a, b, so da die Korrelation o(a” z, bTy) maximal wird.
Dazu betrachtet man

cov(aTx,bTy) _ a’X,yb
Vvar(aTz)y/var(db’y)  VaT Xezay/b” Xyyb

Das Maximierungsproblem ist offensichtlich nicht eindeutig 16sbar, da die Korrelation dieselbe bleibt,
wenn man a (bzw. b) mit einer Konstanten )\, (bzw. \,) multipliziert. Es gilt o(A.a”x, \pb"y) =
o(a®x,bTy), da, technisch ausgedriickt, die Korrelation ein skaleninvariantes MaB ist. Die Vektoren a
und b sind damit nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt und zusétzliche Normierungsbedingungen
sind notwendig um Eindeutigkeit zu erreichen. Anstatt die naheliegende Bedingung |la| = ||b]| = 1 zu

o(a,b) = o(a"x,b"y) =
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AB/AC B
. o A
X B, Xc bedingt unabhéngig, gegeben X 4
C
AB/BC B
. o A/
X a, Xc bedingt unabhingig, gegeben X g
C
AC/BC o B
, o A
X 4, X bedingt unabhingig, gegeben X¢ S\[
C
A/BC o B
X 4 unabhingig von (X g, Xc¢) Ae
C
AC/B -B
- A
(X 4, X¢) unabhingig von X p \
C
AB/C B
. A/
(X 4, X ) unabhingig von X¢
o C
A/B/C o B
X4, X5, Xc sind unabhingig Ao
o C

TABLE 1.1: Unabhingigkeitsgraphen

fordern, wihlt man meist die Nebenbedingungen a” X ypa = var(a”’x) = 1, b7 X yb = var(b’y) =
1. Das Maximierungsproblem stellt sich damit in der Form

Q(aTa:, bTy) 20 max
mit der Nebenbedingung  var(a” x) = var(b” y) = 1.
Mit diesen Nebenbedingungen ist das Maximierungsproblem unmittelbar dquivalent zu
cov(aT$, bTy) = aTZ‘myb 24 max.

Durch einfache Umformungen 146t sich zeigen, dal man dquivalenterweise den bedingten quadrierten
Abstand der Linearkombination a” a, b”y minimieren kann, d.h. man kann genauso fordern

E(a"z — b"y)? 25 min
mit der Nebenbedingung ~ var(a” ) = var(b” y) = 0.

Um die Aquivalenz zu zeigen, muB man nur E(a” z — b” y)? umformen.
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Das Problem 148t sich mit der Methode der Lagrange Multiplikationen zur Maximierung unter Nebenbe-
dingungen 16sen. Man erhilt eine Folge von Gewichtsvektoren und Korrelationen

(a’L?b'L’Ql)’ Z.:17"'7S:min{p’q}
wobei s das Minimum der Linge der Vektoren y und & bezeichnet, und ;(a; z, b} y) in absteigender
Reihenfolge geordnet ist
01> 02> ...> QOs.
Die Losung des einfachen Maximierungsproblems (??) ist gegeben durch (a1, b1,01). Die weiteren
Gewichtsvektoren und Korrelation sind so konzipiert, daf3
cov(a;x,a;x) = cov(biy,bjy) =0 fir #j.

Dazu betrachtet man eine etwas schirfere Formulierung des Maximierungsproblems, die im Detail spéter
behandelt wird.
Man bezeichnet:

a;, b; als die iten Korrelationsvektoren,
w; = al @, v; = bl y als ite Korrelationsvariablen und
0i = o(us,v;) als ite kanonische Korrelationskoeffizienten.
Wie in Abb. 1.1 dargestellt, ist der Effekt fiir die transformierte Variable
u;, v; sind maximal korreliert,
u;, u; sind unkorreliert,
v;, v; sind unkorreliert,

u;, vj sind unkorreliert.

Fiir die Korrelation von u” = (u1,...,us)und vl = (v1,...,vs) ergibt sich
1 - 0 o -+ O
cor (%) = 0 1 0 0s
v)] |o 0 1 0
0 os O 1

Scharfere Formulierung und Lésungen

Eine schirfere Formulierung der kanonischen Korrelation ist das Maximierungsproblem: Suche Paare von
Gewichtsvektoren (a;, b;), i =1,...,s = min{p, ¢} so daB

o(al x,b] y) by ax
mit den Nebenbedingungen
var(ajx) =var(bjy) =1, i=1,...,s
cov(a.iTw7 a]-Tac) = cov(biTy7 bJTy) =0, j=1,...,i—1.

Die erste Nebenbedingung entspricht der Normierung aller Gewichtsvektoren um Eindeutigkeit zu erre-
ichen. Die zweite Bedingung fordert, daB die Losung (a;, b;) dergestalt ist, daB a; « unkorreliert ist mit
den vorhergehenden a” x, ..., a’_;x und bl y unkorreliert mit by, ..., b, y.

Aus der Betrachtung des Maximierungsproblems mit Lagrange Multiplikatoren erhélt man, daB (a;, b;)
Losungen des kombinierten Eigenwertproblems

(ZayZoy Zye — NiZuz)ai =0

sind.
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maximale Korrelation

Ui U1
U2 unkorreliert U2

unkorreliert

maximale Korrelation
Us Vs

FIGURE 1.1: Kanonische Korrelation
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