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Kapitel 1

Einleitung

Als Literatur zur Vorlesung sind folgende Biicher geeignet:

Held (2008): “Methoden der statistischen Inferenz. Likelihood und Bayes”,
Spektrum, 29,95 EUR (304 Seiten)

Diimbgen (2003): “Stochastik fiir Informatiker”, Springer Verlag, 30,79
EUR (268 Seiten)

Fahrmeir, Kiinstler, Pigeot, Tutz (2010): “Statistik: Der Weg zur Da-
tenanalyse”, 7. Auflage, Springer Verlag, 30,79 EUR (610 Seiten)

Georgii (2009): “Stochastik”, 4. Auflage, deGruyter, 29,95 EUR (404
Seiten)

Grimmett, Stirzaker (2001): “Probability and Random Processes”, 3rd
Edition, Oxford University Press, ca. 40 EUR (608 Seiten)

Ligges (2008): “Programmieren mit R”, 3. Auflage, Springer Verlag,
33,87 EUR (251 Seiten)

Das Gebiet “Stochastik” beinhaltet zum einen die Wahrscheinlichkeits-
theorie und zum anderen die Statistik:

Wahrscheinlichkeitstheorie: Mathematische Beschreibung von zufilli-
gen Phénomenen

Statistik: Erhebung, Auswertung und Interpretation von Daten sowie
Quantifizierung von Unsicherheit

Wieso ist die Stochastik wichtig in der (Bio)-Informatik? Diese Frage kann
beantwortet werden, wenn man die vielfdltigen Anwendungsgebiete betrach-

tet:
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e Simulation von zufilligen Phinomenen/Prozessen am Computer
Bsp.: Verbreitung von Epidemien

e Analyse von statistischen /randomisierten Algorithmen
Bsp.: Quicksort

e Statistische Analyse von Daten aus der Biologie und Genetik
Bsp.: Genexpression und Uberlebenszeit

e Statistische Modelle fiir das Auftreten von Daten
Bsp.: Hardy-Weinberg-Gesetz

Ein Grundbegriff der Stochastik ist die Wahrscheinlichkeit, wie zum Bei-
spiel die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Auftreten eines bestimmten Ereig-
nisses A

PA) = 1 A tritt mit Sicherheit ein
P(A) = 0 A tritt mit Sicherheit nicht ein
P(A) = pe(0,1) : Ereignis A tritt mit Wahrscheinlichkeit p ein

Was gibt es fiir Moglichkeiten, eine Wahrscheinlichkeit zu interpretieren?

Einerseits ist die sub jektivistische Interpretation moglich. Man fragt sich
etwa:

e "Wie sicher bist Du, dass das Ereignis A eintreten wird?”

e "Wie grof§ schitzt Du die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A
ein?”

Die Wahrscheinlichkeit ist also ein Maf fiir die subjektive Unsicherheit. Un-
terschiedliche Individuen koénnen den gleichen Ereignissen unterschiedliche
Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Um die Wahrscheinlichkeit P(A) einer be-
stimmten Person zu quantifizieren, kann man der Person folgende Wette an-
bieten:

e "Wie viel Einsatz F wirst Du maximal auf das Eintreffen von A setzen,
wenn beim Eintreten von A ein Gewinn G ausgezahlt wird?”

Dann ergibt sich die subjektive Wahrscheinlichkeit der betrachteten Person
zu P(A) = E/G. Hierbei sieht man die Wahrscheinlichkeit als (entsprechend
normierten) Wetteinsatz an.



Beispiel 1.0.1 (Spiel mit drei Bechern)

Unter einen von drei gleichartigen Bechern wird eine weiche Kugel gelegt.
Nun beginnt der Spielanbieter, die Becher vor den Augen des Spielers zu
vertauschen.

Der Spieler muss nach einer gewissen Zeit sagen, unter welchem Becher die
Kugel liegt. Wenn er die Kugel findet, gewinnt er den doppelten Einsatz.
Der Spieler glaubt, dass er mit Wahrscheinlichkeit groBer als 1/2 den rich-
tigen Becher findet, denn ansonsten wiirde er im Mittel Geld verlieren. Der
Spielanbieter hingegen glaubt, dass er die drei Becher so schnell vertauscht,
dass der Spieler nicht mehr verfolgen kann, unter welchem Becher sich die
Kugel befindet. Somit muss der Spieler raten und wird mit Wahrscheinlich-
keit 1/3 den richtigen Becher finden. Selbst wenn diese Wahrscheinlichkeit
grofer als 1/3, aber zumindest kleiner als 1/2 ist, wird der Spielanbieter im
Mittel Geld gewinnen. Die Wahrscheinlichkeit des gleichen Ereignisses wird
also von unterschiedlichen Person unterschiedlich angesetzt; ansonsten wiirde
das Spiel wohl nicht zustandekommen.

Andererseits kann man die Wahrscheinlichkeit auch frequentistisch inter-
pretieren (auch Haufigkeitsinterpretation). Angenommen das betrachtete
Zufallsexperiment kann beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholt
werden. Dann definiert man die Wahrscheinlichkeit P(A) eines bestimmten
Ereignisses A als den Grenzwert, gegen den die relative Haufigkeit des Ein-
tretens des Ereignisses A konvergiert. Festzuhalten bleibt, dass der mathe-
matische Calculus fiir Wahrscheinlichkeiten unabhdingig von der jeweiligen
Interpretation ist.

Die Graphiken und Beispiele im Skript und in der Vorlesung wurden mit
R erstellt. Das Analysesystem R ist fiir alle géngigen Betriebssysteme frei
erhéltlich unter

http://www.R-Project.org

Eine geeignete deutschsprachige Einfiihrung ist das Buch von Uwe Ligges
“Programmieren mit R” (siche Literturliste). Auf der obigen Webseite sind
elektronische Handbiicher und diverse Einfithrungen in diese Programmier-
sprache erhéltlich. Am Institut fiir Statistik werden Vorlesungen und Kurse
zu R angeboten.


http://www.R-Project.org
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Kapitel 2

Laplace-Verteilungen und
diskrete Modelle

2.1 Laplace Wahrscheinlichkeiten

Man betrachtet die endliche Grundgesamtheit Q@ = {wy,ws,...,w,}. Nun
kann man fiir ein Ereignis A C ) die Laplace-Wahrscheinlichkeit definieren:

Definition 2.1.1
Die Laplace-Wahrscheinlichkeit ist definiert als die Zahl

wobei |A| die Anzahl der Elemente in A ist.

Jedes Elementarereignis {w;} mit i = 1,...,n hat also die Wahrschein-
lichkeit P({w;}) = 1 . Die entsprechende Abbildung P(Q2) — [0, 1] nennt
man Laplace-Verteilung oder auch diskrete Gleichverteilung auf (),
wobei P()) die Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen von (2, ist.

Beispiel 2.1.1 (Augensumme von zwei Wiirfeln)

Fiir die Augensumme von zwei Wiirfeln hat die Grundgesamtheit die Form
Q= {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}. Die Anzahl der Elemente in ) betrégt
dann |Q| = n = 6 = 36. Sei Ay, das Ereignis “Augensumme ist k”.

7
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Es gilt:

1
P(Ay)) = —
(A2) %
2
P(A;) = —
() = =
6
P(A;) = —
(Ar) = o
5
P(Ag) = —
(4) = =
1
P(A = —
(A1) 36

Allgemein:

6 k-7

P(Ag) %6

fir k=2,...,12

Beispiel 2.1.2 (Skat)

Beim Skatspiel werden 32 verschiedene Karten, darunter 4 Buben an 3 Spieler
verteilt. Jeder Spieler erhélt 10 Karten. Zwei Karten kommen in den Skat.
Wie grofB ist nun die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse?

Ay = “Spieler 1 erhilt alle Buben”

Ay = “Jeder Spieler erhilt genau einen Buben”

Dazu wird zunéchst die Grundgesamtheit () geeignet definiert, welche die
Elementarereignisse w enthélt:

w = ( Wi, W, ..., Wi , Wi, W12, ..., W0, @21,w22,--~aw3gaw31,w32)

Karten fiir Sp. 1 Karten fiir Sp. 2 Karten fiir Sp. 3 Skat

Da es 32! Permutationen von wy, . .. ,wsy gibt, hat  die GréBe |Q] = 32! und
jedes Elementarereignis tritt mit der Wahrscheinlichkeit

P{w}) = % — 38.¢ 90

auf.
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Wieviele Elemente enthéalt A7

|A1| = 10 (wo ist der &-Bube)
-9 (wo ist der #-Bube)
-8 (wo ist der O-Bube)
-7 (wo ist der {)-Bube)
-28! (wo sind die tibrigen 28 Karten)

Damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit von Ay :

_ 1098728 _ 10987 .
P(Al) - 32! — 32313029 0.0058

Ftir das Ereignis As geht man analog vor:

|A3] = 10-10-10-2 (wo ist irgendein Bube)
- 41 (verteile die Buben auf 4 feste Positionen)
- 28! (wo sind die tibrigen 28 Karten)

| As| 103 -2 -4!.28!
P(Ay) = = ~ 0.0556
(A) Q] 32!
Die Annahme gleichwahrscheinlicher Elementarereignisse bei Laplace-Vertei-
lungen ist haufig zu restriktiv. Weiterhin wollen wir auch den Fall, dass €2 un-
endlich (aber zumindest abzdhlbar) ist, zulassen. Wir verallgemeinern daher
im Folgenden Laplace-Wahrscheinlichkeitsrdume zu diskreten Wahrschein-

lichkeitsraumen.
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2.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsriaume

Definition 2.2.1

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (), P), wobei ) ei-
ne abzédhlbare Grundgesamtheit ist und P ein diskretes Wahrscheinlichkeits-
mafl, das jeder Teilmenge A C ) eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuordnet.
Diese definiert man wieder iiber die Wahrscheinlichkeiten der Elementarer-
eignisse w € A:

P(A) = P({w)),

wEA

wobei fiir die P({w}) gelten muss

0<P{{w}) <1 fiirallew

und Y, P({w}) =1

weN

Beispiel 2.2.1 (Unsymmetrischer/ Unfairer Wiirfel)

Angenommen, man betrachtet wieder einen Wiirfelwurf mit Grundgesamt-
heit Q = {1,2,3,4,5,6}. Nun wiirfelt der Wiirfel aber nicht jede Augenzahl
mit der Wahrscheinlichkeit 1/6, sondern

_f02 : owe{L2}
P({w}) = { 015 : we{3,4,56}

Offensichtlich gilt: Y .o P({w}) =1

Beispiel 2.2.2 (Laplace-Verteilung)
Hier ist Q endlich und P({w}) = ‘51' =1

Beispiel 2.2.3

Man interessiere sich fiir die Anzahl i der Wiirfe einer fairen Miinze, bis
zum ersten Mal Zahl eintritt. Sei w; das Elementarereignis, dass beim i-ten
Waurf zum ersten Mal Zahl eintrifft. Dann ist ) offensichtlich unendlich mit
Q= {w,ws, ...}

Fiir die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse w; gilt:

P({w1}) = 5, P{wa}) = -, P({ws}) = %,

DO | —
A~ =

also
P({w}) = 5 fiiri=1,2,3,...



2.2. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME 11

Man beachte, dass sich auch hier die Wahrscheinlichkeiten der Elementarer-
eignisse zu eins addieren. Dies folgt aus der geometrischen Reihenformel

b'=—— (fiirb<1

angewandt auf P({w;}):

ZP (i) = i (;) 1 i/1?/2 -

1=1




12 2. LAPLACE-VERTEILUNG

2.3 Axiome von Kolmogorov fiir Wahrschein-
lichkeiten

Andrei Kolmogorov [1903-1987] gilt als einer der Pioniere der modernen
Wahrscheinlichkeitstheorie. Unter anderem stellte er folgende Axiome fiir
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf.

Wir betrachten nun eine beliebige abzéhlbare Grundgesamtheit {2 und eine
Funktion P auf der Potenzmenge P(2), die jedem Ereignis A C () eine
Wahrscheinlichkeit zuordnet.

Wir nennen P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2, wenn fiir sie die
Axiome von Kolmogorow gelten:

A1) P(A) >0 fiir beliebige A C Q

A2) P(2) =1

A3) P(AUB) = P(A)+ P(B) fiir disjunkte Ereignisse A, B C (2
Folgerungen aus den Axiomen:

o P(UL, A) =31, P(A)
fiir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ag, ..., A, C

e P(A)< P(B) falls AC B

Bewezs:

Zunichst definieren wir B\ A = BN A (in Worten: “B ohne A”). Dann
gilt B=(B\A) UA
und daher  P(B) 2 P(B\ A) + P(A) > P(A)

¢ Das Komplement wird definiert als A = Q\ A.

Dann gilt P(A) =1 — P(A)
e P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB) fur beliebige A, B C {2
Die letzte Formel kann wie folgt verallgemeinert werden:

Satz 2.3.1 (Siebformel von Sylvester-Poincaré)
Von James Sylvester [1814-1897] und Jules Henri Poincaré [1854-1912):
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Ftir beliebiges n € N und Ereignisse Ay, Ay, ..., A, C Q ist

P(AJUAU...UA,) = Y P(A) =) P(AnA)
% 1<j
+ Y P(A; N A; N A)

1<j<k

.o+ (=D PATN AN NA).

Insbesondere erhélt man fiir drei beliebige Mengen A, B,C' C (2

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB) - P(ANC)
—P(BNC)+P(ANBNC)

Anstelle der doch recht komplexen Siebformel verwendet man hiufig auch

Ungleichungen zur Abschétzung von P(A; U A, U...UA,):

Satz 2.3.2 (Bonferroni-Ungleichungen)
Fiir beliebige Ereignisse A1, Ao, ... A, gilt

< ZP(Az')
> Y2 P(A) — X P(AiN A))

1<

P(AjUAU...UA,)



14

2. LAPLACE-VERTEILUNG




Kapitel 3

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und stochastische
Unabhéingigkeit

3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 3.1.1
Fiir Ereignisse A, B C Q mit P(B) > 0 definiert man die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von A gegeben B als die Zahl

P(AN B)

P(AIB) = —55

Beispiel 3.1.1 (Spiel mit drei Bechern)

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Spielanbieter die Becher so schnell
vertauschen kann, dass der Spieler raten muss, wo sich die Kugel befindet.
Allerdings hat er einen der drei Becher heimlich im Vorfeld markiert.
Betrachte nun folgende Ereignisse:

A := “Spieler findet den richtigen Becher”
B := “Spielanbieter legt die Kugel unter den markierten Becher”

Dann gilt fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten:
P(A|B)=1 und P(A|B)=1/2
Somit ergibt sich

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) =1/3+1/2-2/3 =2/3.

15
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Fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt offensichtlich:

P(B|B) = 1

P(B|B) = 0

P(QB) = 1

P = S50 2

HMﬂmmmm):fW&égmB)

_ P((AinB)U (AN B))
E P(B)
_ P(AiNB)+P(A:NB)
R P(B)

= P(A|B) + P(A2|B),

hierbei folgt die vorletzte Zeile unter der Annahme, dass A; und A, disjunkt
sind. Als Funktion von A C Q ist P(A|B) (bei festem B) also offensichtlich
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die den Axiomen von Kolmogorov geniigt.

Beispiel 3.1.2 (Skat)
Die Ereignisse sind:

A := “Mindestens eine der acht Karokarten liegt im Skat”
B := “Spieler 1 erhélt beim Austeilen keine der acht Karokarten”

Dabher gilt:

P(A|B) = 1- P(A|B)
20-19-18-17-16-15-14 - 13 - 24!
24-23-22-21-20-19-18-17-16 - 15 - 22!

14 -13

= 1—-——~=0.
59 o1 0.606

P(4) = 1-P(A)
| 30-20-28.27.26-25-24-23 24!
B 32!

= 1—24;23%0.444
3231

Bevor die Karten ausgeteilt sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
eine der acht Karokarten im Skat liegt gleich 0.444. Wenn Spieler 1 bei sich
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keine Karokarte findet, steigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens
eine der acht Karokarten im Skat liegt auf 0.606.

Satz 3.1.1 (Multiplikationssatz)
Fiir beliebige Ereignisse A1, As, ..., A, mit P(A;NAyN...NA,) >0 gilt:
P(AiNAynN...NA,)

wobei man die rechte Seite offensichtlich auch in jeder anderen méglichen
Reihenfolge faktorisieren kann.

Wir schreiben im folgenden auch gerne P(A;, As) := P(A; N As) etc. Insbe-
sondere gilt also

P(A1,As) = P(Ay)- P(As]Ay)
P(Al,Ag,Ag) = P(Al) P(A2|A1) 'P(A3|A1,A2)

Definition 3.1.2
Man nennt Ereignisse By, Bs, ..., B,, B; € () eine disjunkte Zerlegung
von ), falls By, Bs, ..., B, paarweise disjunkt mit By U By U ...U B, = ().

Satz 3.1.2 (Satz der totalen Wahrscheinlichkeit)
Sei By, Bs, . .., B, eine disjunkte Zerlegung von ). Dann gilt fiir jedes A C §2:

P(A) = ZP(AIBZ-) - P(B;)

Beweis:
P(A) = P(ANBy)+P(ANBy)+...+ P(ANB,)
= P(A|B)P(B;) + P(A|B2)P(Bs) + ...+ P(A|B,)P(B,)
Bemerkung: Insbesondere gilt:
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B),
da B, B eine disjunkte Zerlegung von €2 ist.

Beispiel 3.1.3 (Spiel mit drei Bechern, Fortsetzung)
Da

P(A|B)=1 und P(A|B)=1/2
ergibt sich

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) =1/3+1/2-2/3=2/3.
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3.2 Der Satz von Bayes

Satz 3.2.1 (Satz von Bayes)

Von Thomas Bayes [1701-1761]:

Dieser Satz beruht auf der Asymmetrie der Definition von bedingten Wahr-
scheinlichkeiten:

Pu) = FS0T = pUnD) = P P(B)
P(BJA) P(;l(—Z)B) P(ANB) = P(B|A)P(4)
Damit folgt:
_ P(AIB)P(B)  Totale Wkeit P(A|B)P(B)
PBIA) = —Fy— ~  P(AIB)P(B) + P(A[B)P(B)

Allgemeiner gilt fiir eine disjunkte Zerlegung By, ..., B, von €

P(A|B,)P(B))
P(B;|A) = S P(A|B;)P(B;)

Bezeichnung:

P(B;) heilen “a-priori-Wahrscheinlichkeiten”

P(B;]|A) heilen “a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten”

Nach der Beobachtung von A dndert sich die Wahrscheinlichkeit fiir B; von
P(B;) zu P(B;|A).

Beispiel 3.2.1 (Diagnostische Tests)
Bei diagnostischen Tests betrachtet man die Ereignisse

K := “Person ist krank”
T := “Test auf Krankheit ist positiv”

Man kennt die:

Sensitivitdt P(T|K) = P(T|K)=1- P(T|K)
Spezifitit P(T|K) = P(T|K)=1- P(T|K)
Privalenz P(K) = P(K)=1- P(K)

Zahlenbeispiel:

P(T|K)=0.222 P(T|K)=0.993 P(K)=0.0264
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P(T|K) - P(K)
P(T|K) - P(K) + P(T|K) - P(K)
0.222 - 0.0264
0.222 - 0.0264 4 0.007(1 — 0.0264)

P(K|T) =

~ 0.46
P(K’\T) ~ 0.98

Beispiel 3.2.2 (Diagnose Creutzfeldt-Jakob)

Bei der Creutzfeldt-Jakob-Erkrankung (CJD) handelt es sich um eine spongi-
forme Encephalopathie. Die Inzidenz (Anzahl der Neuerkrankungen in einem
Jahr bezogen auf die Anzahl der Gesunden am Beginn des Jahres) betrégt
1 Fall pro 1 Million pro Jahr. Das grofie Problem dieser Krankheit ist eine
Diagnose zu Lebzeiten. Die definitive Diagnose von CJD findet durch den
Nachweis des PRP (gestérte Isoform des Prion-Proteins PRP) im Gehirn
bei der Autopsie statt. Nur so erhélt man einen gesicherten CJD-Fall.

Seit 1993 existiert die CJD Surveillance Studie, die alle CJD-Verdachtsfille
bundesweit registriert, dokumentiert und weiterhin iiberwacht. Falls moglich
werden zusétzlich die Gehirne der Verstorbenen gesammelt. Bis Dezember
1996 wurden 289 Patienten Liquor (CSF-Proben) entnommen und analysiert.
Davon war bei 238 Patienten eine klinische Diagnosestellung maglich.

Es wird ein diagnostischer Test gesucht, der genau die Situation abdeckt,
in der der Test auch spéter bei lebenden (!) dementen Patienten angewandt
werden kann, um die CJD-Erkrankung von anderen Demenzen zu trennen.
Es soll untersucht werden, ob der Nachweis des 14-3-3-Proteins im Liquor ein
“valider” Hinweis auf einen CJD-Fall ist.

Tabelle 3.1: Diagnostischer Test fiir Creutzfeldt-Jakob.

CJD
14-3-3 + - Total
+ 126 7 133
- 8 97 105

Total 134 104 238

Die Sensitivitit ist P(14-3-3 = +|CJD = +) = 126/134 = 0.94 und die
Spezifitit ist P(14-3-3 = —|CJD = —) = 97/104 = 0.93.

Etwas storend bei der Anwendung des Satzes von Bayes ist der unhandliche
Nenner auf der rechten Seite. Durch den Ubergang von Wahrscheinlichkeiten
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7 zu den zugehorigen Chancen (engl. “Odds”) v = 7/(1 — 7) kénnen wir den
Nenner loswerden und eine einfachere Version des Satzes von Bayes formulie-
ren. Zunéchst halten wir fest, dass zwischen Wahrscheinlichkeiten 7= und den
zugehorigen Chancen ~ offensichtlich folgende Zusammenhénge bestehen:

T
— 3.1
¥ T (3.1)
v
T = — 3.2
1+~ ( )

Der Satz von Bayes lésst sich nun in folgender Variante darstellen:

Satz 3.2.2 (Satz von Bayes fiir Chancen)

P(B|A) P(B) P(A|B)

Posteriori Chance = Priori Chance - Likelihood Quotient

Man erhélt also die Posteriori-Chance, indem man die Priori-Chance mit dem
sogenannten Likelihood-Quotienten multipliziert.

Beispiel 3.2.3

In obigem Zahlenbeispiel zum diagnostischen Test ist die priori-Chance gleich
0.0264/(1—0.0264) ~ 0.0271. Der Likelihood-Quotient ist das Verhéltnis von
Sensitivitat zu 1—Spezifitéit, also gleich 0.222/(1 — 0.993) = 0.222/0.007 ~
31.7. Nach einem positiven Testergebnis erhéht sich also die Chance fiir
Krankheit um den Faktor 31.7. Die Posteriori-Chance fiir Krankheit ist somit
gleich 0.0271-31.7 = 0.86, was wiederum einer Posteriori-Wahrscheinlichkeit
von 0.86/(1 + 0.86) = 0.46 entspricht. Natiirlich muss hier das Ergebnis,
das mit der ersten Version des Satzes von Bayes berechnet wurde, bestétigt
werden.

Bemerkung:

Bedingte Wahrscheinlichkeiten P(A|B) verhalten sich fiir festes B (angenom-
men P(B) > 0) wie gewohnliche Wahrscheinlichkeiten. Somit kann man Re-
chenregeln, die fiir gewohnliche Wahrscheinlichkeiten allgemeine Giiltigkeit
haben, verallgemeinern, indem man alle darin auftretenden Terme bzgl. eines
weiteren Ereignisses bedingt.
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Zum Beispiel kann man die Siebformel (Satz 2.3.1) wie folgt verallgemei-
nern:

P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(ANB|C) fiir P(C) > 0.

Andere Formeln und Rechenregeln kénnen analog verallgemeinert werden. Im
Folgenden wenden wir dieses Rezept auf den Satz von Bayes in der zweiten
Variante an:

Satz 3.2.3 (Satz von Bayes bei zwei bedingenden Ereignissen)
Unter der Voraussetzung, dass die beteiligten Wahrscheinlichkeiten definiert
sind, gilt:

P(A|B,C) P(A|C) P(B|A,C)

P(A|B,C) ~ P(A|C) P(B|A,C)

oder auch
P(A|B,C) P(A|B) P(C|A,B)

P(A|B,C)  P(AB) P(C|A,B)

Beispiel 3.2.4

Der Amerikaner O.J. Simpson, beriihmter Footballspieler und spéter auch
Schauspieler, wurde 1994 wegen Mordes an seiner Ex-Frau und deren Lieb-
haber angeklagt. Im Prozess wurde Simpson vorgeworfen, seine Frau friiher
geschlagen und vergewaltigt zu haben. Simpsons Verteidiger, Alan Dersho-
witz, wies diese Vorwiirfe als irrelevant zuriick, da nur jeder 1000. Mann,
der seine Frau schlagt, sie schlieflich auch umbringen wiirde. Der emeritierte
Statistikprofessor 1.J. Good hielt dagegen, dass es hier nicht um die Wahr-
scheinlichkeit gehe, dass ein Mann seine Frau umbringe, wenn er sie zuvor
geschlagen habe. Gesucht sei vielmehr die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann
seine Frau umgebracht hat, wenn er sie zuvor geschlagen hat und wenn die-
se Frau dann tatsédchlich von jemandem umgebracht worden ist. Auf der
Grundlage eigener Schéitzungen und von der Verteidigung gelieferter Zah-
len berechnete Good diese Wahrscheinlichkeit als keineswegs verschwindend
gering. Er schickte seinen Artikel sowohl an die Zeitschrift Nature als auch
Simpsons Verteidigung und die Polizei von Los Angeles. Es ist jedoch davon
auszugehen, dass nicht alle Empfanger die wahrscheinlichkeitstheoretischen
Uberlegungen gleichermaflen verstanden haben.

Simpson wurde im Strafprozess von den Geschworenen freigesprochen, von
einem Zivilgericht jedoch zu Schadensersatzzahlungen an die Hinterbliebenen
der Opfer verurteilt.
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Im Folgenden wollen wir uns mit den Berechnungen eines Artikels von J.F.
Merz und J.P. Caulkins' und denen von Good? befassen. Dazu werden drei
Ereignisse definiert:

A(Abuse) : ”Mann hat seine Frau geschlagen”
M (Murder) : 7Frau wurde umgebracht”
G(Guilty) : ”"Mann hat seine Frau umgebracht”

Folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten werden von Merz & Caulkins ver-
wendet:

1430
P(GIM) = —= =02
@ ) 1036~ 0%

= P(GIM) = 0.71

P(A|G, M) = 05

P(A|G, M) = 0.05.

Diese Wahrscheinlichkeiten basieren auf folgenden empirischen Zahlen: Von
den 4936 Frauen, die 1992 ermordet wurden, wurden 1430 von Ihren Ehemén-
nern ermordert, daher P(G|M) = 0.29. Aus einem Zeitungsartikel zitieren
die Autoren den Verteidiger Dershowitz wie folgt: “It is, of course, true that,
among the small number of men who do kill their present or former mates, a
considerable number did first assault them.” Merz & Caulkins interpretieren
“a considerable number” als 50%, so dass P(A|G, M) = 0.5 folgt. Schlielich
nehmen sie an, dass P(A|G, M) gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass eine
zuféllig ausgewahlte Frau geschlagen wird. Empirische Daten schédtzen den
Anteil von Frauen, die geschlagen werden, auf 5%, also P(A|G, M) = 0.05.
Unter Anwendung von Satz 3.2.3 ergibt sich somit
P(GJA, M) P(G|M) P(A|G, M)

P(G|A, M) P(G|M) P(A|G, M)

029 05
~0.71 0.05
~ 4.

Die Chance von G|A, M ist also ungefihr gleich 4, mit (3.2) folgt, dass die
zugehorige Wahrscheinlichkeit P(G|A, M) ~ 4/(1 4+ 4) = 0.8 ist. Das heifit
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.8 hat ein Mann seine Frau umgebracht,
wenn er sie zuvor geschlagen hat und wenn diese Frau dann tatsdchlich von

1J.F. Merz and J.P. Caulkins (1995): "Propensity to abuse-propensity to murder?”,
Chance, 8(2), 14.
21.J. Good (1995): "When batterer turns murderer”, Nature, 375(6532), 541.
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Jjemandem umgebracht worden ist.
Uberraschend ist das Ergebnis, wenn man die Methode von Good verwendet,
die ebenfalls auf Satz 3.2.3 beruht: Er verwendet die Zerlegung

P(G|A, M)  P(G|A) P(M|G, A)
P(G|A, M) P(G|A) P(M|G, A)

(3.3)

und schitzt P(G|A) = 1/10000. Hintergrund dieser Schétzung ist die Aus-
sage von Dershowitz, dass nur jeder 1000. Mann, der seine Frau schligt,
sie schlieBlich auch umbringen wiirde. Good nimmt also an, dass das (minde-
stens) mit Wahrscheinlichkeit 1/10 in dem fraglichen Jahr passieren wird. Da
P(M|G, A) = 1, bleibt nur noch P(M|G, A) zu quantifizieren. Offensicht-
lich gilt P(M|G, A) = P(M|G) ~ P(M). Da es jéhrlich in den Vereinigten
Staaten ca. 25,000 Morde gibt, folgt bei 250,000,000 Einwohnern, dass

25000 1

(MIG, 4) 250000000 10000

Setzt man diese Zahlen in (3.3) ein, so erhélt man

PGIAM) w1
P(G|A, M)~ 2o I

10000 10000

also P(G|A, M) =0.5.

Beide Ansétze fiihren, bei véllig unterschiedlicher empirischer Grundlage, zu
deutlich héheren Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass O.J. Simpson seine Frau
ermordet hat.
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3.3 Stochastische Unabhingigkeit

Wann bezeichnet man zwei Ereignisse A, B als (stochastisch) unabhéngig?
Immer dann, wenn sich die Wahrscheinlichkeit fiir eines der beiden Ereignisse
nicht dndert, wenn man mit dem anderen Ereignis bedingt, d.h. wenn

P(A|B) = P(A) bzw. P(B|A) = P(B)
gilt. Dies fithrt wegen P(A|B) = P(AN B)/P(B) zu folgender Definition:

Definition 3.3.1
Zwei Ereignisse A, B sind genau dann unabhidngig, wenn

P(ANnB)=P(A)- P(B)
gilt.
Man zeigt leicht, dass dann auch A und B, A und B oder auch A und B
unabhéngig sind. Beispielsweise gilt
P(ANB) = P(A)
= P(A)—-P
= P(A)
= P(A)- P(B)
Beispiel 3.3.1 (Zweimaliges Wiirfeln)
FEin fairer Wiirfel wird zweimal hintereinander geworfen. Die Ereignisse sind

A :=“Beim 1. Wiirfelwurf eine Sechs”
B :=“Beim 2. Wiirfelwurf eine Sechs”

Bei jedem einzelnen Wiirfelwurf ist die Grundgesamtheit 2 = {1,2,3,4,5,6}.
Nach Laplace gilt P(A) = P(B) = 1/6.
Bei “unabhéngigem” Werfen gilt somit

P(ANB) = P(A)- P(B) =1/36

Angenommen der Wiirfelwerfer ist besonders am Werfen von einem Pasch
interessiert. Er kann den zweiten Wurf ein wenig steuern und wiirfelt mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 das gleiche wie beim ersten Wurf. Die anderen Er-
gebnisse seien dann gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit 0.1.

Dann ist zwar P(A) = 1/6 und auch P(B) = 1/6, aber

P(ANB)=1/12>1/36
Die Ereignisse A und B sind also abhingig, da
P(ANB) +# P(A) - P(B)
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Die Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereignissen lésst sich folgendermafien
definieren:

Definition 3.3.2
Ay, Ag, ..., A, sind (stochastisch) unabhéingig, wenn fiir alle Teilmen-
gen I C {1,2,...,n} mit I = {iy,ia,...,i,)} gilt:

P(A, MA,N...NA,)=P(A;,) P(A,)-...- P(4,)

Bemerkung: Aus der paarweisen Unabhéngigkeit folgt nicht die Unabhéng-
igkeit von mehr als zwei Ereignissen.

Beispiel 3.3.2
Seien der Laplace-Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) (etwa einmaliges Ziehen
aus einer Urne) und die Ereignisse A; folgendermafien definiert:

0 =1{0,1,2,3}
A ={0}U{i} miti=1,23

Dann gilt P(A;) = P({0} U {i}) = P({0}) + P({s}) = % (fiir allei = 1,2,3
nach A3) und

P(AN A7) = P(({0} U {}) 0 ({0} 0 {51)
= P(({0} U {i}) N {0} U ({0} U (i) N {5})
= PU{0}) = § = P(4)- P(4) Yi#i

Damit sind die Ereignisse paarweise unabhéngig.

Aber:
P(A N AN Az) = P({0}) = §

und

P(Ay) - P(Ag) - P(A3) = g
Ay, Ag, Az sind also nicht unabhéngig.

Abschlielend lernen wir noch den Begriff der bedingten Unabhéngigkeit ken-
nen, den wir im Kapitel iiber Markov-Ketten bené6tigen.

Definition 3.3.3
Sei C' ein beliebiges Ereignis mit P(C') > 0. Zwei Ereignisse A und B nennt
man bedingt unabhiéingig gegeben C', wenn

P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C)

gilt.



26 3. BEDINGTE W’KEITEN UND STOCH. UNABHANGIGKEIT

Die folgenden Beispiele illustrieren, dass weder aus (unbedingter) Unab-
héngigkeit bedingte Unabhéngigkeit (bzgl. einem Ereignis '), noch aus be-
dingter Unabhéngigkeit bzgl. einem Ereignis C' unbedingte Unabhéngigkeit
folgt.

Beispiel 3.3.3

FEine faire Miinze wird zweimal unabhingig voneinander geworfen. Seien A
und B die Ereignisse, dass die erste bzw. die zweite Miinze Zahl zeigt. Sei
C' das Ereignis, dass beide Miinzen das gleiche Symbol (entweder Kopf oder
Zahl) zeigen. Dann sind A und B unabhéngig, da

1 1
P(A) = P(B) = 3 und P(ANB) = 1= P(A)- P(B),
aber nicht bedingt unabhéngig gegeben C', da
1 1
P(A|C) = P(B|C) = 3 aber P(ANB|C) = 3 # P(A|C) - P(B|C).

Beispiel 3.3.4

Ein fairer Wiirfel wird zweimal unabhéingig voneinander geworfen. Sei A das
Ereignis, dass die kleinere Zahl gleich 1 ist und B das Ereignis, dass die
groBere Zahl gleich 4 ist. Sei C' das Ereignis, dass die kleinere Zahl kleiner
oder gleich drei ist und die gréBere Zahl groBer oder gleich vier ist. Dann sind
A und B nicht unabhéngig, da

7 2
= 35 P(B) = 3G aber P(ANB) = 6 # P(A) - P(B),

A und B sind aber bedingt unabhéngig gegegen C':

P(A|C) = P(B|C) = % und P(AN B|C) = % — P(A|C) - P(B|C).
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3.4 Das Hardy-Weinberg-Gesetz

Gegeben sind eine Population von diploiden Organismen sowie zwei Allele a
und b. Fiir ein bestimmtes Gen gibt folgende drei Genotypen:

aa P(aa) = paa
ab mit Wahrscheinlichkeiten —P(ab) = pas
bb P (bb) = DPuwb

Folgende Annahmen werden vereinfachend getroffen:

e Wabhrscheinlichkeiten sind unabhéngig vom Geschlecht
e die Paarungen sind “rein zuféllig”
e cs tritt keine Mutation, Selektion, ... auf

Betrachte die Ereignisse:

M, = “Mutter ist von Typ z”
V, = “Vater ist von Typ z” z € {aa, ab, bb}
K, =“Kind ist von Typ x”

Nun wird die bedingte Wahrscheinlichkeit berechnet, dass das Kind K den
Genotyp x hat, gegeben die Eltern haben die Genotypen y und z, also
P(K,|M,NV,). Die Eintréige in den einzelnen Zellen folgender Tabelle geben
diese bedingten Wahrscheinlichkeiten, die sich unter den gemachten Annah-
men ergeben, in der Reihenfolge = = (aa, ab, bb) an.

3
S

Viw

Maa
Mab
My

=
=

oS o O
e}
—_
e}

(e N Ll L
1Ll O i O
NI =

= N
(@) \.O (@)
N

O NI
(eI NI

Tabelle 3.2: Bedingte Wahrscheinlichkeiten, dass das Kind Genotyp
(aa, ab, bb) hat, gegeben den Genotyp der Eltern.
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Wir interessieren uns nun fiir die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(K,,),
P(Kbb) und P(Kab)

P(Ko) = > P(Kuo|M,NV.)P(M,NV.)
= ) P(Ka|My N V.)P(M,)P(V.)

= ZP<Kaa‘Myﬂ‘/z> *Py Dz

y?Z

1 1 1
= 1'paa'paa+_'paa'pab+o+_'pab'paa+_'pab'pab+0+o

2 2 4
2 1 2
= paa + paapab + Zpab
2
DPab
= Paa + 7 = q2
—_———

=:q

Aus Symmetriegriinden gilt:

P(Kw) = (pbb+ %)2 = (1—¢)?

und somit

P(Kp) = 1—¢—(1—¢q)? = 2¢(1—q)

In der néichsten Generation erhilt ein Individuum den Genotyp
x € {aa,ab, bb} mit der Wahrscheinlichkeit P(z):

¢ fiir x =aa

P(x) =< 2¢(1 —¢q) fiir x=ab
(1—¢q)? fiirx=0bb

Dies ist die Hardy-Weinberg-Verteilung, die nur noch von einem Para-
meter ¢ abhidngt. Dieser beschreibt die Haufigkeit des Allels a (welches in
den Genotypen aa und ab vorkommt). Interessanterweise stellt diese Vertei-
lung sogar einen Gleichgewichtszustand dar. Um dies zu sehen nehmen
wir an, dass die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Genotypen durch eine
Hardy-Weinberg-Verteilung mit Parameter ¢ beschrieben wird. In der folgen-
den Generation erhilt man die Wahrscheinlichkeiten ¢, 2¢(1 — @), (1 — ¢)*

der Genotypen aa, ab und bb, wobei aber offensichtlich q§ = ¢ + w =q
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gilt. Folglich ist die Verteilung in der betrachteten Generation identisch mit
der Verteilung der vorhergehenden Generation.

Das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht impliziert, dass man bei Kenntnis der
Héaufigkeit des Genotyps aa oder bb auch die Haufigkeiten der anderen bei-
den Genotypen kennt. Bei Kenntnis der Héufigkeit des Genotyps ab ist dies
allerdings nicht ganz so, wie folgende Abbildung illustriert (P(ab) ist nicht
umkehrbar).

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2
|

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 3.1: Das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht fiir die Genotypen aa, bb
und ab.

Beispiel 3.4.1

Angenommen nur der Genotyp bb verursacht eine Krankheit (“Phanotyp”).
Die Genotypen aa und ab seien rein duBerlich nicht unterscheidbar. Wenn der
sichtbare Genotyp bb mit einer relativen Haufigkeit py, auftritt, dann kann
man unter der Annahme, dass die Population im H-W-Gleichgewicht ist, die
anderen relativen Haufigkeiten berechnen. Sei q die Haufigkeit des Allels a.
Dann gilt:

m = (1-¢?° = pw=1—q = q=1—/pw

Paa = q2 - (1 — /Db )2

Pab = 2¢(1—q)=2(1— /oo )1 — (1 —/DPw)] =21 — /Dev ) /Pob
Zahlenbeispiel:

Paa = 0.9801

pw=00001 = T o
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Es kann noch das “Hardy-Weinberg-Ungleichgewicht” formuliert werden:
Die Werte hiingen dabei nicht nur von ¢ ab, sondern auch noch von einem
weiteren Parameter, dem Ungleichgewichtskoeffizienten d:

¢*+d fir x = aa
P(x)=1¢ 2¢(1 —¢q)—2d fiir x = ab
(1 —q)*+d fiir z = bb

Fiir d = 0 erhilt man wieder das Hardy-Weinberg-Gleichgewicht. Problema-
tisch ist unter Umsténden, dass der Wertebereich fiir ¢ und d beschréankt ist,
wie folgende Abbildung illustriert:
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— aa
- ab
bb

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

q

Abbildung 3.2: Das Hardy-Weinberg-Ungleichgewicht mit d = 0.1 fiir die
Genotypen aa, bb und ab.

Spéter werden wir statistische Verfahren kennenlernen, wie man bei gegebe-
nen empirischen Daten die Parameter ¢ und d schétzen kann und auch unter-
suchen kann, ob die Daten statistisch signifikant gegen die Hardy-Weinberg-
Annahme (d = 0) sprechen.



Kapitel 4

Diskrete Zufallsvariablen

4.1 Einleitung

Die FErgebnisse von Zufallsvorgéngen sind nicht notwendigerweise Zahlen.
Oft ist es aber hilfreich, diese durch Zahlen zu reprasentieren, um mit ihnen
rechnen zu koénnen.

Beispiel 4.1.1 (4-maliger Wurf einer Miinze)
Q) = {Wappen, Zahl} = {W, Z}*
Beispiel fiir ein Ereignis: w = {W, Z, Z, W}

Angenommen man interessiert sich fiir
X := “Anzahl von Wappen”

Dann nennt man X eine Zufallsvariable (ZV) mit reellen Ausprégungen
X=zekR
X ist eine Abbildung von €2 nach R.

Vorteile:

1. man kann mit X “rechnen”.

z. B. P(X <) oder P(X?>y)

2. der Wahrscheinlichkeitsraum €2 wird meist nicht mehr (explizit) beno-
tigt

Definition 4.1.1

Eine Zufallsvariable X heifit diskret, falls sie nur endlich oder abzédhlbar
unendlich viele Werte xy,2s,... annehmen kann. Die Menge {z1,xs,...}
der moglichen Auspragungen von X, also alle x; € R mit f(x;) > 0 heift

31
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Tréager T der Zufallsvariable X .

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist durch

fz:) = P(X = )
fiir x; € T gegeben. Dabei steht P(X = z;) fiir P ({w € Q: X(w) = z;}).
Offensichtlich muss fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) gelten, dass

> flx)=1 und f(z)>0 firallex€R
ZiGT

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z;) heifit auch Wahrscheinlichkeitsdich-
te. Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable ist definiert als

Kennt man also fiir alle Werte von = den Wert f(x), so kennt man auch F(z)
(dies gilt auch umgekehrt).

Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
e ['(z) ist monoton wachsend (“Treppenfunktion”)

e F(x) ist stiickweise konstant mit Sprungstellen an allen Elementen
xz; €T (dh. f(z;) > 0)

o lim F(z)=1

T—00

e lim F(x)=0
T—r—00
Beispiel 4.1.2 (4-maliger unabh. Miinzwurf mit einer fairen Miinze)
Sei X die Zufallsvariable “Anzahl Kopt”. Der Trager ist dannT = {0, 1,2,3,4}.
Ftir die Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt sich:

4 ( 0 - r <0
= e ¢ i)
f2) = 6/16 =  Flz)= 11?16 ; QEZE?)
f3) = 4/16 15/16 : 3<z<4
f(4) = 1/16 1 - x >4
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Abbildung 4.1: Wahrscheinlichkeitsfunktion (links) und Verteilungsfunktion
(rechts) fiir den viermaligen Miinzwurf

Man unterscheidet nun bestimmte “géngige” Verteilungen, um verschiedene
Zufallsprozesse zu modellieren. Diese Verteilungen héngen von Parametern
ab. Das einfachste Beispiel ist die Bernoulli-Verteilung. Eine Bernoulli-
verteilte Zufallsvariable kann nur die Werte 0 und 1 annehmen:

PX=1) = f(1) = T

P(X=0) = f0 = 1-n

7 € [0, 1] ist der Parameter der Bernoulli-Verteilung (symbolisch X ~ B(7)).

Die Verteilungsfunktion lautet:

0 : <0
Flz)=¢ 1—-71 : 0<z<1
1 r>1

Die diskrete Gleichverteilung hat den endlichen Triager T = {x1,zo, ..., 2%},
wobei fiir ¢t = 1,..., k gilt:

1

k

Héufig beinhaltet der Tréager 7 alle natiirlichen Zahlen zwischen a, b € N.
Die Grenzen a und b sind dann die Parameter der Verteilung.

P(X = ;) = f(z;) =

Interessanter ist die geometrische Verteilung;:
Ein Zufallsvorgang, bei dem mit einer Wahrscheinlichkeit 7 € [0, 1] ein Ereig-
nis A eintritt, wird unabhéngig voneinander sooft wiederholt, bis zum ersten
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Mal A eintritt.

Sei X die Zufallsvariable “Anzahl der Versuche bis zum ersten Mal A eintritt”.
Dann ist der Tréger von X gleich N und die Wahrscheinlichkeitsfunktion lau-
tet:

_ o _ o rx—1 . —
PX=2z)=f(zr)= (1-m) NG r=1,2,...
(z —1)-mal A 1-mal A

7 ist der Parameter der geometrischen Verteilung (symbolisch X ~ G(7)).
Die Verteilungsfunktion von X lautet:

F(z) = P(X <ux)
= 1-P(X >ux)
= 1-(1-mn)"

— Modell fiir (diskrete) Lebenszeiten und Wartezeiten.

Eine Variante der geometrischen Verteilung ist es, die Zufallsvariable Y :=
“Anzahl der Versuche bevor das erste mal A eintritt” zu betrachten. Offen-
sichtlich gilt Y = X — 1, sodass Y Trager und Wahrscheinlichkeitsfunktion

T = {0,1,2,...}
fly) = A=-m)¥ 7

besitzt.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktionen (Dichten) und Verteilungsfunktionen gén-
giger Verteilungen sind in R implementiert. Fiir die geometrische Verteilung
liefert etwa

e dgeom() die Wahrscheinlichkeitsfunktion/-dichte
e pgeom() die Verteilungsfunktion und

e rgeom() Zufallszahlen aus der geometrischen Verteilung.

Definition 4.1.2
Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'(z), x € R. Sei
p € [0, 1]. Das p-Quantil =, der Verteilung von X ist definiert als der kleinste
Wert x fiir den gilt:

F(z) =z p

Somit gilt P(X < x,) = F(x;,) > p und daher “r, = F~'(p)” (“Inversion der
Verteilungsfunktion”).
Das 0.5-Quantil der Verteilung wird Median x,,.q genannt.
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Abbildung 4.2: Vergleich der geometrischen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
(links) und Verteilungsfunktionen (rechts) fiir die beiden Parameter m = 0.3
und ™ = 0.5

Beispiel 4.1.3 (Quantile der geometrischen Verteilung)
e p-Quantil x,: In einem Anteil p aller Félle muss man maximal x, Ver-
suche unternehmen, bevor zum ersten mal A eintritt.

e In R berechnet die Funktion qgeom () die Quantilfunktion der geometri-
schen Verteilung. Etwa das 0.95-Quantil und den Median ftiir m = 0.01

und m = 0.9:
> qgeom(c(0.5,0.95), prob = 0.01)
[1] 68 298
> qgeom(c(0.5,0.95), prob = 0.9)

[1] 0 1
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4.2 Unabhingigkeit von diskreten Zufallsva-
riablen

Definition 4.2.1

Seien X undY zwei Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,P)
mit den Trigern Tx = {x1,xs,...} und Ty = {y1, 2, ...} und Wahrschein-
lichkeitsfunktionen fx(z) und fy(y).

Die Funktion

fxy(@y)=P(X =zundY =y) =P(X =2,V =y)

heifit gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und Y.
X und Y heiflen unabhéngig, falls fiir alle v € Ty und y € Ty gilt:

fxy(z,y) = PX=2) PY =y)
fx(f) ) fY(y)

Allgemeiner kann man die Unabhéngigkeit von n Zufallsvariablen X1, Xs, ..., X,

wie folgt definieren:

Definition 4.2.2
X1, Xs, ..., X, heiflen unabhingig, falls

P(Xi =i, Xy=,) = [[P(Xi=2)=]] frled)

fiir alle x1,xo, ..., x, aus den entsprechenden Tragern gilt.

Definition 4.2.3
Sind die Zufallsvariablen Xy, X, ..., X,, unabhingig und Bernoulli-verteilt
mit Parameter 7, so heifit X = X1, X5, ..., X,, Bernoulli-Folge.

Beispiel 4.2.1 (Bernoulli-Folge)
Betrachten wir eine Bernoulli-Folge der Linge n = 3 mit dem Parameter
= %. Wegen der Unabhéngigkeit gilt z. B.

1 /5\> 25
P(Xlzl,XQZO’X?):O):a(é) :%

Meist interessiert aber nur die Anzahl X = 3" | X;, wie oft in der Bernoulli-
Kette X; = 1 aufgetreten ist.
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Diese Zufallsvariable X heifit binomialverteilt (symbolisch X ~ B(n,))
mit Parameter n € N, 7 € [0, 1] und hat den Trager 7 = {0,1,...,n} sowie
die Wahrscheinlichkeitsfunktion:

P(X =2) = f(z) = <") (1w fiirw € T

T
Es gilt B(1,7) = B(m).

Funktionen in R: dbinom(), pbinom(), rbinom() und gbinom().

Beispiel 4.2.2 (Wiirfeln)
Sei X: “Anzahl 6-er bei n-maligem Wiirfeln”. Dann ist X ~ B(n,1/6).
Berechne

e Modus (wahrscheinlichster Wert) und
o Median

in Abhéangigkeit von n.

Berechnung in R:

pi <- 1/6

modmed <- matrix(0, nrow = 10, ncol = 2)

colnames (modmed) <- c("Modus", "Median")

rownames (modmed) <- 1:nrow(modmed)

for (n in 1:nrow(modmed)) {
traeger <- c(0:n)
dichte <- dbinom(traeger, prob = pi, size = n)
modmed [n, "Modus"] <- traeger([which.max(dichte)]
modmed[n, "Median"] <- gbinom(0.5, prob = pi, size

n)
}
modmed

vV + + + + + V VvV Vv VvV

Modus Median

O W R
_R O O O O O
N R kR O OO
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= © 0 W
R N
=R R

0 2

Im Urnenmodell befinden sich N Kugeln in einer Urne, davon M markierte.
Nun wird eine Stichprobe aus n Kugeln mit Zuricklegen gezogen. Sei X die
Anzahl der markierten Kugeln in der Stichprobe. Dann gilt: X ~ B(n, M/N).
Héufig wird jedoch ohne Zuriicklegen gezogen, d. h. die Wahrscheinlichkeiten
dndern sich von Ziehung zu Ziehung.

Die Verteilung von X nennt man dann hypergeometrisch (symbolisch X ~
H(n, N, M)). Sie hat den Trager

T = {max(0,n — (N — M)),...,min(n, M)}
und die Wahrscheinlichkeitsfunktion
()2

(%)

Funktionen in R: {dpqr}thyper ().

firzeT.

fx) =

Ist N relativ “grofl” und n “klein”, so kann man die hypergeometrische Vertei-
lung gut durch die Binomialverteilung approximieren (siche Abbildung 4.5):

M
H(n, N, M) = B(n,w: N)

Beispiel 4.2.3 (Capture-Recapture-Experiment)

Das Ziel ist hierbei die Schatzung der Anzahl N von Individuen in einer
Population. Dazu werden zunéchst M Individuen markiert und mit der Ge-
samtpopulation zufillig vermischt. Anschliefend wird eine Stichprobe ohne
Zuriicklegen vom Umfang n gezogen und die Anzahl X = x an markierten
Individuen beobachtet. Somit ist die Zufallsvariable X hypergeometrisch mit
Parametern N, M und n.

X ~ H(n, N, M)

Die Aufgabe der Statistik ist es nun, einen Schétzer N fiir die Anzahl N
der Individuen in der Population zu konstruieren. Ein naiver Ansatz zur
Konstruktion eines Schétzers N fiir N lautet:

N n - n
— & - = N = —-M
M T T
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Dieser Ansatz ist aber aus verschiedenen Griinden problematisch. Zunéchst
ist N = oo fiir z = 0. Weiterhin ist im Allgemeinen N ¢ N. AuBerdem kann
keine Angabe zur Genauigkeit der Schéitzung gegeben werden.

In einem spéteren Abschnitt werden wir statistische Verfahren kennenlernen,
die diese Probleme losen.
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Abbildung 4.3: Vergleich der binomialen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
(oben) und Verteilungsfunktionen (unten) fiir X ~ B(n,7) mit n = 10 und
n = 100, jeweils fiir 7 = 0.5 und 7 = 0.3
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Abbildung 4.4: Vergleich der hypergeometrischen Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen (oben) und der Verteilungsfunktionen (unten) fiir X ~ H(n, N, M)
mit M = 10 (links) und M = 100 (rechts) und jeweils N — M = 80, n = 20
und N — M =95, n =60
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Abbildung 4.5: Vergleich der hypergeometrischen und binomialen Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen
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4.3 Die Poisson-Verteilung

Héufig gibt es zufallige Ereignisse, bei denen es keine natiirliche obere Grenze
fiir die Anzahl an Ereignissen gibt, z.B. die Anzahl an Telefonanrufen in
einem “Call-Center” pro Stunde. Klassisches Beispiel ist eine Untersuchung
zur Anzahl von Todesfillen durch Hufschlag in der Preuflischen Armee (L.
von Bortkiewicz, 1893). Die einfachste Verteilung fiir solche Phanomene ist
die Poisson-Verteilung (symbolisch X ~ P (A)) mit Trager T = Ny und
Wahrscheinlichkeitsfunktion

T

Fla) = 27 exp(-)

Der Parameter A € R der Verteilung reflektiert die Rate oder Intensitét,
mit der die Ereignisse in dem zugrundeliegenden Zeitintervall eintreffen.
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Abbildung 4.6: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsfunktionen (links) und
Verteilungsfunktionen (rechts) fiir eine Poissonverteilte Zufallsvariable mit
dem Parameter A =1 bzw. A =3

Die Binomialverteilung B(n,n) kann fiir “grofies n” und “kleines 7” mit
n - m = const. gut durch die Poisson-Verteilung mit A\ = n - 7 approximiert
werden.

B(n,m) =~ PA=n-m)
Dies ist auch in den Abbildungen 4.7 und 4.8 zu sehen, welche Binomialver-
teilung und Poissonverteilung fiir unterschiedliche Werte von n und 7 zeigen.
Je grofler n ist und je kleiner 7, desto besser ist die Approximation.
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Abbildung 4.7: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsfunktionen von Binomial-
verteilung und Poissonverteilung fiir n = 10 und fiir 7 = (0.1,0.3,0.5,0.8)
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Abbildung 4.8: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsfunktionen von Binomial-
verteilung und Poissonverteilung fiir n = 100 und fir # = (0.1,0.3,0.5,0.8)
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4.4 Faltungen

Definition 4.4.1

Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen fx(z) und fy(y). Sei Z = X + Y. Dann nennt man die Wahrschein-
lichkeitstunktion f; von Z die Faltung von fx und fy:

f2(2)=P(X+Y =2) = Y PX=z,X+Y =2z
- iP(X:x,Y:z—X)
_ Zx:P(X:x)-P(Y:z—x]X:x)
— ip =1) - P(Y =2z — 1)
= fo fr(z =)
= foz—y-y(y)

Beispiel 4.4.1 (Faltung von poissonverteilten Zufallsvariablen)
Seien X und Y zwei unabhéngige poissonverteilte Zufallsvariablen mit X ~
P(A1) und Y ~ P(X2). Dann hat Z = X + Y Wahrscheinlichkeitsfunktion

fz(2) = fo fy(z =)

- Z {— ~exp(—Ap) - =] - exp(—Az)

—~ x!
[ A7 A" 1
= D |5 e (= (A + A))
pomr L! (z —x)! ]
;(M:‘)\z)z

dies gilt weil:

z

AT A 1 »
lel(zjx)! T Z() A

x=0 r=

- % Z(z> (AlﬁAg>w'(AlfA2)”

T= 0

= 1 da Summe iiber Wkeitsfkt der Bin. Vtlg
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Somit erhalt man:

(A + A2)?

2!

fz(z) = -exp (— (A1 + Ag);

Z = X +Y ist also ebenfalls poissonverteilt mit Parameter (A + X\o): Z ~
P()\l + )\2)

Definition 4.4.2
Sei X die Summe von n unabhéngigen geometrischen Zufallsvariablen X, ..., X,:

X=X1+...+X,

Dann hat X eine negative Binomialverteilung mit Parametern n € N
und 7 € (0,1) und Wahrscheinlichkeitsfunktion

—1
f(x) = (2_1)7T"(1—7r)x_” firx=nn+1,...

Funktionen in R: {dpqr}nbinom.
Beachte: Unterschiedliche Definition in R! Trager immer gleich Ny

Beispiel 4.4.2 (Faltung von zwei geometrischen Zufallsvariablen)
Seien X und Y zwei unabhangige geometrische Zufallsvariablen mit X ~
G(m) und Y ~ G(r). Dann hat Z = X + Y Wahrscheinlichkeitsfunktion

z—1

f2(2) = > fx(@)- fr(z—x)

= iﬂ'(l ) tog(l — )t

— 223 (1 = )l

Z ist also negativ binomialverteilt mit Parametern n = 2 und .
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4.5 Die Verteilung von Zufallsvektoren

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen, welche auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, P) definiert sind. Es stellt sich die Frage, wie man Informa-
tion iiber deren gemeinsames stochastisches Verhalten quantifizieren kénnte.
Dazu betrachtet man den Zufallsvektor (X,Y) als Abbildung von R? nach
[0, 1].

Wie bereits zuvor definiert, lautet die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
funktion von X und Y folgendermaflen:

fX7y($,y) = P(X = QT,Y = y)

Definition 4.5.1
Die gemeinsame Verteilungsfunktion zweier Zufallsvariablen X und Y
ist

Fxy(z,y) = P(X <2,V <y)

Die gemeinsame Verteilung von X und Y enthélt i. A. mehr Information,
als in den Randverteilungen fx(z) und fy(y) steckt. Diese lassen sich
leicht berechnen, wenn die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion bekannt
ist:

fx(x) = fo,y(%y)
) = D fxy(@y)

Beispiel 4.5.1 (Miinzwurf)

Ein Lehrer bittet seine Schiiler, eine (faire) Miinze zweimal zu werfen, und
das Ergebnis (“Kopf” = 0, “Zahl” = 1) fiir jeden Wurf zu notieren. Sei X das
Ergebnis des ersten Wurfes und Y das Ergebnis des zweiten Wurfes.

Ein gewissenhafter Schiiler folgt genau den Anweisungen des Lehrers und
notiert das Ergebnis Xg und Yg. Ein fauler Schiiler wirft nur eine Miinze
und notiert das erzielte Ergebnis zweimal: X und Yr.

Berechne die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X¢, Y¢) und von
(XF, YF)

fXGaYG(X7Y) Yo=0|Ys=1 fXG(I)

Xe=0 1/4 1/4 1/2
Gewissenhafter Schiiler: Xg 1 1? 4 1? 4 1?2

Fel) T 172 T 172 ]
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Ixeye(X,Y) | Ye=0|Yr=1]| fx.(z)
Xp=0 1/2 0 1/2
Xp=1 0 1/2 1/2
fely) ] 172 | 172

Festzuhalten bleibt, dass die Randverteilungen von X und Xp und auch die
Randverteilungen von Ys und Yp identisch sind, nicht aber die gemeinsame
Verteilung von (X¢, Ye) und von (Xp, Yp).

Fauler Schiiler:

Allgemeiner kann man einen Zufallsvektor X = (X3, ..., X,,) der Dimension
n betrachten. Dieser hat dann die Wahrscheinlichkeitsfunktion

fx(x) = fxi.x, (1, ..., 2n)

Definition 4.5.2
Ftir zwei Zufallsvariablen X und Y ist die bedingte Wahrscheinlichkeits-
funktion von X, gegeben Y =y, definiert als:

vt = PO = = = Ep )

Die bedingte Verteilungsfunktion von X, gegeben Y =y, lautet:

PX <z Y=y
P(Y =y)

Fyy(zly) = P(X <Y =y) =

Bedingte Wahrscheinlichkeitstfunktion und bedingte Verteilungsfunktion sind
definiert fiir alle y mit P(Y =y) > 0.

Aus dieser Definition folgt, dass man die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
funktion zweier Zufallsvariablen X und Y durch ein Produkt aus bedingter
Wahrscheinlichkeitsfunktion und Randverteilung ausdriicken kann:

Ixy(@y) = fxy(zly) - fr(y)
= frix(ylz) - fx(x)

Daher kann man die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen auch anders defi-
nieren:
X und Y sind genau dann unabhéngig wenn Vz, y gilt:

Ix(zly) = fx(x) oder fyix(ylz) = fr(y)
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Bedingte Verteilungen haben dieselben Eigenschaften wie gewohnliche (un-
bedingte) Verteilungen, wie z. B. :

D fxyaly) =1 VyeTy

XeTx

Beispiel 4.5.2
Gegeben sei folgende gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion:

fxy(z,y) | Y=-1 Y=0 Y =2
X=1 | 1/I8 3/18 2/18
X=2 | 218 0  3/18
X =3 0 4/18 3/18

Es sollen die Randverteilungen fx(z) und fy(y) sowie die bedingten Vertei-
lungen fxy(z|y) und fy|x(y|z) berechnet werden. AnschlieBend werden X
und Y auf Unabhéangigkeit untersucht.

fX7y(ZL',y) Y:—l YZO Y:2 fx(x)
X=1 | 1/18 3/18 2/18 | 6/18

X=2 | 2/18 0  3/18 | 5/18
X=3 0 4/18  3/18 | 7/18
Ay | 3/18  7/18 8/18

Zum Beispiel sind

1/3 firz=1 1/6 firy=—1
fxy(ely=-1)=4¢ 2/3 firz=2 frx(ylr=1) =4 1/2 firy=0
0 fiirx =3 1/3 firy=2

X und Y sind nicht unabhéngig, daVx € T, und Vy € 7T, gelten miisste, dass
fxy(z,y) = fy(y) - fx(x). Dies gilt aber nicht, da z. B. :
21

fxy(X=3Y=-1)=0 i fx@3) - fr(=1)
Beispiel 4.5.3
Betrachte zwei unabhéngige Zufallsvariablen X und Y, die beide poissonver-
teilt sind mit Parameter A bzw. j. Sei Z = X +Y.
Man zeige: Die bedingte Verteilung von X|Z = z ist binomialverteilt mit
Parametern n = z und 7 = \/(\ + p):

X|Z=2 ~ Bz,m=X(\+p)
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Gesucht wird also: Fe (o)
X,z
Fxiz(a]z) = F=22=
12(7]2) 70
Da Z die Faltung zweier poissonverteilter Zufallsvariablen ist, gilt Z ~ P(A+

).
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Z ist:

(A +p)?
2!

f2(2) = exp(—(A+ p))

Fiir die gemeinsame Verteilung von X und Z erhalt man:

X,Yglabh.

fX,Z(va) = fX,Y(IaZ—@ = fX(I)fY(Z—x)
AT (z—=x)
= RN (o)

Wie ist Z| X verteilt? Wir wissen, dass Z — X|X ~ Y|X IV g Pu).

Daher ist Z|X =z ~ P(u)+ x. Somit gilt:

fX,Z(va)
Tz = -
fx1z(z]2) 0
(z—=z x
 Eexp(—p) - 3 exp(=A)
a A+w)*

—ftﬁPO+M)
- (ol

O )

X
1 Atp

= X|Z=2 ~B(z,\/(A+p))

Beispiel 4.5.4 (Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung)
Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable, d.h. X ~ G(m). X beschreibt
also die Anzahl der Versuche, die ausgefiihrt werden miissen, bis ein Ereignis
A eintritt. Nun wird fiir k = 1,2, ... die Zufallsvariable Y}, definiert als die
Anzahl der noch auszufiihrenden Versuche fiir X bis A eintritt, wenn bereits
bekannt ist, dass in den letzten k Versuchen das Ereignis nicht eingetreten
ist. Es gilt also:

Ye=X—klX >k
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Wie lautet die Verteilung von Y} ?
PY,=y) = PX-k=ylX>k)
= PX=y+klX>k)

P(X =y+k X >k)
P(X > k)

o P(X=y+k)
P(X > k)

m(1 — m)ltk)—1
P(X > k)

Wir benétigen noch die Wahrscheinlichkeit P(X > k):
PX>k) = 1-P(X<k)

= 1-F(k)
= 1-[1—-(1—-m"
= (1—n)*

Dieses Ergebnis wird in obige Formel eingesetzt:

(1 — )+h)—1
(1 —m)F

= 7(1l—m)¥t

PYe=y) =

Somit ergibt sich, dass auch Y} geometrisch verteilt ist mit Parameter m,
d.h. X und Y}, besitzen die gleiche Verteilung, unabhéngig von k. Die geome-
trische Verteilung kann sich also nicht “merken”, wie oft schon ein Misserfolg
aufgetreten ist. Diese Eigenschaft der geometrischen Verteilung nennt man
Gedichtnislosigkeit.

Abschlieflend wollen wir nun eine Verallgemeinerung der Binomialverteilung
kennenlernen, die Multinomialverteilung. FEin Experiment, bei dem eins
von drei moglichen Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit 7y, 7o, ..., m (7 +
o+« -+mp = 1) auftritt, wird unabhéngig voneinander n-mal wiederholt. Sei
X ein drei-dimensionaler Zufallsvektor, dessen i-te Komponente angibt, wie
oft das i-te Ereignis eingetreten ist. Dann nennt man X multinomialverteilt.

Definition 4.5.3
FEin k-dimensionaler diskreter Zufallsvektor X heifit multinomialverteilt,
falls er Trager T = {x = (z1,22,...,2x) : ; € {0,1,...,n} und z1 + x5 +
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-+ 4 xp = n} und Wahrscheinlichkeitsfunktion

k
n!
fX(X) = fX(xl,xQ, e ka) = k—Hﬂ-zZ
Hi:lxi! i1 '

besitzt.

Man schreibt kurz: X ~ My (n,m = (my,ma,...,7)); hierbei steht Mj fiir
Multinomialverteilung der Dimension 3. Man kann zeigen, dass fiir die
Randverteilungen von X gilt: X; ~ B(n,m;),i =1,... k.

Beispiel 4.5.5

In einer Population mit Haufigkeiten 7y, mo und w3 der Genotypen aa, ab und
bb wird eine Stichprobe vom Umfang n gezogen. Die Anzahlen X, X5 und
X3 der drei Genotypen ist dann trinomialverteilt.
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Kapitel 5

Erwartungswerte, Varianzen
und Kovarianzen

Zur Charakterisierung von Verteilungen unterscheidet man Lageparameter,
wie z. B.

e Erwartungswert (“mittlerer Wert”)

e Modus (Maximum der Wahrscheinlichkeitsfunktion, d. h. ; wahrschein-
lichster Wert)

e Median (0.5-Quantil : mindestens 50 % der Wahrscheinlichkeitsmas-
se liegt iiber diesem Punkt, und 50 % darunter; u. U. kompliziert zu
berechnen) schwer zu berechnen und nicht eindeutig)

und Streuungsparameter:

e Varianz (mittlere quadratische Abweichung)
e Standardabweichung (Wurzel aus der Varianz)

e mittlere absolute Abweichung

95
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5.1 Der Erwartungswert einer diskreten Zu-
fallsvariable

Definition 5.1.1
Der Erwartungswert E(X) = EX einer diskreten Zufallsvariable X mit
Tréager T ist definiert als

EX)=) z-P(X=1)=) z-f(x)
€T zeT

wenn diese Summe absolut konvergent ist. Den Erwartungswert eines Zu-
fallsvektors definiert man als den Vektor der Erwartungswerte der einzelnen
Komponenten.

Man konnte die Summe in obiger Definition auch iiber alle z € R laufen
lassen, da fir x ¢ T gilt: f(z) = 0, also letztlich nur abzéhlbar viele Sum-
manden ungleich Null sind.

Beispiel 5.1.1 (Erwartungswert der Bernoulliverteilung)
Fiir X ~ B(m) gilt:

fz) =

Daher gilt fiir den Erwartungswert:

l—7 flirxz=0
T fiirz =1

EX)=1-740-(1—-m) =7
Beispiel 5.1.2 (Erwartungswert der Poissonverteilung)

Fiir X ~ P()) gilt:

)\1‘
flz) = ) exp(—\) fiir r € Ny

Der Erwartungswert lautet daher

E(X) = Zx oy OXP (=) = Z T exp (—A)
=0 %/—/ =1 ’
f(=)
0 )\(erl) 0 AT
= — exp -A) = A Z — | exp(=})
=0 =0
exp (X)
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Eigenschaften des Erwartungswertes:

1. Sei X = a mit Wahrscheinlichkeit 1, d.h. P(X = a) = 1. Dann heif}t
X deterministische Zufallsvariable. Es gilt:

EX =a
2. Linearitdt des Erwartungswertes
Seien a,b € R und X,Y beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt:
E(a-X+b-Y)=a-EX+b-EY

Allgemeiner gilt dann auch:

E <Z aiXi> = Z a;E(X;) fiir a; € R und beliebige Zufallsvariablen X;
i=1 i=1

Natiirlich gilt auch E(aX + b) = aE(X) + b, denn man kann Y als
deterministische Zufallsvariable mit Tréger 7y = {1} auffassen.

Anwendung fiir die Linearitit des Erwartungswertes:

Der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariable X, d.h. X ~
B(n, ), muss EX = n -7 sein, da X darstellbar ist als Summe von n un-
abhéngigen bernoulliverteilten Zufallsvariable X; ~ B(7) (mit ¢ = 1,...,n),
wobei jede Zufallsvariable den Erwartungswert E(X;) = 7 hat:

E(ZXJ = ZE(Xl) = Zﬂ' =n-7

Satz 5.1.1 (Erwartungswert von Zufallsvariablen mit Triger N)
Hat X den Trager T = N, so gilt:

E(X) = iP(X > k)
k=1
Beweis:
Y PX=k) = > Y P(X=t)

(]
(]
~
i
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Beispiel 5.1.3 (Erwartungswert der geometrischen Verteilung)
Sei X ~ G(m), dann gilt

fx)y=m-(1—m)*" firzeN

und damit
P(X>k)=(1—-m)!

Unter Anwendung von Satz 5.1.1 kann man den Erwartungswert ausrechnen:

o0

EX) = P(X > k)

(1 —m)k !

1+ 11

£
Il
—

- > (1—m)t
k=0
geom.Reihe 1
B 1—(1—-m)
B 1
T o7

Satz 5.1.2 (Transformationsregel fiir Erwartungswerte)
Sei X eine diskrete Zufallsvariable und g(X) eine reelle Funktion. Dann gilt
fiir Y = g(X):

E(Y) = E(9(X)) = Y g(x) f(2)

€T

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor aus den Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsa-
mer Wahrscheinlichkeitsfunktion fxy(x,y) und sei g(z,y) eine reellwertige
Funktion. Dann gilt fiir Z = g(X,Y) :

E(Z) = E(g(X,Y)) =Y > glz,y) fxy(z.y)

Speziell gilt daher:

xT

EX-Y)=> > a-y- fxy(z,y)

Man beachte, dass im Allgemeinen nur bei linearen Funktionen g gilt: E(g(X)) =
9(E(X)).
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Beispiel 5.1.4
Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

1/4  fir x=-2

) 1/8 fir x=-1
F@ =9 11 fir 2=
3/8 fir x=3

Dann ergibt sich der Erwartungswert von E(X?) zu:

BXY) = Y% f(a)

€T,
1 1 3
= (=2)% -+ (1) - = +17 32,2
(22 (1P S T3
_ 48
4
Alternativ konnte man zunéchst die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y = X?
berechnen,
(1/4+1/8)=3/8 fiir y=
fly)y=¢ 1/4 fir y=4
3/8 fir y=

und dann den Erwartungswert von Y direkt bestimmen:

EY) = Yy fy)

yETy
3 1 3
p— 1-— 4-— 9.—
8+ 4+ 8
3
= 42
4

Man beachte, dass

Definition 5.1.2

Das arithmetische Mittel X,, = %" X; mit X; (i = 1,...,n) un-
abhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen aus einer Verteilung mit

Erwartungswert p und Varianz o? besitzt folgende Eigenschaften:

E(X,)=p
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und
1

X,) = —o?
Var(X,) 0
Dabher folgt sofort fiir n — oo: X, — p und Var(X,) — 0

= Das arithmetische Mittel konvergiert gegen den Erwartungswert. Mehr
dazu in Kapitel 8.4.
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5.2 Varianz und Standardabweichung

Definition 5.2.1

Die Varianz V (X), auch Var(X), einer diskreten Zufallsvariable ist definiert
als:

Var(X) = E[(X — EX)?]
"Erwartete quadratische Abweichung vom Erwartungswert®

Satz 5.2.1 (Verschiebungssatz)
Zur einfacheren Berechnung der Varianz kann der Verschiebungssatz ange-
wendet werden:

Var(X) = B(X?) - [E(X))*
Beweis:
Var(X) = E[(X —EX)?

= E[X?-2XEX + (EX)?]

= EX? - E(XEX) + E((EX)?)

= EX? -2EXEX + (EX)?

= EX? - (EX)?
Eigenschaften von Varianzen:

1. Var(aX +b) = a*Var(X) fiir alle a,b € R
Dies gilt weil:

Var(aX +0b) = +0) — E(aX +10))°]

— EX) 2]

2. Sind X und Y unabhéngig, so gilt:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) (5.1)
“Die Varianz der Summe entspricht der Summe der Varianzen”

Als Streuungsparameter sind Varianzen noch nicht auf der richtigen Skala,
denn sie geben ja die mittlere quadratische Abweichung wieder! Daher defi-
niert man die Standardabweichung:
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Definition 5.2.2
Die Standardabweichung einer diskreten Zufallsvariable X ist definiert
als die Wurzel aus der Varianz:

o=0(X)=+/Var(X)

Im Gegensatz zur Varianz gilt fiir die Standardabweichung;:
o(aX +b) = |a|o(X) fir alle a,b € R

Bemerkung:
Die mittlere absolute Abweichung E(|X — EX]|) erscheint intuitiver, ist aber
deutlich schwerer mathematisch zu handhaben.

Beispiel 5.2.1 (Varianz der Bernoulli-Verteilung)
Sei X ~ B(m). Wir wissen EX = 7. Ferner ist

E(X?) = 0% f(0)+1%- f(1)
= 0-(1-m+1-m

= 7
Daher:

Var(X) = EX?— (EX)?
= 7 —7°

= m(l—m)
Daher lautet die Varianz fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable Y ~ B(n, 7):
Var(Y)=n-7m-(1—n),

da sie ja die Summe von n unabhéngigen Bernoulliverteilten Zufallsvariablen
Yi,...,Y,, jeweils mit Var(Y;) = 7(1 — 7), ist. Verwende dazu die Gleichung
(5.1).

Als Ma#f3 fiir die Streuung einer Verteilung ist die Varianz bzw. Standardab-
weichung einer Zufallsvariable X schwer direkt zu interpretieren. Es gilt aber
folgender Satz:

Satz 5.2.2 (Ungleichung von Tschebyscheff)

< Var(X)

P(IX = E(X)| = ¢)

c2
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Beispiel 5.2.2
Sei E(X) beliebig und Var(X) = 1. Dann ist

PIX - E(X)|21) < 1
PIX-EX)22) < §
PIX —E(X)|23) < g

Definition 5.2.3

Stichprobenvarianz: Seien X; (i = 1,...,n) unabhingig und identisch
verteilte Zufallsvariablen aus einer Verteilung mit Erwartungswert p und
Varianz o®. Dann gilt fiir

1 n
5% = n Z(Xz - M)z;

=1

dass F(S?) = 0® und fiir n — co0: §* — o

Wenn p unbekannt ist und durch X,, ersetzt werden muss, so gilt allerdings
E(S?) # o )

Fir 5% = L 3" (X; — X,,)? gilt die Gleichheit wieder.
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5.3 Kovarianz und Korrelation

Definition 5.3.1
Als Ma# fiir die lineare stochastische Abhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen
X und Y definiert man die Kovarianz:

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]

und die Korrelation

Cov(X,Y)
X,Y) =
2 ) V' VarX - v/ VarY

unter der Voraussetzung, dass Var(X) > 0 und Var(Y') > 0 gilt.

Fiir die einfachere Berechnung der Kovarianz kann man auch den Verschie-
bungssatz anwenden:

Satz 5.3.1 (Verschiebungssatz fiir die Kovarianz)

Cov(X,Y) = B(XY) — EX - EY

Beweis:

Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y — EY)]
— E[XY — XEY — YEX + EXEY]
= BE(XY)-EX-EY

Beachte: E(XY) kann mit dem Transformationssatz fiir Erwartungswerte
leicht iiber die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion fxy (z,y) von X und
Y berechnet werden.

Beispiel 5.3.1
Die vorliegende Wahrscheinlichkeitsfunktion ist die gleiche wie im Beispiel
4.5.2. Es wurde festgestellt, dass die Zufallsvariablen X und Y stochastisch
abhéngig sind. Nun soll die Kovarianz Cov(X,Y') und die Korrelation p be-
rechnet werden.

fxy(@y) |Y=-1 Y =0 Y=2]fx()
X=1 | 1/18 3/18 2/18 | 6/13
X=2 | 2/18 0 3/18 | 5/18
X =3 0 4/18 3/18 | 7/18
W) | 3/18  7/18  8/18
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Fiir die Berechnung der Kovarianz werden folgende Werte bendétigt:

EX-Y) = (1-(—1)-1—18>+(1-0-%)+...: f_z

6 5 7 37
Bx) = 1.8 9.5 0 T _ 37
(X) TR TR TR

3 7 $ 13
BY) = (1) 240 L 49. 810
V) = (D g+05+2 5= 33

Fiir die Korrelation benétigt man noch

6 5 789
EX?) = 1. —4+4. = 49. _ = =
(X%) BT T T R

3 7 8 35
EY? = 1.-— et — = —
() 18 +0 18 + 18 18
woraus sich
233
= 2 — 2 = —
Var(X) = E(X?°) - E(X) 394
461
— 2 — 2 = —
Var(Y) = E(Y*)—E(Y) 394

und schliefSlich
41

0195
P = /533 461

ergibt.

Definition 5.3.2
Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, wenn

Cov(X,Y)=0 bzw. p(X,Y)=0

d.h. wenn gilt:
E(X-Y)=EX - EY

X und Y sind positiv/negativ korreliert , falls gilt:
p(X,Y) >0 bzw. p(X,Y) <0

Das heif3t fiir grofiere Werte von X erhélt man eher grofiere/kleinere Werte

vonY.
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Aus der Unabhéingigkeit zweier Zufallsvariablen folgt deren Unkorre-
liertheit aber der Umkehrschluss gilt i. A. nicht!

Beweis:
« :>//
EXY) = > ) w-yfey(zy
r oy
unabh.
EY N vy fx(@) fyr(y)
x oy
= Zl“fx(l’) nyY<y)
x Yy
= EX - EY
43 #//
Gegenbeispiel:
Seien X ~ B(r = 1) und Y ~ B(m = 3) unabhéngig.
Betrachte:
(0 mit Wkeit 1
Zy = X4+Y =<1 mit Wkeit 1
2 mit Wkeit 1
( 4
(—1  mit Wkeit 1
Zy = X-Y = 0 mit Wkeit %
|1 mit Wkeit

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von Z; und Z, lautet:

fri,2,(21,22) |21 =0 21 =1 21 =2 fz,(22)

2 = —1 0 1/4 0 1/4
2 =0 1/4 0 1/4 | 1/2
=1 0 1/4 0 1/4

fz,(21) 1/4 1/2 1/4

Klarerweise gilt nicht:

f(z1,22) = f(21) - f(22)

fiir alle z; und 29, d. h. Z;, Z5 sind nicht unabhéngig.
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Aber
E(Z) = 1
E(ZQ) = 0 = COV(Zl, ZQ) =0= E(Zl) : E(ZQ)
E(Z1Z2) - 0

Also sind Z; und Z, unkorreliert.

O

Wihrend die Kovarianz nicht leicht zu interpretieren ist, ist dies leichter fiir
die Korrelation, da fiir alle Zufallsvariablenn X, Y gilt:

—1<p(X,Y)<1
Dies folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung;:
[E(XY)]* < B(X?)-E(Y?)

Das heifit, dass die Korrelation in gewisser Weise normiert ist.
lp(X,Y)| =1 gilt genau dann, wenn perfekte lineare Abhéngigkeit zwischen
X und Y besteht:
Y=a+b-X

fiir bestimmte a und b € R mit b # 0. Ist b > 0 soist p(X,Y) =1.Ist b <0
so ist p(X,Y) = —1.
Eigenschaften von Kovarianzen:
Seien X, Y beliebige Zufallsvariablen und a,b,c,d € R, wobei b-d > 0. Dann
gilt:

1. Cov(a+bX,c+dY)=0b-d-Cov(X,Y)

Daher:

bdCov(X,Y)
Vb2 VarXVd? VarY

Cov(X,Y)
v VarX+v/VarY
= p(X,Y)

pla+bX,c+dY) =

d.h. die Korrelation ist invariant bzgl. linearer Transformationen

2. Cov(X,X) = Var(X)
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3. Schliefflich gilt fiir X + Y
Var(X +Y) =E(X +Y) - E(X +Y))?
BV B(X —EX +Y — EY)?
= E(X -EX)?4+EY —-EY))+2 E[(X — EX)(Y — EY)]

Va},(X) VaRY) Covrx,y)
Insgesamt :
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y)
Wie bereits erwéhnt, gilt fiir unabhéngige X und Y:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Definition 5.3.3

Seien (X;,Y;) (i = 1,...,n) unabhingig und identisch verteilte Zufallsva-
riablen aus Verteilungen mit Erwartungswerten px, py und existierenden
Varianzen. Dann gilt fiir

1 n
Skv = - D (X = ) (Vi = ),
=1

dass E(S%y) = Cov(X,Y) und fiir n — oo: S%y — Cov(X,Y).
S%, wird empirische Kovarianz genannt.



Kapitel 6

Elemente statistischer Inferenz

Ziel der Statistik ist es, unter bestimmten Modellannahmen Aussagen iiber
unbekannte Parameter § € © zu machen, nachdem Beobachtungen X ge-
macht wurden. Dabei unterscheidet man:

e Punktschitzungen: Was ist der “beste” Schétzwert § fiir den unbe-
kannten Parameter 67

e Intervallschitzung:

— Angabe eines Vertrauensintervalls:

— Konfidenzintervalle {iberdecken mit gewisser Sicherheit den
unbekannten Parameter 6 (bei hypothetischer vielfacher Wie-
derholung des Zufallsexperiments)

0 fest, X zufillig
— frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

— in einem Kredibilitdtsintervall liegt der unbekannte Para-
meter mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
0 zufillig, X fest

— subjektivistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

Beispiel 6.0.2 (Binomialverteilung)
Sei X ~ B(n,m). Man beobachtet X = 7 bei n = 10 Versuchen. Was ist

der “beste” Schiétzer 6 fiir den unbekannten Parameter § = 77 Hier gilt, dass
0 € [0, 1] stetig ist.

Beispiel 6.0.3 (Capture-Recapture Experiment)

Angenommen M = 100, n = 50 und X = 33. Was ist der “beste” Schétzer N
fiir den unbekannten Parameter @ = N7 Hier gilt, dass

0 € © = {Npin, Npin + 1, ...} diskret ist.

69
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6.1 Likelihood-Inferenz

Wir haben die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) einer Zufallsvariable X in
Abhéngigkeit von einem Parameter 6 kennengelernt.

Beispielsweise ist # = 7 im Binomialexperiment:

X ~Bnm) = f@)=fa0=T) = (”) 721 — mne

X

Nun wird f(z,6) als Funktion von 6 € © fiir festes X = z betrachtet. Die
moglichen Werte des Parameters 6 liegen im sogenannten Parameterraum ©O.

Definition 6.1.1

L(0) := f(x,0) heifit Likelihoodfunktion

und
1(0) =log L(0) heifit Loglikelihoodfunktion

Je grofler die (Log-)Likelihoodfunktion L(6) bzw. I(#) als Funktion von 6 bei
gegebenen Daten X = x ist, desto “plausibler” ist der entsprechende Wert
von 6. Daher definiert man:

Definition 6.1.2
Ein Schétzer 0,;;, fiir einen Parameter § € © heifit Maximum-Likelihood
(ML)-Schitzer, wenn er die (Log-)Likelihoodfunktion maximiert:

L(0y) =max L(f) €O

bzw.

~

Z(HML) = maxl(@) feo

Die Optimierung der (Log-)Likelihoodfunktion in © kann nun mit einem
geeigneten Optimierungsverfahren durchgefiihrt werden. Eine Variante zur
Berechnung des ML-Schétzers (bei © stetig!) ist, falls dies moglich ist, die
Ableitung der Loglikelihoodfunktion gleich Null zu setzen.
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Beispiel 6.1.1 (ML-Schétzer bei Binomialverteilung)

LO=n) = (Z) 71— )ne
l(r) = xzlogm+ (n—x)log(l— )
o) - E L
= z(l —m) x: (n—a)m
= T™L =

Der ML-Schéitzer ist also gleich der relativen Haufigkeit.

Beispiel 6.1.2 (ML-Inferenz im Capture-Recapture-Experiment)
Im Capture-Recapture-Beispiel lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion:

()
Dabei sind M und n bekannt. Bei beobachteter Stichprobe X = x lautet die
Likelihoodfunktion fiir den unbekannten Parameter N

MY (N-M

unter der Restriktion, dass N > max(M +n — x,n).

Im Unterschied zum vorhergehenden Abschnitt ist nun der unbekannte Pa-
rameter N ganzzahlig. )

Man kann zeigen, dass fiir x > 0 und Nygipe = % ¢ N gilt:

fx) =

A M A
Ny, = trunc {_n} = trunc {wae}
x

Im Fall Nmm € N ist derA M L-Schétzer i. A. njcht eindeutig: dann wird die
Likelihood sowohl durch N, . als auch durch N, ,;,. — 1 maximiert, was auch
beim folgenden Zahlenbeispielen beobachtet werden kann:

M n x NML Nnaive
100 50 33 151 151.51
100 50 41 121 121.95

7 23 4 40  40.25

25 30 10| 74 und 75 75

13 10 5| 25 und 26 26
100 50 0 00 00
100 50 50 100 100
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Den “naiven” Schétzer Nmm kann man als ML-Schétzer unter Verwendung
der Binomialapproximation zur hypergeometrischen Verteilung herleiten.

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung des ML-Schétzers bieten die Opti-
mierungsfunktionen optim() (mehrdimensional) und optimize () (nur eindi-
mensional) in R oder die Anwendung des EM-Algorithmus.
Der ML-Schétzer hat eine wichtige und niitzliche Eigenschaft:

Satz 6.1.1 (Invarianz des ML-Schétzers)
Sei Oy, der M L-Schétzer fiir § und sei ¢ = ¢(0) eine beliebige (eineindeutige)
Funktion von 6. Dann ist der M L-Schétzer von ¢:

o = ©(Our)

Beispiel 6.1.3 (ML-Schitzer fiir Chance im Binomialexperiment)
Man kann Satz 6.1.1 dazu verwenden, um fiir die Chance v = {*— im Bino-

1
mialexperiment einen M L-Schétzer zu berechnen:

A x
A ML 4 T
YML = - =

1_7TML 1-—

Dieses Ergebnis kann auch direkt (ohne Ausnutzung der Invarianzeigenschaft)
gezeigt werden, jedoch ist die Rechnung etwas aufwendiger:
Sei X ~ B(n, ). Damit gilt Ty, = x/n.

I(r) = z-log(m)+ (n—x)log(l— )

l(v) = x-log (ﬁ) +(n—x)log (ﬁ)
= zlog(y) — nlog(l +7)

Ableiten der Loglikelihood liefert das Ergebnis:

T n !
l/ — — — :O@A —
) v 147 ML n—ax

X

Wir sind nun daran interessiert, Aussagen dariiber zu treffen, in welchen Teil-
mengen des Parameterraumes © sich der feste, aber unbekannte, Parameter
0 € © mutmaflich befindet.

Beispiel 6.1.4 (Ist eine Miinze fair?)

Wir mochten feststellen, ob eine Miinze unfair ist. Dazu wird die Miinze n-
mal geworfen und wir schétzen mittels 1 = x/n (mit x gleich der Anzahl
“Kopf”) per ML-Schétzung die Wahrscheinlichkeit 7. Die Behauptung, das
feste, wahre aber leider unbekannte 7 ist ungleich 0.5 14t sich jetzt schreiben

als ©1 = ©\ {1/2}.
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Wir unterteilen den Parameterraum © in zwei disjunkte Teilmengen 6y und
©; mit © = Oy U O, wobei Oy N O; = ). Es ist nun eine Entscheidungsregel
gesucht, fiir welche der beiden Zusténde 6 € ©y oder # € O wir uns basierend
auf einem Experiment (also Daten X = (X3,...,X,,)) entscheiden sollen.

Definition 6.1.3
Og heiit Hypothese oder Null-Hypothese. ©1 heifit Alternative. Die Formu-
lierung

Hy:0€0yvs. H :0€ 06,
heifit Testproblem.

Eine Entscheidungsregel, um uns zwischen Hy bzw. H; zu entscheiden, nennt
man einen statistischen Test.

Definition 6.1.4
FEine Funktion ¢ : R™ — {0,1} heifit Test fiir Hy gegen Hy. Wenn E(v) =
Py =1) < a,a€|0,1], fiir alle § € O, heiit 1) Niveau-a-Test.

Es konnen jetzt folgende Situationen auftreten. Das wahre 6 ist Element der
Hypothese und (X = (Xi,...,X,)) = 0. Dann hat der Test die richtige
Entscheidung getroffen. Umgekehrt, wenn 6 Element der Alternative ist und
(X)) = 1, ist dies ebenfalls richtig. Wenn nun 6 € 6Oy und ¢ (X) = 1,
ist dies eine félschliche Entscheidung gegen Hy. Wenn v ein Niveau-a-Test
ist, passiert dies aber nur mit Wahrscheinlichkeit kleiner gleich «. Dieser
Fehler wird Fehler 1. Art genannt. Letztendlich, wenn # € ©; und ¢ = 0,
heiflt diese Fehlentscheidung fiir Hy Fehler 2. Art. Die Wahrscheinlichkeit fiir
dessen Auftreten ist nicht begrenzt.

Beispiel 6.1.5
Binomialverteilung X = (X1, X2, X3, X4), X; ~ B(7) mit Parameter 7 € ©
unbekannt. Zu Testen sei das Testproblem

1 1
H027T§§VS.H117T>§

Voriiberlegung: falls X =), X; zu groB, so spricht das gegen Hy. Was heift
“zu groB”? Sagen wir mal 4. Definiere den Test

P(X)=¢(X,..., Xy) =1 (ZXi=4)

Fiir 7 € © gilt E(p(X) =1) = P(3, X; = 4) = (})7*(1 — 7)° = 7*. Somit
gilt fiir alle Parameter my € ©q aus der Hypothese Ey(y(X) = 1) = m3 <
0.5* = 0.0625. Somit ist ¢ ein Niveau-a-Test fiir alle o > 0.0625.
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0.0625, 1] und

Achtung: Fiir my € O4(m > 1/2) gilt E;(v(X) = 1) = 7} € |
= 1) € [0,0.9375]

damit ist der Fehler 2. Art Ey(¢(X) =0) =1 — Ey(¢(X)
und ist somit nicht kontrollierbar.

Definition 6.1.5
Ein Test ) ist von der Form

P(X) = I(T(X) €C)

Die Funktion T : R™ — R heifit Teststatistik und die Menge C heifit kritische
Region (Ablehnungsbereich), in der die Teststatistik liegen muss, um sich
gegen die Null-Hypothese zu entscheiden.

Bleiben zwei Fragen zu klaren. Welche Teststatistik 7" ist in einem speziellen
Fall sinnvoll und was ist die kritische Region C? Erstere Frage ist nicht allge-
mein zu beantworten und es gibt eine Vielzahl von Vorschliagen. Die kritische
Region kann so bestimmt werden, dass v ein Niveau-a-Test ist. Es gilt:

Ey(h(X) =1) = R((X)=1) = K(T(X)eC) <a.
In der Regel lautet der Test :
W(X)=I1(T(X) > c1_,) falls groBe Werte von T'(X) gegen Hy sprechen.

P(X)=I1(T(X) <c,)  falls kleine Werte von T'(X) gegen H, sprechen.

w(X) = I(T(X) < Cqy2 oder T(X) > Cl_a/g)
falls grofie und kleine Werte von T'(X') gegen Hy sprechen.

Die Schranken sind die Quantile der Verteilung von 7'(X) wenn 6 € Oy, z.B.
ist ¢1_, das 1 — a-Quantil.

Die sogenannte Priifverteilung (Verteilung von 7'(X) unter Hy) ist in einigen
Féllen (d.h., Teststatistiken) leicht, aber u. U. auch sehr schwer zu bestim-
men.

Beispiel 6.1.6 (Fortsetzung: Ist eine Miinze fair?)
Das Testproblem lautet
1 1
H0:7r:§ VS. H1:7r7é§.

Als Teststatistik T  eignet sich T'(X) = X und wir lehnen die Null-Hypothese
ab, wenn = zu grof§ oder zu klein ist (man nennt dies einen zweiseitigen Test,
im Unterschied zu obigem einseitigen Test). Der Test lautet also

P(X) = I(T(X) < cayp oder T(X) > c1_q/2).
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Der Ausgang unseres Experimentes sei x = 7 bei n = 10. Wir bestimmen
jetzt das a/2-Quantil und das 1 — «/2-Quantil der Verteilung von T(x) unter
Hy, also der Verteilung B(n,0.5) fiir a = 0.05:

> gbinom(0.05/2, size = 10, prob = 0.5)

[1] 2

> gbinom(1 - 0.05/2, size = 10, prob = 0.5)
[1] 8

Damit kénnen wir uns nicht gegen Hy (Fairness der Miinze) entscheiden, da
x =7 weder zu klein (kleiner 2) noch zu grof3 (grofier 8) ist.
Wie grof} ist « fiir den Test (X) = I(X < 2 oder X > 8)7

Eine formale Moglichkeit, Teststatistiken zu konstruieren, ist die Anwendung
des Likelihood-Quotienten-Prinzips, wobei der Quotient der maximierten Li-
kelihood unter der Null-Hypothese und des ML-Schétzers als Teststatistik
verwendet wird.

Definition 6.1.6
Der Quotient

max L(0)  max L(0)

9o 6o

max L(o) L(Oy1)

heifit Likelihood-Quotient.

Der Likelihood-Quotient steht in engem Zusammenhang zur normierten (Log)-
Likelihoodfunktion:

Definition 6.1.7

E(G) = LA(Q) heifit normierte Likelihoodfunktion
L(QML
und
1(0) =1(0) — (Ar)  heiBt normierte Loglikelihoodfunktion
Es gilt:
0< L) <1
—00 < 1(#) <0
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Beispiel 6.1.7 (Likelihood-Quotient der Binomialverteilung)
Fiir das Testproblem

1 1
H017T:§VS.H127T7A§

lautet die Likelihood-Quotienten-Teststatistik
0.5%0.5"7*
(@/n)*(1 —x/n)*=*

und fiir * = 1/2 gilt (ohne Beweis) —2log(T(x)) ~ x3, d.h., die Priifvertei-
lung ist eine quadrierte Normalverteilung (spéter in Vorlesung).

T(x) =

Zur Bestimmung von likelihood-basierten Konfidenzintervallen muss man
nun den Test ‘invertieren’ um zu entscheiden, welche Werte von [ (0) zu “un-
plausibel” sind. Es wird nun nicht mehr zu einem festen 0, ein Niveau-a-Test
durchgefiihrt, sondern es wird eine Menge O gesucht, fiir die der Niveau-a-
Test 1) gerade nicht ablehnt.

Definition 6.1.8
Die Menge

{0c0:Yp(X)=0}={0c0 :T(X)<ci_a}

wird Konfidenzintervall oder Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1 — «
genannt.

Das Konfidenzniveau 1 — « lasst sich wie folgt frequentistisch interpretieren:
Bei hypothetischer Wiederholung des zugrundeliegenden Zufallsexperiments
iiberdecken die so konstruierten Likelihood-Intervalle in ungefihr (1 — «) -
100% aller Falle den wahren (aber als unbekannt angesehenen) Parameter 6.

Beispiel 6.1.8 (Likelihood-Konfidenzintervall fiir 7)
Wir wissen, dass —2 mal die normierte Loglikelihood evaluiert an der Null-
Hypothese § € © verteilt ist nach x3. Also ist unser Konfidenzintervall

(re 0 g (T ) <o

bzw.
{7T € 0,1]: I(n) > —cl_a/Q}

und wir brauchen nur die Nullstellen der Funktion I(r) + ¢;_/2 zu suchen:
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|

L(m)

000 005 010 015 020 025
L(m

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

I(m)
3 -2
1(m)

-4
Il

-5

-6
1

Abbildung 6.1: Fiir n = 10,z = 7 in der Binomialverteilung: Likelihood (oben
links), normierte Likelihood (oben rechts), Loglikelihood (unten links) und
normierte Loglikelihood (unten rechts). Linien verdeutlichen Konfidenzinter-
valle.

> konfint <- function(x, n, conf.level = 0.95) {

+ lrstat <- function(pi)

+ dbinom(x, n, pi, log = TRUE) -

+ dbinom(x, n, x/n, log = TRUE)

+ foo <- function(pi)

+ lrstat(pi) + qchisq(conf.level, df = 1)/2
+ c(uniroot (foo, c(le-5, x / n))$root,

+ uniroot(foo, c(x / n, 1 - 1le-5))$root)

+ }
> konfint (7, 10, conf.level = 0.9)

[1] 0.4423946 0.8912495
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> konfint (7, 10, conf.level = 0.95)
[1] 0.3934616 0.9154452
> konfint (7, 10, conf.level = 0.99)

[1] 0.3037870 0.9514883

In Abb. 6.1 sind die Werte ¢;_,/2 (unten rechts) bzw. exp(ci_o/2) (oben
rechts) fiir verschiedene Werte von a = (0.01,0.05,0.1) aufgetragen.
Beachte: Likelihood-Intervalle sind meist unsymmetrisch um 7!

Die Bestimmung von Likelihood-Intervallen ist im Allgemeinen nur numerisch
moglich, dann aber relativ trivial, wie wir eben gesehen haben.

Wie der ML-Schétzer sind Likelihood-Intervalle invariant bzgl. monotonen
Transformationen.

1.0

1 — (7,10
-- (70, 100)
(700, 1000)

0.8

0.6

L(m)
1(m)
3

0.4

Abbildung 6.2: Vergleich der normierten Likelihoodfunktionen (links)
bzw. Loglikelihoodfunktionen (rechts) der Binomialverteilung fiir n =
(10,100, 1000) und = = (7,70, 700).

Quadratische Approximation der Log-Likelihood:
Man kann mit Hilfe einer Taylorreihendarstellung um den Entwicklungspunkt
Or1 zeigen, dass die normierte Loglikelihoodfunktion [ (f) approximativ eine
quadratische Funktion ist:

2

~ Nk ) A~
19 = Z Z(Z—]'V[L)(é’ — Oaz)" + Restglied
P !
1
(

0
Onir) + U (Onsr) - (0 — Opgr) + = - 1"(Oagr) - (0 — Oppr)?

Q
~

\)
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Hierbei ist:
[(Oyr) = O
U(6ry) = U'(Brp) =0
l”(eML) — l”(eML)

=
Q

A" (Ourr) - (0 — Orrr)?

Hier ist ”(6);,) die zweite Ableitung (die Kriimmung) von [(6), ausgewertet
am ML-Schétzer.

Beachte: Die quadratische Approximation wird umso besser, je mehr Daten
in die Likelihood eingehen (siehe Abbildung 6.3).

Durch Einsetzen der quadratischen Approximation fiir [ (0) in
(0 ‘i 6) > ¢)
erhalt man

b= [vow]
d

als approximatives Konfidenzintervall (nach Abraham Wald (1902-1950)
auch Wald-Intervall genannt) zum Niveau 1 — a.
Daher definiert man den Standardfehler (“Standard Error”)

SE(bu) = [—mém)}l

Aus der folgenden Tabelle konnen die Werte fiir d (Quantile der Normalver-
teilung, weil Ay, asymptotisch normalverteilt ist, ndheres spéter) fiir unter-
schiedliche Niveaus 1 — a entnommen werden:

1—w/2| d
0.95 1.6449
0.975 1.96
0.995 | 2.5758

Eigenschaften von Wald-Intervallen:

e Sie sind immer symmetrisch um den ML-Schéitzer und damit geht die
Invarianzeigenschaft verloren.
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e Sie sind einfacher zu berechnen, haben aber typischerweise (leicht)
schlechtere Eigenschaften.

e Manchmal sind die Grenzen von Wald-Intervallen nicht Element des
Parameterraums ©, siehe z.B. den Fall 1 — a = 0.99 in Beispiel 6.1.9.

e Fiir groBe n werden Wald-Intervalle Likelihood-Intervallen immer d&hn-
licher.

Beispiel 6.1.9 (Wald-Intervalle fiir Binomialverteilung)

0 P —
T 1—m
l” ﬁ _ n—x
() w2 (1—m)?
x n—x n? n?
e _ =z o o
= (7TML n) (z)z + (n—a))2 . o
n

(1l — L)

(1l — L)
n

= SE(Tur) = \/

Fiir das Zahlenbeispiel von x = 7,n = 10 ergibt sich folgender SE:

~» Tabelle mit Wald-Intervallen:

1—«o ‘ Wald-Konfidenzintervall
0.9 [0.461; 0.939]

0.95 [0.416; 0.984]

0.99 [0.327; 1.073]
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n n

Abbildung 6.3: Vergleich der normierten Loglikelihood mit der quadratischen
Approximation fiir die Binomialverteilung mit n = (10,1000, 1000, 10000)
und z = (7,70, 700, 7000).
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6.2 Erwartungstreue

Eine wiinschenswerte Eigenschaft von Punktschétzern (im frequentistischen
Sinne) ist die Erwartungstreue:

Definition 6.2.1
FEin Schétzer 0 (als Funktion der zufélligen Stichprobe X ) heifit erwartungs-
treu oder unverzerrt fiir einen unbekannten Parameter 6, falls gilt:

E0) =0

Beispiel 6.2.1 (Erwartungstreuer Schitzer im Binomialexperiment)
Sei X ~ B(n, ). Dann gilt 7 = X/n, also die relative Haufigkeit. Dies ist ein
erwartungstreuer Schétzer der Wahrscheinlichkeit m im Binomialexperiment:

E(ﬁ):E(f):l-E(X):%-n-w:w

Bemerkungen zur Erwartungstreue:

e Erwartungstreue ist nicht invariant bzgl. monotoner Transformationen!
Das heift, falls 6 erwartungstreu fiir 6 ist, so gilt im Allgemeinen nicht,

dass g(0) erwartungstreu fiir g(6) ist (nur wenn g linear).
e Die Existenz von erwartungstreuen Schétzern ist nicht gesichert.

e Erwartungstreue Schétzer sind nicht notwendigerweise Element des Pa-
rameterraums O.

e M L-Schétzer sind nicht immer erwartungstreu, zumindest aber asymp-
totisch erwartungstreu (fiir wachsenden Stichprobenumfang sind sie im
Grenzwert erwartungstreu)

Beispiel 6.2.2 (Taxis in Liibeck)

Die Taxis in Liibeck seien von 1,..., N durchnummeriert. Ein Besucher
sieht an einem Taxistand n = 3 Taxis und fragt nach deren Nummern:
Y ={Y,.... Y, }.

Wie kann er daraus einen erwartungstreuen Schétzer fiir N berechnen?
Klarerweise ist X = max(Y') eine untere Schranke fiir N.

Wie lautet die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X beim Ziehen ohne Zurtick-
legen einer n-elementigen Teilmenge?

z—1
P(X =2) = ("—_1) fire={n,n+1,...,N}

()
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Insbesondere gilt:

N

Y P(X=u1) =1
und daher:

EN: z—1 B N

— n—1) \n

Berechne nun den Erwartungswert von X :

BX = Lot

n‘nr.(;f!_n)u

1 al x
- HEQ-

n i z—1

n ps z—1
-7 2 et

=(N+1) (Gléchung 6.1)

_ n(N+1)
n n+1

Wegen der Linearitiat des Erwartungswertes folgt, dass

n+1
n

N = X -1

ein erwartungstreuer Schétzer fiir N ist, denn

- n+1

E(N) = EX -1
n

~ n+1 n(N+1)

on n+1

= N

(6.1)
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Zahlenbeispiel:
n=3, X =max(Y)="722
= N =961.7

Die Likelihoodfunktion ist

N —n)!
L(N):const-%fiirN:x,x—i—l,...

Diese wird maximiert fiir N = z (L(N) ist monoton fallend), d.h. der ML-
Schétzer fiir N ist max(Y'): Ny, = max(Y)
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6.3 Bayes-Inferenz

Die Bayes-Inferenz ist ein weiterer Ansatz zur statistischen Inferenz und
basiert auf dem subjektivistischen Wahrscheinlichkeitskonzept:

Der unbekannte Parameter 6 ist nun eine Zufallsvariable, welche mit einer
Wabhrscheinlichkeitsfunktion f(#) (Priori-Verteilung) versehen wird.
Zunéchst konnen wir nur diskrete Parameter behandeln.

Wir benotigen noch folgende Definition:

Definition 6.3.1 (Satz von Bayes fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen)
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
funktion fxy(z,y) und daraus abgeleiteten Wahrscheinlichkeitsfunktionen

fx (@), fy (W), fxp(zly) und fyix(y|z).
Dann gilt fiir alle x und alle y mit f(y) > 0:

~ Iyix(ylz) fx (@) frix(lz) fx ()

Pt == h W) TS Al @

Dies folgt direkt aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion.

Sei X = z eine Beobachtung eines Zufallsexperiments, das von einem unbe-
kannten Parameter § € © abhéngt, wobei © abzihlbar sei.

Mit dem Satz von Bayes fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen kann man eine
Posteriori-Verteilung berechnen:

Likelihood-Fkt Priori
~~
fole) = @O 1O) _ _f@10)(0)
Posteriori f((L') Ze f(l‘|9)f(€)

Da der Nenner f(x) nicht von 6 abhéngt, schreibt man auch kiirzer:

f(Olz) o< f(x]0)f(0)

Beachte: Da X = x beobachtet wurde, muss automatisch f(zx) = P(X =

x) > 0 gelten, der Nenner der Posteriori-Verteilung ist somit echt grofer
Null.

Beispiel 6.3.1 (Posteriori-Verteilung im Binomialexperiment)
Angenommen wir interessieren uns fiir den Parameter § = w, nehmen aber
an dass nur Werte in IT = {0.00,0.02,0.04,...,0.98,1.00} erlaubt sind und
damit der Parameterraum abzahlbar ist.

Als Priori-Verteilung f(7) konnen wir z.B. eine Gleichverteilung auf den
51 Elementen von 11 wéhlen.
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Nach der Beobachtung X = x aus einer B(n,w)-Verteilung ergibt sich die

Posteriori-Verteilung

Dichte

Dichte

Dichte

Abbildung 6.4: Posteriori-Verteilung im Binomialexperiment fiir X ~ B(5,7)
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bei Priori-Gleichverteilung.

FEine weitere Moglichkeit wére es, eine Dreiecksverteilung (favorisiere Werte
von m nahe bei 0.5) als Priori-Verteilung anzunehmen, die z.B. folgende

Form haben konnte:
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fiir # € {0.00,0.02,0.04,...,0.98,1.00} und C' = 1/676. Dabei ist C' so ge-

wahlt,

dass ) f(m) =1 gilt.
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Abbildung 6.5: Posteriori-Verteilung im Binomialexperiment fiir X ~ B(5, )
bei Priori-Dreiecksverteilung.

Alle weiteren Schliisse iiber § € © werden nun aus der Posteriori-Verteilung

gezogen. Dafiir verwendet man Bayesianische Punktschitzer und Baye-
sianische Intervallschitzer. Als Punktschétzer bieten sich Lageparameter
der Posteriori-Verteilung an:

e Posteriori-Erwartungswert 0., = E(0]z) = 3 0f(0|z)

0cO

e Posteriori-Modus 0y,q = arg max f(0|x)
S
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e Posteriori-Median 0y.q = min{f € © : F(|z) > 0.5}

wobei f(f|x) die Wahrscheinlichkeitsfunktion und F(|z) die Verteilungs-
funktion der Posteriori-Verteilung ist.

Wird als Priori-Verteilung die Gleichverteilung verwendet, d.h. f(6) = const,
so gilt:

Posteriori-Modus éMOd = ML-Schéatzer éML
da f(0) in

f(0lz) o< f(]6)f(0)
nicht von 6 abhéingt, folgt dass

Orioa = argmax f(6]x) = arg max f(2(0) = by

Fiir Beispiel 6.3.1 ergeben sich bei Priori-Gleichverteilung (G) bzw. Dreiecks-
verteilung (D) folgende Punktschétzer bei Beobachtung von X = x Erfolgen
bei n = 5 Versuchen:

Erwartungswert Modus Median
x G D G D G D
0.00 | 0.13 0.23 0.00 0.16 | 0.10 0.22
1.00 | 0.29 0.35 0.20 0.32]0.26 0.34
2.00 | 0.43 0.45 0.40 0.50 | 0.42 0.46
3.00 | 0.57 0.55 0.60 0.50 | 0.58 0.54
4.00 | 0.71 0.65 0.80 0.68 | 0.74 0.66
5.00 | 0.87 0.77 1.00 0.84 | 0.90 0.78

Als Bayesianische Intervallschitzer (auch Kredibilitiatsregion oder -intervall)
zum Niveau 1 —a kommt in Prinzip jede Teilmenge A des Triagers © in Frage,

fiir die folgendes gilt:

> flle)>1-a

e A
Wenn fiir A noch zusétzlich gefordert wird, dass V6; € A und V6, € © \ A
gilt

f(61|z) = f(ba|2)
dann wird A eine “highest posterior density region” (HPD-Region)
genannt.
Eine HPD-Region kann wie folgt aufgestellt werden:

1. sortiere die Werte der Posteriori-Verteilung f(6|z) der Gréie nach (ab-
steigend)
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2. summiere die Werte kumulativ auf (z. B. in R mit der Funktion cum-
sum() ), bis die Summe grofler als das Niveau 1 — « ist

3. die entsprechenden Werte von 6 definieren dann eine HPD-Region

Fiir Beispiel 6.3.1 ergeben sich bei Priori-Gleichverteilung (G) bzw. Drei-
ecksverteilung (D) folgende 95% HPD-Regionen bei Beobachtung von X = x
Erfolgen bei n = 5 Versuchen:

95% HPD-Intervall fiir 7
T G D
0 | [0.00,0.36]  [0.00;0.46]
1] [0.02;0.56]  [0.08:0.60]
2| [0.12;0.74]  [0.18;0.72]
31[0.26:0.8%  [0.28:0.82]
4] [0.44:0.98]  [0.40;0.92]
51 [0.641.00]  [0.54;1.00]

Beispiel 6.3.2 (Bayes-Inferenz im Capture-Recapture-Experiment)
Der unbekannte Parameter ist hier die Anzahl N der Fische in einem See,
wobei 6 als diskrete Zufallsvariable mit Trédger

TPriori = AM, M +1,.. ., Npax }

angesehen wird. Im Unterschied zu Abschnitt 6.1 ist damit der unbekannte
Parameter N ganzzahlig. Vor der Beobachtung X = x, d.h. in der Stichpro-
be der Gréfie n befanden sich x markierte Fische, weifl man lediglich, dass
mindestens M Fische im See schwimmen, denn genau so viele wurden ja frii-
her markiert und wieder in den See geworfen.

Als Priori-Verteilung wird z. B. eine Gleichverteilung gewahlt:

f(0=N) fiir N € TPriori

Uber den Satz von Bayes kann nun die Posteriori- Wahrscheinlichkeitsfunktion
berechnet werden:

fEIN)FN) _ f@[N)FN)
() 2oy J(&IN)f(N)

Dabei ist die Zufallsvariable X hypergeometrisch verteilt und hat folgende
Wahrscheinlichkeitsfunktion:

f(N|z) =




90 6. INFERENZ

Die Likelihoodfunktion bei beobachteter Stichprobe X = x und unbekanntem
Parameter N ist:
(5) ()

()

Erst nach der Beobachtung X = x weifl man, dass mindestens M +n — x
Fische im See schwimmen, da die Likelihood f(z|N) fiir x < M +n— N den
Wert 0 annimmt, also fiir N gelten muss: N < M +n—x. Auflerdem gilt, dass
n < N ist. Damit kann man den Trédger Tpysterior der Posteriori-Verteilung
f(0|x) angeben:

L =N) =

TPOS(TGI'jOl"j = {maX(M +n— Z, n)’ maX(M +n— X, TL) + ]-a s 7Ymax}

Als Punktschétzer bietet sich nun der Posteriori-Modus an, also der Wert, der
die Posteriori-Verteilung maximiert. Dieser ist in diesem Fall gleich dem M L-
Schétzer, da eine Priori-Gleichverteilung gewéhlt wurde. Auflerdem kénnen
als weitere Punktschétzer der Posteriori-Erwartungswert und der Posteriori-
Modus berechnet werden.

In Abbildung 6.6 wird fiir die Priori-Verteilung eine Gleichverteilung ver-
wendet, in Abbildung 6.7 hingegen eine gestutzte geometrische Verteilung
mit Parameter v = 0.01, d.h.

FIN) o (1 - ’Y)N fir N € Tpriori

Diese favorisiert a priori kleinere Werte von N, wie man in der oberen Graphik
in Abbildung 6.7 erkennen kann. Entsprechend ist die Posteriori-Verteilung
im Vergleich zur Priori-Gleichverteilung (Abbildung 6.6) leicht nach links
verschoben.
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Abbildung 6.6: Posteriori-Verteilung von N bei Priori-Gleichverteilung bei
M =29 und v = 0 (fiir x = 10 und n = 30). Die verschiedenen Punktschét-
zer werden durch Linien verdeutlicht. Die 95%-HPD-Region ist in durchge-
zogenen Linien dargestellt.
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Priori Verteilung
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Abbildung 6.7: Posteriori-Verteilung von N bei Verwendung einer gestutzten
geometrischen Verteilung mit Parameter v = 0.01 als Priori-Verteilung.



Kapitel 7

Markov-Ketten

7.1 Definition und Eigenschaften von Markov-
Ketten

Sei X = (Xo, X1, X5, ...) eine Folge von diskreten Zufallsvariablen, die alle
Ausprigungen in einer endlichen bzw. abzdhlbaren Menge S haben. Dabei
heifit S der Zustandsraum und s € S ein Zustand. Man nennt X einen
stochastischen Prozess.

Definition 7.1.1
X heifit Markov-Kette, falls fiir alle n > 1 und fiir alle s, xg,x1,...,Tp_1 €
S gilt:

P(Xn = S|X0 = l’o,Xl = T1,... 7Xn—1 = xn—l) = P(Xn = S|Xn_1 = ZEn_l)

In Worten bedeutet die obige Formel, dass, bedingt auf die gesamte Vergan-
genheit Xy, Xy,...,X,_1 des Prozesses X, die Verteilung von X, nur vom
letzten Wert X,,_1 = z,,_, abhéngt.

Die Abhangigkeit der Werte lédsst sich in einem graphischen Modell gut durch
Pfeile darstellen:

Xo=>X1—=>Xo—> ... X1 > X,

Anders ausgedriickt:
Bedingt auf die Gegenwart (X,_1) ist die Zukunft des Prozesses
(Xn, Xpn_1,...) unabhéingig von seiner Vergangenheit (Xo, X1, ..., X,_2).

Hier wird implizit der Begriff der bedingten Unabhéingigkeit von Zufalls-
variablen verwendet:

93
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Definition 7.1.2 (Bedingt unabhingige Zufallsvariablen)
Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y heiflen bedingt unabhingig gege-
ben Z, wenn fiir die entsprechend definierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen
gilt

fX,Y|Z(37,y|Z) = fX|Z(9U|Z) : fY|Z(y|Z)

tiir alle x, y und z aus den entsprechenden Tréagern.

Die Entwicklung einer Markov-Kette X (d.h. die Abfolge der Werte, welche
X annimmt) ist gekennzeichnet durch die (Ein-Schritt) Ubergangswahr-
scheinlichkeit von einem Zustand 7 in den Zustand j

P(X,1 =j|X,=1) firallei,jes

Man nennt eine Markov-Kette homogen, wenn diese Wahrscheinlichkeit
nicht von n abhingt und definiert:

pij = P(Xp1 = j| X, =14) = P(X1 = j|Xo = 1)

Die Werte p;; werden in einer |S| x |S|-Matrix P zusammengefasst, der so-
genannten Ubergangsmatrix. P ist eine stochastische Matrix, d.h. sie
hat folgende Eigenschaften:

1. pij >0 firallei,j €S

2. Z pi; = 1 fiir alle 2 € S, d.h. die Zeilen addieren sich zu eins.

J

Beispiel 7.1.1

Betrachte den Zustand eines Telephons (frei, besetzt). Innerhalb eines Zeit-
abschnittes sei p die Wahrscheinlichkeit, dass angerufen wird (nur ein Anruf
pro Zeitabschnitt sei erlaubt, anklopfen geht nicht). Wenn telephoniert wird,
sei die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Zeitabschnittes aufzulegen gleich
q. Dies fiihrt zu einer Markov-Kette mit Zustandsraum S = {0, 1} und Uber-

gangsmatrix
P ()
¢ l—gq

09 0.1
etwa P = (0406)

Beispiel 7.1.2
Der Zustandsraum sind die vier Basen (Adenin, Cytosin, Guanin, Thymin)
der DNA, d.h. S = {A,C,G,T}. Die folgende geschétzte Ubergangsmatrix'

!Durbin et al. (1998) “Biological sequence analysis”, p. 50
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kann erhalten werden, wenn man beim “Ablaufen” der DNA die relativen
Haufigkeiten der einzelnen Ubergédnge zahlt.

0.300 0.205 0.285 0.210
0.322 0.298 0.078 0.302
0.248 0.246 0.298 0.208
0.177 0.239 0.292 0.292

P beschreibt also die Kurzzeitentwicklung (Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlich-
keiten) einer homogenen Markov-Kette X. Die Langzeitentwicklung (n-
Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten) ist durch die n-Schritt-Ubergangsmatrix
P(m, m + n) mit Elementen

pij(mam+n) = P(Xm—i-n :]|Xm = 2)
gekennzeichnet. Fiir eine homogene Markov-Kette vereinfacht sich diese zu
pij(n) = P(X, =j|Xo=1).

Dann gilt offensichtlich
P(m,m+1)=P

und wir schreiben P, = P(m, m + n).
Wie aber berechnet man P,,? Fiir eine homogene Markov-Kette X gilt:
pij(m,m+n+r)

= P(Xm-i-n—i-r = ]|Xm = Z)

= Z P(Xpinir = J, Xongn = k| Xon = 1)
k

- ZP(Xm+n+r = J|Xm+n = k,Xm = l) : P(Xm+n - k‘Xm = l)
k
Markov . .
= Z P(Xointr = §[Xmin = k) - P(Xonin = k| X, = 1)
k

= sz‘k(m,m+n)pkj(m+n,m+n+r)
k

Schreibt man diese Beziehung in Matrizenform so erhélt man die Chapman-
Kolmogorov-Gleichung:

Pmm+n+r)=P(mm+n)-P(m+n,m+n+r)
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Nun kann man auch P,, berechnen:

P, = P(m,m+n)
Pim,m+1+(n—1))
= Pm,m+1)-P(m+1,m+n)
= P-P(m+1,m+n)
= ... =P"

Hierbei ist P" die n-te Potenz von P. Das heifit die n-Schritt-Ubergangsmatrix
P,, erhalt man durch n-faches Potenzieren der Matrix P.

Beispiel 7.1.3 (2-Schritt-Ubergangsmatrix fiir Beispiel 7.1.1)
Die 2-Schritt-Ubergangsmatrix Py entspricht der 2-ten Potenz von P:

52 (09 01 . 09 01\ (08 0.15
Py=P" = ( 04 0.6 04 06 ) \ 06 04
Dabei berechnet sich z.B. der Eintrag py;(2) in P, folgendermafen:

P(Xpio = 11X, = 2)
= P(Xpi1 = 2[X = 2) P(Xpso = 1| Xns1 = 2)
4 P(Xper = 1|X, = 2) - P(Xppo = 1| Xy = 1)
— 0.6-04+04-09=06

Sei nun X eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, welche sich zum
Zeitpunkt ¢ im Zustand ¢ € S befindet. Die Dauer bis zum nichsten
Zustandswechsel T;, d.h. die Dauer bis die Markov-Kette in einen anderen
Zustand als ¢ iibergeht, ist offensichtlich geometrisch verteilt mit Parameter
1 — pu:
T; ~G(1— pu)

Spéter werden wir diese niitzliche Eigenschaft fiir einen Modellanpassungstest
verwenden, bei dem wir die theoretischen Dauern bis zum néchsten Zustands-
wechsel (berechnet auf der Basis des geschétzten Markov-Modells) mit den
beobachteten Dauern vergleicht.

Um die Entwicklung einer Markov-Kette vollstéindig zu spezifizieren, muss
neben der Ubergangsmatrix P noch die sogenannte Anfangsverteilung fiir
Xy angegeben werden, in der festgelegt wird, mit welcher Wahrscheinlich-
keit die Markov-Kette in dem jeweiligen Zustand startet. Die Wahrschein-
lichkeitsfunktion fiir X, bezeichnet man mit dem Zeilenvektor p(®) mit den
Elementen qu(o) =P(Xo=1) firieS.
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Die unbedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, fasst man entsprechend
in dem Zeilenvektor p(™ zusammen und es gilt offensichtlich:

plmtn) = . p

und somit:

p™ = p© . pr
Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von Xy, ..., X, ist gegeben
durch

P(X(]:.Z’O,Xl :xl,...,Xn:xn)
= P(Xo = Io) HP(Xt = l‘t|Xt—1 = It—l)

t=1
= 19T Perran
t=1

Diese ist wichtig fiir die Schitzung der Ubergangsmatrix bei Beobachtung
einer Realisation aus einer Markov-Kette.
Im Folgenden werden nun drei Beispiele fiir Markov-Ketten behandelt:

Beispiel 7.1.4 (Inzucht)

“Inzucht” bedeutet hier, dass eine Pflanze, welche einen der drei Genotypen
{aa, ab, bb} besitzen kann, mit sich selbst gekreuzt wird. Die Zufallsvariable
X, gibt den Genotyp in der n-ten Generation an.

Die Markov-Kette hat damit den Zustandsraum:

S = {aa, ab, bb}

und die folgende Ubergangsmatrix

1 00
P-4
0 0 1

Die Ubergénge von ab zu den anderen Zustédnden lassen sich beispielsweise
so berechnen:

Man kreuzt ab x ab und erhélt fiir die verschiedenen Keimzellkombinationen
folgende Genotypen fiir die Tochtergeneration:
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Die Nachkommen haben also mit einer Wahrscheinlichkeit von
e 1/4 den Genotyp aa
e 1/2 den Genotyp ab
e 1/4 den Genotyp bb

Das entspricht genau den Ubergéngen in P.
Man kann zeigen (im Anschluf8 numerisch), dass

1 0 0 100
Pr=| 5" @" s-@"7 | =% |20
0 0 1 00 1

d.h. letztendlich bleiben nur die Genotypen aa und bb iibrig, die sich dann
deterministisch reproduzieren. Um dies zu sehen, berechnen wir zunéchst die
FEigenwerte und Eigenvektoren von P:

> P <- matrix(c(1, 0.25, 0, 0, 1/2, 0, 0, 0.25, 1), nc = 3)
> eP <- eigen(P)

> ) <- eP$vectors

> D <- diag(eP$values)

Dann liBt sich P schreiben als P = QDQ™!

> Q %*/ D /x*) solve(Q)

[,11 [,2] [,3]
[1,] 1.00 0.0 0.00
[2,] 0.25 0.5 0.25
[3,] 0.00 0.0 1.00

und P" = QD"Q ™!, die fiir n — oo gegen die oben gezeigte Matrix konver-
giert:

> round(Q 7%*}, D~100 /*J solve(Q), 2)

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1.0 0 0.0
[2,] 0.5
[3,17 0.0
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Beispiel 7.1.5 (Genhiufigkeit in Population konstanter Gréflie N)
Die Zufallsvariable X,, = i gibt die Anzahl der Individuen einer Population
mit bestimmten Genotyp zum Zeitpunkt n an.

FEin einfaches Modell nimmt an, dass zu jedem Zeitpunkt ein zufalliges Mit-
glied der Population stirbt. Das “nachriickende” Mitglied hat den betrachte-
ten Genotyp mit Wahrscheinlichkeit +-.

Damit ergibt sich fiir die Eintrége p;; in P:

D D fiir =i+ 1
_ ilN=i)
N2

bij = fiir j =1

O o

sonst

P hat eine “tri-diagonale” Struktur, d.h. die Hauptdiagonale und zwei Ne-
bendiagonalen enthalten Werte > 0 und sonst enthélt die Matrix nur Nullen.
Die obige Formulierung beinhaltet auch die beiden Grenzfille X,, = 0 und
X,=N.

Beispiel 7.1.6 (Modelle fiir Epidemien — Verzweigungsprozesse)
Die Zufallsvariable X,, gibt die Anzahl der Infizierten in einer Generation n
an. Der Zustandsraum S ist

S=1{0,1,...}

Die Idee des Modells beinhaltet, dass jeder Infizierte (unabhéngig von den an-
deren) eine zufillige Anzahl Infizierter in der nédchsten Generation “erzeugt”
und zwar mit Erwartungswert X, z.B. kénnte die Anzahl Poissonverteilt sein.
Dann ist X,|X,_1 ~ P\ X,_1).

Ein wichtiger Satz ist das Schwellenwerttheorem, das wir hier nur verkiirzt
wiedergeben:

Fiir A < 1 wird jede Epidemie mit Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann aus-
sterben, d.h. X,, wird fiir groBes n gleich Null sein. Die Wahrscheinlichkeit
dass der Prozess “explodiert” ist also gleich Null. Fiir A\ > 1 hingegen ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Epidemie explodiert, echt gréfer Null.
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7.2 Klassifikation von Zustianden und Markov-
Ketten

Sei T; = min{n € N : X,, = i|X, = i} die Rekurrenzzeit fiir 7, also die Zeit,
die benotigt wird, um zum Zustand ¢ zuriickzukehren.

Definition 7.2.1 (Rekurrenz)
Ein Zustand i € S einer Markov-Kette heifit rekurrent oder auch persi-
stent, falls

P(T, <) =1

Ansonsten (also bei P(T; < oo) < 1) heifit der Zustand transient. Eine
Markov-Kette X kehrt also in einen rekurrenten Zustand mit Wahrschein-
lichkeit 1 zurtick. Ein Zustand i heilit absorbierend, falls die Markov-Kette
sobald sie diesen Zustand eingenommen hat, ihn nicht mehr verlassen kann,
d.h. wenn p; = 1 und p;; =0 fiir alle j # 1.

Beispiel 7.2.1 )
Die beiden Zustédnde der Markov-Kette mit folgender Ubergangsmatrix sind

rekurrent:
0.6 04
P= ( 0.3 0.7 )

Dagegen sind die Zustéinde 1 und 2 bei der Ubergangsmatrix der néchsten
Markov-Kette rekurrent und die anderen beiden transient, denn falls z.B. die
Markov-Kette vom Zustand 3 in den Zustand 2 iibergeht, kann sie nicht mehr
in den Zustand 3 zuriickkehren und wenn wir von 4 nach 3 und dann nach 2
wechseln, ist 4 ebenfalls nicht mehr erreichbar.

06 04 0 O
03 07 0 O
0 03 05 0.2
0 0 09 01

P=

In Beispiel 7.1.6 (Poisson-Verzweigungsprozess) ist der Zustand 0 rekurrent,
ja sogar absorbierend, da X diesen Zustand nie verldsst. Alle anderen Zu-
sténde sind transient.

Hat man einen Zustand als rekurrent klassifiziert, so interessiert auch noch
die Frage, wie lange es dauert, bis die Markov-Kette wieder in diesen Zustand
zuriickkehrt.
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Definition 7.2.2 (Erwartete Rekurrenzzeit)
Die erwartete Rekurrenzzeit eines Zustands i ist:

o \_ [ >.nfi(n) falls i rekurrent ist
Hi = E(L) = { 00 falls 1 transient ist

mit fz(n) :P(Xl %Z,XQ %Z,,Xn_l #Z,Xn:”XO:l)

FEin rekurrenter Zustand i hei3t nicht-leer, falls seine erwartete Rekurrenz-
zeit endlich ist. Ansonsten heifit er leer.

Zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(n) und der Leerheit eines
rekurrenten Zustands besteht folgender Zusammenhang: Ein rekurrenter Zu-
stand ¢ ist genau dann leer, wenn

pii(n) — 0 fiir n — oo
Dann gilt sogar
pji(n) = 0 fiir n — oo fiir alle j € S

Definition 7.2.3 (Periode)
Die Periode ¢ eines Zustandes i ist der grofite gemeinsame Teiler der Menge

{n : py(n) > 0}

Man nennt den Zustand i periodisch, falls & > 1 und aperiodisch falls
=1

Haben alle Zustédnde einer Markov-Kette Periode 1, so heifit sie aperiodisch.
Ein Zustand ¢ heifit ergodisch, falls er rekurrent nicht-leer und aperiodisch
ist. Sind alle Zustédnde von X ergodisch, so heifit X ergodisch.

Beispiel 7.2.2
Die drei Zusténde der Markov-Kette mit der folgenden Ubergangsmatrix ha-
ben Periode 3, da die Markov-Kette nach genau drei Schritten wieder in
den urspriinglichen Zustand zuriickkehrt. Die Markov-Kette ist damit nicht
aperiodisch.

010

P=1|1001

100
Bei der Markov-Kette mit der néichsten Ubergangsmatrix sind beide Zustéinde
aperiodisch und damit ist auch die Markov-Kette aperiodisch.

0 1
P‘(o.:a 0.7)
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Definition 7.2.4 (Irreduzible Zusténde)

Zwei Zustéande i # j einer Markov-Kette X kommunizieren miteinander,
falls f;; > 0 und f;; > 0. Schreibweise: ¢ <+ j

D|abe1' 1'31; fii =20 fiin)=> P(X1 # . Xo# j,..., X1 # 5, X =
J1Xo =1).

FEin Zustand © kommuniziert per definitionem immer mit sich selber: i < i

Eine Menge C' C S heifit irreduzibel, falls i <+ j fiir alle i,7 € C. B
FEine Menge C C S heifit geschlossen, falls p;; = 0 fiir allet € C und j € C.

Das bedeutet, dass eine geschlossene Teilmenge des Zustandsraumes nicht
verlassen werden kann.

Beispiel 7.2.3
Folgende Markov-Ketten haben einen reduziblen Zustandsraum:

11 1101
2 2 3 3 3
Polsao| By
0 01 0 01

In P, zum Beispiel “kommunizieren” nicht alle Zustdnde miteinander: Die
Wahrscheinlichkeit vom Zustand 3 in Zustand 2 oder 1 zu kommen ist 0.
Dagegen ist der Zustandsraum S der Markov-Kette Pj irreduzibel, da die
Wahrscheinlichkeit von einem Zustand i irgendwann nach Zustand j zu kom-
men echt positiv ist fiir alle i,j € S:

Ps; =

O Wl W=
N Wl W~
N = W= W

Satz 7.2.1 (Zerlegungssatz)
Der Zustandraum S einer Markov-Kette X lésst sich zerlegen in

1. eine Menge T mit transienten Zustdnden und
2. mehrere Mengen C},, die irreduzibel und geschlossen sind.

Also
S=TUC,UC,U...

Ferner gilt folgendes Lemma:
Wenn S endlich ist, dann ist mindestens ein Zustand rekurrent, und alle
rekurrenten Zustiande sind nicht-leer.
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Beispiel 7.2.4
Eine Markov-Kette habe den Zustandsraum S = {1,2,3,4,5,6} und die
Ubergangsmatrix

05 05 0 0 0 0
025 0.75 0 0 0 0
025 025 025 025 0 O
025 0 025 025 0 0.25
0 0 0 0 0.5 0.5
0 0 0 0 0.5 0.5

Bestimme nun die Periode jedes Zustands, transiente Zustiande und ergodi-
sche Zustédnde, sowie die Zerlegung des Zustandsraumes:

1. alle Zusténde haben die Periode 1 (die Hauptdiagonale ist besetzt), also
ist die Markov-Kette aperiodisch

2. die Zustinde 3 und 4 sind transient (4 nach 6 ist eine Einbahnstrafie
und 3 nach 4 nach 6 auch) und die anderen sind rekurrent

3. die Zustdnde 1,2,5 und 6 sind ergodisch (aperiodisch und E(T;) < 00).
Man zeigt, dass E(T;) = > nf;(n) konvergent ist mittels des Quotien-
tenkriteriums (Reihe a; + as + . .. ist konvergent wenn Grenzwert von
Apy1/an, < 1). Zunédchst Tg:

E(Tg) =Y nP(X;=5X,=5,...,X, =6/X, =6)

n=1

= nP(Xo=6,X,=5X,=5,..., X, =6)/P(X, = 6)
n=1

—P(X, = 6|X, = 6) + 2P(X; = 5|X, = 6)P(Xs = 6| X, = 5)+

o) n—1
> nP(X; =5|Xo=6) | [[ P(X: = 5[Xi-1 =5)| -
n=3 t=2

P(X, =6|X,_1=05) siehe Seite 97
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oder

E(Ty) =) nP(X;1=2,X,=2,...,X, =1|X, = 1)

n=1
=Y nP(Xo=1,X1=2X,=2,....X, =1)/P(Xo = 1)
n=1
:P(Xl

o] n—1
> nP(Xy =2[Xo=1) |[[ P(X: =2|X;1 =2)| -
n=3 t=2
P(X,=1X,.1=2)
1 & 1/3\" %1
—3 2" (i)
1 1o 3\"
=— 4= 292
RTINS (3)
Damit fiir Tj:
. n+ 12" . 1+nt 1
i (G ) = Jim Sy =<1 B <o
4. Zerlegung des Zustandsraumes S =T U Cy U Cy mit
T ={3,4}
Cl - {1, 2}

Cy ={5,6}
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7.3 Die stationire Verteilung und das Grenz-
werttheorem

Definition 7.3.1
FEine Wahrscheinlichkeitsverteilung w (Zeilenvektor) mit FEintrédgen
(m; : j € S) heiit stationére Verteilung einer Markov-Kette X mit Uber-
gangsmatrix P, falls gilt:

T = Z TiPij

oder in Matrixnotation:

Interpretation der stationédren Verteilung: Hat die Markov-Kette X die Ver-
teilung 7 zu einem gewissen Zeitpunkt n, dann auch im néchsten Zeitpunkt
n + 1 und sogar in allen nachfolgenden Zeitpunkten i =n+2,n+3,...
Denn es gilt z.B. fir i =n + 2:

7.1

w-P? = (nP)P W oap W g

Oft wahlt man fiir die Anfangsverteilung p, die stationére Verteilung, d.h.
Mo = 7.

Im folgenden betrachten wir ausschliefllich irreduzible Markov-Kette (Zu-
standsraum S ist irreduzibel).

Satz 7.3.1 (Satz iiber die stationire Verteilung)

FEine irreduzible Markov-Kette hat cine stationire Verteilung 7w genau
dann, wenn alle Zustédnde nicht-leer rekurrent sind. In diesem Fall ist 7 ein-
deutig und gegeben durch

™= 1/

wobei y; die erwartete Rekurrenzzeit des Zustands i ist.
Bei endlichem Zustandsraum gilt dann:

r=1I-P+U)"

wobel I die FEinheitsmatrix und 1 ein Zeilenvektor mit FEinsen ist und die
Matrix U nur Elemente gleich eins hat.

Fiir eine Markov-Kette mit 2 Zustidnden lésst sich die stationire Verteilung
leicht durch eine Formel ermitteln:
Sei die noch unbekannte stationdre Verteilung gegeben durch

= (m,me) = (m1,1 —m)
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und die Ubergangsmatrix ist:

P= 1 —pio P12
P21 1 —pa
Um 7 zu berechnen wendet man die Formel v = 7 - P an:
1 —p12 P12
mn=m-P& (m,1l—m)=(m,1l —m)-
(m )= (m ! ( par 1 —px
In der ersten Spalte der Gleichung ergibt sich fiir 7:

m = m(l—p2)+ (1 —m)pa

= M — P12 + P21 — T1P21
D21

D12 + P21
Damit lasst sich auch 7y berechnen:

Ty = 1—7T1
- 1_ P21

P12 + P21
P12

P12 + P21
Die zweite Spalte ergibt die gleiche Losung:
P21 P12
™= (m,m) = ) 7.2
(m, m2) (p12 + P21 P12+ p21> (72)

Beispiel 7.3.1 (Berechnung einer stationiren Verteilung)
Fiir die Markov-Kette mit folgender Ubergangsmatrix

0.9 0.1
P= (1 05 )
soll die zugehorige stationdre Verteilung berechnet werden.

Auf einfachstem Wege lésst sich dieses Ziel erreichen, wenn man die Werte
in die eben ausgerechnete Formel (7.2) einsetzt:

04 0.1
™ = (7T1,7T2) = (ﬁ7 ﬁ) = (08,02)

Die erwarteten Rekurrenzzeiten sind demnach p, = 5/4 fiir Zustand 1 und
1o = b fiir Zustand 2.
Eine weitere Méglichkeit zur Berechnung wurde im Satz 7.3.1 beschrieben:

n = 1I-P+U)"

oo [(3) (8 ()]

Weitere Rechnung in R:
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> I <- diag(2)

> P <- matrix(c(0.9, 0.4, 0.1, 0.6), nrow = 2)
> U <- matrix(1, nrow = 2, ncol = 2)

> rep(1, 2) 7*) solve(I - P + U)

[,11 [,2]
[1,] 0.8 0.2

Wie sieht die stationére Verteilung fiir die Markov-Kette mit dieser Uber-
gangsmatrix aus:

P =

_ o O

1
0
0

W o= O

Alle Zustdnde sind periodisch mit Periode

> P <- diag(3)[,c(3,1,2)]
> P )*} P

[,11 [,2] [,3]
[1,]1 0 0 1
[2,1 1 0 0
[3,] 0 1 0

> P 7i*} P 7%} P

[,11 [,2] [,3]
[1,] 1 0 0
[2,1 0 1 0
[3,1 0 0 1

die erwartete Rekurrenzzeit betrédgt damit

E(T) =) nfin)=1-04+2-043-1+4-0+4---=3.

Daher ergibt sich fiir m = (3,3, ).

Reversible Markov-Ketten

Sei X = (X, ..., Xy) eine regulire Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P
und stationédrer Verteilung 7, die X auch zu jedem Zeitpunkt n =0,..., N
besitze.
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Definiere nun Y = (ng,-.-7Xo) mit Y,, = Xy_,. Dann ist Y auch eine
Markov-Kette mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(Yyi1 = jlY, =) = (m;/mi)pji (7.3)
Beweis der Markov-FEigenschaft fiir Y:
Sei also Y,, = Xy_,. Dann gilt:
P(Yn+1 - in—i—l’Yn - ’in, e ,YO - ’LO)
P(XNf(nJrl) = ZAn—&-la)(N—n =, >XN = ZU)
P(XN_p=tn,..., X, =)

P(XNf(n+1) = Z.n—i-laXN—n = lny- .- 7XN = ZO)
P(XN—n = in)P(XN—(n—l) = in—1|XN—n = Zn) cee P(XN = Z.O|)(N—1 = Zl)

_ Tipg1 " Pingain " - - - Pirig
Tin * Pinin_1 " -+ Pirig
LT
- pln+11n
7T7;n

= Y ist Markov-Kette

Definition 7.3.2 )
Man sagt nun X ist reversibel, falls X und Y identische Ubergangswahr-
scheinlichkeiten haben, d.h. fallsVi,j € S gilt:

TiPij = T;jPji

Beispiel 7.3.2 (Reversible Markov-Kette)
Sei die Ubergangsmatrix der Markov-Kette X gegeben als

09 0.1
P= ( 0.4 0.6 )
von der bereits die stationédre Verteilung bekannt ist:
7 = (0.8,0.2)

Berechnet man die Ubergangsmatrix P’ von der Markov-Kette Y (nach 7.3)

P (%-0.9 %-04)
0201 §3-0.6

e 2
B ©

= (o1 0s)



7.3. DIE STATIONARE VERTEILUNG UND DAS GRENZWERTTHEOREM 109

so stellt man fest, dass P und P’ iibereinstimmen. Daher ist die Markov-
Kette X reversibel.

Satz 7.3.2
Alle irreduziblen Markov-Ketten mit zwel Zustédnden sind reversibel.

Beweis:
2.2. Ty * Pig = T * Pji V’l,j S {1,2}
Wie bereits bewiesen, haben 7; und s folgende Werte:

D21 und 7y = D12

7‘(’1 = - _—
P12 + P21 P12 + P21

e Fall (a) i = j =1 ist trivial

e Fall (b) i = j = 2 ebenfalls trivial

e Fall (C) 7 = 1’] =9 P12 - T = P12 - P21 = Doy - P12 _ Pa1 - o

p12+p21 p12+p21

e Fall (d) i = 2,5 =1 ist analog Fall (c)

AuBlerdem sind Markov-Ketten mit tri-diagonaler (nur die Haupt- und zwei
Nebendiagonalen sind besetzt, alle anderen Werte sind 0) Ubergangsmatrix
P reversibel, z.B. der random walk auf endlichem Zustandsraum
S = {0,1,...,b} oder der Prozess aus Beispiel 7.1.5 (Stichwort: Genhéu-
figkeit in Population konstanter Grofe).

Satz 7.3.3

Sei X eine irreduzible Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P. Ferner gebe
es eine Verteilung ™ mit m;p;; = m;p;; fiir alle i,5 € S.

Dann ist w die stationdre Verteilung und X ist bzgl.  reversibel.

Beweis:

Zﬂ'ipij = Zﬂjpjz‘ =T iji =T

Satz 7.3.4 (Grenzwerttheorem)
FEine irreduzible und aperiodische Markov-Kette konvergiert gegen ihre sta-
tiondre Verteilung 7 fiir n — oo und alle i:

pij(n) — m; = p;!
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bzw.

P,=P"—
iy

und daher pO P, — = fiir alle p\9, da gilt:

IJ’(O)Pn = (/Lla s 7Mm)Pn
s ((zui) (Zu) wm)
= (m,...,7n)
=

Wichtig ist es zu betonen, dass Satz 7.3.4 nur fiir irreduzible und aperiodische
Markov-Kette gilt. Denn betrachtet man die folgende Markov-Kette X mit
Ubergangsmatrix

dann stellt man fest, dass diese Kette periodisch (Periode 3) ist und damit
die stationédre Verteilung 7 = (1/3,1/3,1/3) hat. Fiir n — oo konvergiert P
aber nicht gegen 7.
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7.4 Inferenz fiir Markov-Ketten

Mit Hilfe der Inferenz koénnen bei einer Markov-Kette X z.B. die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zwischen den einzelnen Zustanden (Eintrége in der Sx.S
Ubergangsmatrix P) basierend auf einer (oder mehrerer) Realisationen von
X geschitzt werden. Dabei scheint es plausibel zu sein, die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p;; durch die entsprechenden Ubergangshiufigkeiten

nU
pz] -

zu schétzen, wobei n;; die Anzahl der beobachteten Ubergiinge von Zustand

inach j (4,5 € S) ist und n; = 3, ny;.

Diese intuitiven Schétzer sind auch die ML-Schétzer, was im folgenden her-
geleitet wird. Grundlage ist die Realisation Xy = 9, X1 = x1,..., Xy = 2N
von X. Die Likelihood berechnet sich somit als

= p prt v =10 T i
2%
Die Log-Likelihood lautet dann

[(P) = log(u)) Z ni; log(pi;)

Es tritt nun das Problem auf, dass mehrere Parameter in & = P durch
Maximierung der Log-Likelihood [(P) geschitzt werden miissen und noch
zusatzlich die Restriktion
sz‘j =1
J

fiir alle 7 zu berticksichtigen ist.
Daher wird zur Maximierung unter Nebenbedingungen die Lagrangesche
Multiplikatorenmethode angewendet. Dabei wird

Ir (P) 108;(Mz0 + an] IOg pl] Z Ai (Z Pbij — )

i\j
maximiert, indem die partiellen Ableitungen nach p;;

Dij Pij

%



112 7. MARKOV-KETTEN

gebildet werden. Werden diese Ableitungen gleich Null gesetzt, so erhélt man
nij = NiDij

Durch Summation iiber j folgt
>\i = Z nij =1y
J

und schlieflich
N N4
pij = n—l
Damit hat man nun gezeigt, dass die ML-Schétzer der Ubergangswahrschein-
lichkeiten die relativen Haufigkeiten der Ubergénge in der vorliegenden Rea-

lisation sind.
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7.5 Hidden Markov Modell

In diesem Kapitel werden wir eine Verallgemeinerung von Markov-Ketten,
die so genannten Hidden Markov Modelle kennenlernen. Hierbei trennt
man die im Modell vorhandenen Zustéinde und die nach auflen sichtbaren
Ereignisse voneinander (bei Markov-Ketten waren diese identisch).
Anwendungen finden Hidden Markov Modelle in verschiedenen Bereichen
wie beispielsweise in der Okonometrie, der Genetik (DNA-Sequenzierung,
Stammbaumanalyse), der Spracherkennung etc.

Die latenten Parameter X = (Xj,..., Xy) folgen einer (homogenen) Mar-
kovkette mit diskretem Zustandsraum .S mit

e Ubergangsmatrix P mit p;; = P(X; = j|X,_1 = i)
e Anfangsverteilung 7 mit m; = P(Xy = i) (oft impliziert durch # = 7w P)

Die Beobachtungen y;|z; = s sind bedingt unabhingig aus einer Ver-
teilung mit Wahrscheinlichkeitsfunktion/Dichte fs(y;) mit Parametern 6,
welche z.B.:

e cine diskrete Verteilung mit Missklassifizierungswahrscheinlichkei-
ten ps sein kann, oder auch

e cine Poissonverteilung mit Raten A

Bemerkung: Hidden Markov Modelle liefern eine realistischere Modellierung
als eine direkte Modellierung der Beobachtung als homogene Markov-Kette.

Beispiel 7.5.1 (Verrauschtes binéres Signal)
Das empfangene Signal entspricht den zur Verfiigung stehenden Daten:

y=1(22212211111211121222)

Die Gréfe des Zustandsraumes |S| = 2, da S = {1,2}. Weiter gilt
N = 20. Auflerdem ist die Matrix mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

fiir X gegeben:
0.75 0.25
Px= ( 0.25 0.75 )

Daraus ergibt sich als stationére Verteilung:

= (03)
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Weiter ist die Verteilung von Y gegeben X bekannt:

flye =1z =1) 0.8
flye =1z =2) = 0.2 (Verrauschung)
flyr =2lxy =1) = 0.2 (Verrauschung)
flyy =2z, =2) = 0.8

Bei der Inferenz mit festen Hyperparametern gilt, dass P, 7w und 6
(Verteilung von Y gegeben X)) fest sind.

Ziel ist es, eine moglichst genaue Schiatzung der latenten Zustédnde
x = (x1,...,zy) anzugeben. Die Posteriori-Verteilung f(x|y) berechnet
sich wie folgt:

flxly) = flz,y)/f(y)

x f(z,y)
N N
= Ty prt_lxt ’ H fmt (yt)
=
o) f(yle)

Das Problem, das sich hierbei ergibt, ist, dass es S (!) unterschiedliche Se-
quenzen x gibt. Folgende Methoden liefern einen Posteriori-Modus-Schétzer
(MAP-Schétzer):
e Viterbi-Algorithmus von Viterbi (1967):
Dies ist ein rekursiver Algorithmus zur Maximierung von f(x, y) bzgl. x,

welcher numerisch sehr effizient ist: O(|S]? - N)

e Simulated annealing von Kirkpatrick, Gelatt & Vecchi (1983)

Beispiel 7.5.2 (Fortsetzung von Beispiel 7.5.1)
Fiir die Daten

y= (22212211111211121222)

ergeben sich folgende Schétzer fiir die urspriingliche Nachricht x:
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Schétzer von x post. Wkeit P(x|y)
Tymap, = (22222211111111111222) 0.0304
Tapap, = (22222211111111122222) 0.0304
Typy= (22222211111111121222) 0.0135
y= (22212211111211121222) 0.0027
Hierbei bezeichnet & y;pyr den marginalen Posteriori Modus, d.h. jedes x;, 1 =
1,...,20, in &ypy hat marginale Posteriori-Wahrscheinlichkeit P(x;|y) >
0.5.

Seinen nun bestimmte Hyperparameter 8 unbekannt, wie beispielsweise die
Ubergangsmatrix P oder die Verteilung f(y;|z;).

Zum Schétzen der unbekannten Hyperparameter kommen folgende Ansétze
zum Tragen:

e Klassische Likelihood-Ansétze maximieren die (marginale) Likelihood
f(y) = f(y|@) beziiglich 8, z.B. mit dem Baum-Welch-Algorithmus
(iterativer (EM-)Algorithmus zur Maximierung von f(y|@)) von Baum
et al. (1970) und Dempster, Laird & Rubin (1977).

Problematisch ist hierbei die Berechnung von f(y|@) = >_ f(x,y|0),

da die Anzahl der Summanden im Allgemeinen sehr gross ist.

e Bayesianische Ansitze verwenden zusétzliche priori-Verteilungen f(0)
und simulieren aus der Posteriori-Verteilung

mit Markov-Ketten Monte Carlo (MCMC) Verfahren

Beispiel 7.5.3 (Fortsetzung von den Beispielen 7.5.1 und 7.5.2)
Die Daten waren:

y= (22212211111211121222)

Bisher war Px bekannt:

0.75 0.25
Px = ( 0.25 0.75 ) bekannt

Seinen nun die Eintrédge in P x unbekannt:

Px = ( pu L=prn ) unbekannt
1 —px D22

Die marginale Likelihood L(pi1,ps2) der Diagonalelemente pyy und pas ist
in folgender Graphik dargestellt. Die ML-Schétzungen sind p;; = 0.85 und
Doz = 0.78.
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Abbildung 7.1: Marginale Likelihood L(pi1, p22) dargestellt als Contour-Plot.



Kapitel 8

Stetige Zufallsvariablen

8.1 Definition von stetigen Zufallsvariablen

Idee: Eine Zufallsvariable X heifit stetig, falls zu beliebigen Werten a < b
aus dem Tréger von X auch jeder Zwischenwert in dem Intervall [a, b] moglich
ist.

Problem: Wie kann man P(a < X < b) berechnen, falls alle (also iiberab-
zéhlbar viele) Punkte im Intervall [a, b] moglich sind?

Beispiel 8.1.1 (Gliicksrad)

Betrachte ein Gliicksrad mit stetigem Wertebereich [0, 27]. Von Interesse ist
die Zufallsvariable, die den exakten Winkel angibt, an dem das Gliicksrad
stehen bleibt.

Aufteilung in 10 Sektoren, der gleichen Breite. Damit hat jeder Sektor die
Wahrscheinlichkeit 5.

P(X € [0,7]) = % -:

FEine feinere Aufteilung in 100 Sektoren der gleichen Breite liefert: jeder Sek-

tor hat Wahrscheinlichkeit 1—(1)0, aber

50 1

ist konstant.
Im Grenzprozess n — oo erhélt man: jeder Sektor hat Wahrscheinlichkeit 0,

aber

1
lim P(X €[0,7]) = lim 2 = 5

n—oo n—oo M

N[

117
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Definition 8.1.1
FEine Zufallsvariable X heifit stetig, wenn es eine Funktion f(x) > 0 gibt, so
dass sich die Verteilungsfunktion F(x) von X wie folgt darstellen ldsst:

Flz) = P(X <) — /_ F(u) du.

Die Funktion f(x) heifit Wahrscheinlichkeitsdichte (kurz Dichte oder
Dichtefunktion) von X. Der Trédger T von X ist die Menge aller Elemente
x € R fiir die f(x) > 0 gilt.

Beachte den Unterschied zu diskreten Zufallsvariablen! Hier gilt:

1. P(X=2) =0 VzeR

P(X €ab]) = P(X€lab)) = P(X €ab]) = P(X €a,b])

= /abf(x)d:c

+0o0
3. [ f(x)dz = 1 “Normierungseigenschaft”

Eigenschaften der Verteilungsfunktionen F(z) von stetigen Zufalls-
variablen:

1. lim F(x)=0

T—r—00

2. lim F(z)=1

T—00

3. An allen Stetigkeitsstellen von f(z) gilt: F'(z) = f(x)
4. Pla< X <b)=F(b) — F(a)

5. P(X >a)=1—-F(a)
ete.
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Definition 8.1.2

Als Normalisierungskonstante ¢ bezeichnet man multiplikative Terme
in der Dichtefunktion f(x), die nicht vom Argument z abhédngen (aber im
Allgemeinen von den Parametern), der iibrige Teil heilt Kern:

Man schreibt oft f(x) o g(z).

Allgemeine Definition von stetigen Zufallsvariablen:
Frage: Fiir welche Mengen B ist die Aussage

P(X € B) = /Bf(a:)da:

iiberhaupt sinnvoll? Sei F die Mengenfamilie aller offenen Intervalle in R.
Dann gibt es eine sogenannte o-Algebra (eine spezielle Mengenfamilie)

o(F), die F enthalt.

Fiir eine o-Algebra o(F) muss gelten:
1. ) und Q € o(F)

2. Fir A, B € o(F) ist auch B\ A € o(F)
3. Fir Ay, Ay, ... € o(F) ist auch G A, € o(F) und ﬁ A, €o(F)
n=1 n=1

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf ©Q wird nun mittels o(F) definiert: Fiir
alle paarweise disjunkten Mengen Aj, As, ... € o(F) soll gelten (vgl. Axiom
A3 von Kolmogorow):

PUZLA) =3 P(4)

Ferner miissen natiirlich auch die Axiome A1l und A2 erfiillt sein:

P(0) =0
1

Stetige Zufallsvariablen sind also Abbildungen von {2 nach R.
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8.2 Wichtige stetige Verteilungen

Im Folgenden werden wir nun wichtige stetige Verteilungen kennenlernen.
Stetige Verteilungen héngen wie diskrete Verteilungen von einem oder meh-
reren Parametern ab.

Zur Charakterisierung werden wir meist die Dichtefunktion und den Tré-
ger angeben.

Die einfachste stetige Verteilung ist die stetige Gleichverteilung;:
Eine Zufallsvariable X heifit stetig gleichverteilt auf dem Intervall [a, ]
(a,b € R), kurz X ~ U(a,b), falls ihre Dichtefunktion die Form

— fiir x € [a, b]

ro ={ 5

0 sonst

hat. Der Triager von X ist also 7 = [a, b].
Die Verteilungsfunktion F'(z) von X ergibt sich zu

0 r<a
F(z)=¢ =2 x€la,b
1 xr>b

0.25
1
1.0
1

0.20
1
0.8

0.15
1
0.6

f(x)
F(x)

0.10
1
0.4
1

0.05
1
0.2
1

0.00
1
0.0

Abbildung 8.1: Dichtefunktion (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der
stetigen Gleichverteilung fiir a =2 und b =6

Funktionen in R:
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e dunif(x, min = a, max = b) liefert Dichtefunktion
e punif () liefert Verteilungsfunktion

e qunif () liefert Quantile

e runif () liefert Zufallszahlen aus der Gleichverteilung

Die Exponentialverteilung
Eine stetige Zufallsvariable X mit positivem Tréager R, , heifit exponential-
verteilt mit Parameter A € Ry (kurz X ~ &£())), wenn sie die Dichte

[ Xexp(—Az) firz>0
flw) = { 0 sonst
besitzt. Die Verteilungsfunktion ergibt sich zu

[ 1—exp(—Az) firz>0
F(x)_{o firx <0

Funktionen in R:
e dexp(x, rate = \)liefert Dichtefunktion
e pexp() liefert Verteilungsfunktion
e gexp() liefert Quantile

e rexp() liefert Zufallszahlen aus der Exponentialverteilung

Es bleibt zu zeigen, dass [ f(z)dx =1 gilt:
0

/Ooof(x)dx = )\/Oooexp(—)\x)dx

~ l—iexp(—)\x)}zo
[
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0.6 0.8
0.8 1.0

f(x)
0.4
F(x)

0.4
1

0.2
0.2

0.0
1
0.0

Abbildung 8.2: Dichtefunktion (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der
Exponentialverteilung fiir verschiedene Raten.

Beispiel 8.2.1 (Kern der Exponentialverteilung)

Der Kern der Exponentialverteilung ist exp(—Az), da dieser Teil der Dich-
tefunktion f(x) von x abhangt.

Die Normalisierungskonstante ist \.

Die Exponentialverteilung steht in engem Zusammenhang zur Poissonver-
teilung. Die Anzahl der Ereignisse in einem Intervall ist genau dann P(\)-
verteilt, wenn die Zeitdauern zwischen aufeinander folgenden Ereignissen un-
abhéngig und exponential verteilt mit Parameter A\ sind.

Beispiel 8.2.2
Ebenso wie die geometrische Verteilung besitzt die Exponentialverteilung die
FEigenschaft der Gedédchtnislosigkeit, d.h. P(X > s+ z|X > s) = P(X >
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x), wie man leicht sieht:

P(X >s+z,X > s)

PX>s+z|X>s) = PX > 5)

>0 P<X>3+£U)
P(X >s)

1-P(X <s+ux)
1-P(X <5s)

exp(—A(s + x))
exp(—As)

= exp(—Azx)
= P(X >uz)

Die Gammaverteilung

Die Gammaverteilung ist eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung.
Wie diese hat sie einen positiven Triger 7 = R, aber einen Parameter mehr:
Eine stetige Zufallsvariable X heifit gammaverteilt mit Parametern a« € R
und g € Ry (kurz X ~ G(a, B)), falls sie die Dichte

f(a) Ffzz) r*Lexp(—px) fir z >0
€Tr) =
0 sonst

besitzt.
Hier bezeichnet I'(a) die Gammafunktion

(o) = /0 " 2 oxp(—a) de

Die Gammafunktion kann als Verallgemeinerung der Fakultéit betrachtet wer-
den, da gilt:

Fxz+1) = 2! firzeN,
Fz+1) = al'(z) firzeRy

Figenschaften der Gammaverteilung:

e fiir & = 1 entspricht die Gammaverteilung einer Exponentialverteilung
mit Parameter A = 3
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3
1
0.8

f(x)
2
1
FO)
0.6

0.4

0.2

0.0

Abbildung 8.3: Dichtefunktion (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der
Gammaverteilung mit verschiedenen Werten fiir o und /3

o fiir a = g mit d € N und g = % entspricht die Gammaverteilung der
sogenannten Chi-Quadrat(x?) -Verteilung mit d Freiheitsgraden
(kurz: X ~ G(2, 1) = X ~ x%(d))

273
Funktionen in R:
e dgamma(x, shape = «, rate = [(3) liefert Dichtefunktion
e pgamma () liefert Verteilungsfunktion

e ggamma () liefert Quantile

e rgamma() liefert Zufallszahlen aus der Gammaverteilung

e dchisq(x, df = d, rate = f3) liefert Dichtefunktion
e dchisq() liefert Verteilungsfunktion

e dchisq() liefert Quantile

e rchisq() liefert Zufallszahlen aus der y3-Verteilung

Man kann mit Hilfe der Substitutionsregel

[ o) g@ s = [ Fea:
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zeigen, dass [ f(z)dx =1 ist:

/f(x) dx

/0 I‘ﬁ(Z) 7 exp(—Bx) dx

P

o /O " 20 exp(—Br) da

Als Substitution verwendet man g(x) = - x. Dann erhélt man

B[ e L
Jrea = o [ gt g e(—g(w) s

Ba

PR Flg@) 9@
- = - a—1 < (— \
- T 5/ @ T en(gl@) B da

1 [~
= T,

=I'(a)

=1

Die Normalverteilung
Eine Zufallsvariable X mit Triger 7 = R und Parametern p € R und
0? € R, heit normalverteilt (kurz X ~ A (u,0?)), falls sie die Dichte-

funktion ,
11 1(z — p) )
f(z) :\/—2_7T;exp (—57) fir x € R

hat. Diese wird auch “Gaufische Glockenkurve” genannt. Fiir 4 = 0 und
0% = 1 nennt man die Verteilung Standardnormalverteilung.
Beachte:

Fa)= [ fwdu

ist nicht analytisch zugénglich (d.h. man findet keine Stammfunktion und
braucht numerische Integration).

Weshalb gilt fiir die Dichtefunktion der Normalverteilung [~ f(z)dz = 17
Aus der Analysis ist bekannt, dass fiir a > 0 gilt:

/OO exp(—a’r?) dv = VT (8.1)

o0
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Abbildung 8.4: Dichtefunktion (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der
Normalverteilung mit verschiedenen Werten fiir p und o

Auflerdem stimmen die folgenden beiden Integrale Vi € R iiberein

R C R

da die beiden Integralsfunktionen bis auf eine Verschiebung entlang der x-
Achse identisch sind. Daher erhélt man:

/Oof(x)dx = OO\/2_1. exp<—%<x;—2u)2> dx

Q

Funktionen in R:
e dnorm(x, mean = u, sd = o) liefert Dichtefunktion
e pnorm() liefert Verteilungsfunktion

e gnorm() liefert Quantile
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e rnorm() liefert Zufallszahlen aus der Normalverteilung

Die Betaverteilung
Eine Zufallsvariable X mit Triager 7 = (0,1) und Parametern a € Ry und
f € R, heifit betaverteilt (kurz X ~ Be(a, 3)), falls sie die Dichtefunktion

B(a,p)

Lzl (1 —2)! fir0<az<1
sonst

besitzt, wobei die Betafunktion B(«, #) gerade so definiert ist, dass
1

[ f(z)dz =1 gilt:

0

I'(a)I'(B) / ! -1 -1
B(a,f) = ——~ = N1 —z) L de
(o, B) Tatd)  J, (1—=x)
An dieser Formel erkennt man auch den Zusammenhang zwischen der Beta-
und der Gammafunktion.

X,
F(x)

Abbildung 8.5: Dichtefunktion (links) und Verteilungsfunktion (rechts) der
Betaverteilung mit verschiedenen Werten fiir o und /3

Beachte: Fiir « = = 1 entspricht die Gammaverteilung der Gleichvertei-
lung auf dem Intervall [0, 1].

Funktionen in R:

e dbeta(x, shapel = «, shape2 = () liefert Dichtefunktion
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e pbeta() liefert Verteilungsfunktion
e gbeta() liefert Quantile

e rbeta() liefert Zufallszahlen aus der Betaverteilung
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8.3 Lageparameter von stetigen Zufallsvaria-
blen

Lageparameter von stetigen Zufallsvariablen sind (ebenso, wie bei diskreten
Zufallsvariablen) die folgenden:

e Erwartungswert: existiert meistens, ist dann auch eindeutig

e Median (0.5-Quantil): existiert immer, ist immer eindeutig, solange
der Trager von X ein Intervall ist

e Modus (Maximum der Dichtefunktion): existiert nicht immer, ist auch
nicht immer eindeutig

Die Definitionen dieser Parameter lauten aber anders.

Definition 8.3.1
Den Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X ist definiert als

E(X) = /Oo o f(z) da

o0

unter der Voraussetzung, dass die Funktion x f(x) absolut integrierbar ist,
d.h es muss gelten:

E@W)—/frmedx—/ftmﬂmdx<aa

Andernfalls sagt man, der Erwartungswert von X existiert nicht bzw. ist
unendlich.

Zur Erinnerung ist hier noch einmal die Definition des Erwartungswertes fiir
stetige Zufallsvariablen aufgefiihrt:

E(X)=> zP(X =z)
€T (@)

Der Erwartungswert fiir stetige Zufallsvariablen hat sehr d&hnliche Eigenschaf-
ten wie im diskreten Fall (die Existenz aller auftretenden Erwartungswerte
sei im folgenden vorausgesetzt):

1.mmxn=/fgwﬁmnm

o0

fiir eine beliebige Funktion g : R — R



130 8. STETIGE ZUFALLSVARIABLEN

2. “Linearitédt des Erwartungswertes”

E(a- X +b) =aE(X)+0b
3. “Additivitat”:

E(X+Y)=EX)+EY)

4. “Symmetrie”:
Ist f(z) symmetrisch um einen Punkt ¢, d.h.
fle=x)= f(c+2x) VreR, dannist E(X) =c.

Beispiel 8.3.1 (Erwartungswert der stetigen Gleichverteilung)
Die Dichtefunktion ist

A a<z<b
_ b—a — —
Jw) = { 0  sonst

Daher lautet der Erwartungswert

fLa
2

=
—
>
I
—
>
&
|H
ISH
S
Il
|H
1
V)
—_
o
I
|H
N[ =
—~
S
)
|
Q
)
N~—
|
S
&
o

Dies ist einfacher iiber die Symmetrieregel fiir den Erwartungswert zu zeigen,

denn die Dichtefunktion f(z) ist symmetrisch um den Punkt ¢ = %52

Beispiel 8.3.2 (Erwartungswert der Normalverteilung)
Der Erwartungswert der Normalverteilung ist E(X) = p, da die Dichtefunk-
tion

f(z) = \/%_ﬂéexp (_%(x;_;ﬁ) firz € R

symmetrisch um den Punkt ¢ = p ist.

Beispiel 8.3.3 (Erwartungswert der Betaverteilung)

fla) = et 1 —2)’t fir0<a <l
0 sonst
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E(X) = /Ooxf(x)dx

o0

1
1 1 N
= T - 22 N1 —2) N dx
[ = sam 0=
1 1

1

= B((X’B)-B(a—i—l,ﬁ) \/0 —B(a+1,5)xa(1_x)ﬁ 1d;1i
=1, Int. iiber Dichtefkt. von Be(a+1,5)

Mo+ 8) T(a+1)-T()
[(a)-T(B) T(a+p5+1)
esgilt T'(x +1) =z -T'(x)
o
a+p

Beispiel 8.3.4 (Erwartungswert der Exponentialverteilung)

| Xexp(—Azx) fiir x>0
flo) = { 0 sonst

Mit Hilfe von partieller Integration

gilt fiir den Erwartungswert

E(X) = / A exp(—Azx) dz
0 u(z) '(z)

_ [xx(_niexp(—mr—/OOOA(—U;exp(—Ax)dx

= 0+/ exp(—Az) dx
0

1

A

Satz 8.3.1
Es gilt fiir stetige Zufallsvariablen mit positivem Trager R :

B(X) = /0 Tl - F@) de

P(X>x)
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vgl. dazu Satz (5.1.1) fiir diskrete Zufallsvariablen mit Trager N:

E(X)=> P(X>k) =) P(X>k)

[o¢] o0
k=1 k=0

Diese Formel liefert eine einfachere Variante, den Erwartungswert der Expo-
nentialverteilung zu berechnen:

E(X) = /OOO 1—[1—exp(—Az)|dx = /000 exp(—\x) dr = —%exp(—)\x) :O = %

Bemerkung: Fiir beliebige Zufallsvariablen X muss zwar immer [ f(z)dz =1
gelten, es kann aber durchaus der Fall E(X) = oo eintreten, da

B(X) = [ lelf(z) do = o0
Dies sieht man an folgendem Beispiel:

Beispiel 8.3.5 (Erwartungswert der Cauchy-Verteilung)
Die Cauchy-Verteilung mit der Dichtefunktion

hat keinen (endlichen) Erwartungswert.

Fiir die Cauchy-Verteilung gilt, dass f(x) symmetrisch um den Punkt 0 ist,
und somit wiirde man denken, dass E(X) = 0 ist, was aber nicht der Fall ist.
Betrachte dazu zunéchst

B(X)) = 2 / " ef(x) du

2 . ¢
= — lim
T c—oo [ 1—|—;L‘2

2 1
= — lim [5 log(1+x2)]

dx

C

T c—00 0

1
= = lim log(1 + ¢?)

T c—00

= Q.

Der Erwartungswert der Cauchy-Verteilung existiert somit nicht.
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Definition 8.3.2 (Quantile von stetigen Zufallsvariablen)

Wir nehmen an, dass der Trager der stetigen Zufallsvariable X ein Intervall
ist und somit die Umkehrfunktion F~'(p) der Verteilungsfunktion F(z) von
X eindeutig definiert ist.

Das p-Quantil der Verteilung von X ist definiert als der Wert z, fiir den
F(z) = p gilt. Somit gilt =, = F~'(p). Speziell erhélt man fiir p = 0.5 den
Median z.q4.

Ist f(x) symmetrisch um einen Punkt ¢, so ist xps.q = c. Beispielsweise ist der
Median x7.q = p bei einer normalverteilten Zufallsvariablen X ~ N (u, 0?).

Definition 8.3.3 (Der Modus von stetigen Zufallsvariablen)
Ein Modus einer stetigen Zufallsvariable X ist ein Wert .4, fiir den fiir
alle x € R gilt:

f(@n0a) = f(2)

Der Modus ist nicht notwendigerweise eindeutig, noch muss er existieren.

Beispiel 8.3.6 (Modi von verschiedenen stetigen Verteilungen)
1. Modus der Betaverteilung:

[ P 0 <a <
0 sonst

Um das Maximum der Dichtefunktion zu erhalten, wird die erste Ab-
leitung gleich Null gesetzt:

F@) = g o= Da" 20 =0 e (5= 1) — ) (1)
= ! 72721 — 2)7 2 [(a — —xz)—(f—1)x
~ a0 =D —a) = (5= 1]

1

=0

S a—ar—1+x—2a2f+2x=0

a—1

m nur fUI' a>1 und 6 >1 e1ndeut1g”

TMod =

2. Der Modus der Normalverteilung ist ji.

3. Der Modus der Gammaverteilung:
Fiir o > 1 ist der Modus eindeutig gleich z g = (o —1) /5. Fiir a < 1
existieren keine Modi.
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Definition 8.3.4
Die Varianz einer stetigen Zufallsvariablen definiert man analog zum
diskreten Fall:

VarX = E[X — BE(X))? = E[X — u)* = /_OO (x — p)?f(x)de

[e.e]

mit p = E(X). Die Standardabweichung o = +/Var(X) ist wie im diskre-
ten Fall definiert.

Beachte: Auch die Varianz kann nicht existieren, d.h. unendlich sein. Existiert
der Erwartungswert nicht, so existiert auch die Varianz nicht.

Fiir die Varianz fiir stetige Zufallsvariablen gelten nun im wesentlichen die-
selben Eigenschaften wie im diskreten Fall.

e Verschiebungssatz:
Var(X) = E(X?) — [E(X)]”
e Lineare Transformationen: Fiir Y =a - X + b gilt:
Var(Y) = a® - Var(X)
e Sind X und Y unabhéngig, so gilt:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Beispiel 8.3.7 (Varianz der stetigen Gleichverteilung)

Wir wissen:
1
= a<zx<b
f<x)_{0 sonst
und b
a
E(X) =
="
Zunéichst folgt fiir B(X?):
>0 b, 1 [48" 1 -
B(X?) = 2d:/2 dr = - | =3
(X%) /_Ooxf(m) v a$b—a v b—a|3], 3 b—a

Mit dem Verschiebungssatz ergibt sich:

Var(X) = E(X*)~ (B(X)? = " ‘(Hb)

1 1
= g-(62+ab+az)—Z(b2+2ab—l—a2)
o L5 2 _(b_a)Q
= 12(b 2ab+a”) = 5
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Die Varianz wéchst also quadratisch mit der Lange des Intervalls, die Stan-
dardabweichung somit linear mit der Lange des Intervalls.

Im Folgenden nun zusammenfassend die Erwartungswerte und Varianzen der
giangigsten stetigen Verteilungen:

Name Symbol E(X) Var(X)
Gleichverteilung X ~U(a,b) “Tb %
Exponentialverteilung X ~ &N % %
Gammaverteilung X ~G(a,p) 3 5
Normalverteilung X ~ N (u,0?) I o2
Betaverteilung X ~ Be(a, ) e m
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8.4 Das Gesetz der grofien Zahlen

Das Gesetz der groflen Zahlen ist eine Aussage iiber das arithmetische
Mittel X, = X 3" | X; fiir n — oo, wobei X;, ¢ = 1,...,n unabhéingig und
identisch verteilte Zufallsvariablen aus einer Verteilung mit Erwartungswert
p und Varianz o? seien.

Klarerweise gilt:

E(X,) =p
und .
Var(X,) = ~o*
n
da

E(X,) ( ZX) -ZE(XZ-):%-n-pJ:pJ
1 1
Var(X, Var( ZX) ZV&T =5n n-o*= 502.

Daher folgt sofort, dass fiir das arlthmetlsche Mittel und seine Varianz im
Grenzfall (n — oo) Folgendes gilt:

X,—p und Var(X,)—0

In Abbildung 8.6 sieht man anschaulich, dass das arithmetische Mittel von
10000 standardnormalverteilten Zufallsvariablen gegen den Erwartungswert
0 konvergiert.

Dagegen konvergiert das arithmetische Mittel von 10000 Cauchyverteilten
Zufallsvariablen nicht (sieche Abb. 8.7), da der Erwartungswert der Cauchy-
Verteilung nicht existiert.
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Arithmetisches Mittel

Abbildung 8.6:
fallsvariable

Arithmetisches Mittel

Abbildung 8.7:
blen

Arithmetisches Mittel fiir 10000 standardnormalverteilte Zu-

0 2000 4000 6000 8000 10000

Arithmetisches Mittel fiir 10000 Cauchyverteilte Zufallsvaria-
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8.5 Der Transformationssatz fiir Dichten

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx (). Betrachte nun Y = g(X),
wobei z.B. Y = exp(X),Y = X?, ...
Frage: Wie lautet die Dichte fy(y) der Zufallsvariable Y7

In dem folgenden Satz wird beschrieben, wie man auf einfache Weise die
Dichtefunktion von Y = ¢g(X) berechnen kann:

Satz 8.5.1 (Transformationssatz fiir Dichten)
Sei g streng monoton und differenzierbar. Dann kann man die Dichte fy(y)
mit Hilfe des Transformationssatzes berechnen:

Beweis (iiber die Verteilungsfunktion Fy (y) von Y):
Sei g zunéchst streng monoton wachsend und differenzierbar:

Fy(y) = P(g(X)<y) = P(X<g'(y) = Fx(9'(¥))

Differenzieren ergibt:

frly)=Fly) = F)/((g_1<y)).dgdy<y)
= fxlg () dg;y(y)
—_——

positiv, da ¢! streng
monoton wachsend
Sei nun g streng monoton fallend und differenzierbar:
Fy(y) = Plg(X)<y) = P(X>g7'(y) = 1-P(X <g'(y)
= 1-P(X<g'(y) = 1-Fx(g~(
(

= fr) = —fx(g7' () -

negativ, da g streng
monoton fallend

Insgesamt ergibt sich also:

o) = Fxlo ) - \dgd—y(y)'
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Beispiel 8.5.1 (Erzeugung exponentialverteilter Zufallsvariablen)
Betrachte X ~ UJ[0,1] und Y = ¢(X), mit g(z) = —log(X). Die Umkehr-
funktion von g(z) ist damit g~'(y) = exp(—y). Die Ableitung der Umkehr-
funktion lautet dann

dg~"(y)

dy
Damit ergibt sich fiir die Dichtefunktion von Y :

= —exp(—y)

Sy (W) = fx(g7 (W) - |- exp(—y)| = exp(—y)

Daher folgt, dass Y exponentialverteilt ist mit Parameter A\ = 1, also
Y ~ E(X = 1). Allgemeiner liefert Y = —+log(z) Zufallszahlen aus einer
Exponentialverteilung mit Parameter A : Y ~ E())

Beispiel 8.5.2 (Quadrat einer Standardnormalverteilung)
Wie lautet die Dichte von Y = X2, falls X ~ N(0,1), also standardnormal-
verteilt ist? Die Dichte von X ist

1 1,
x) = exp| —=ux firz e R
) = o (- 5+°)
Ein Problem ist, dass man fiir die Verwendung des “Iransformationssatzes
fiir Dichten” eine streng monotone Funktion g benétigt, g(x) = x* aber nicht
monoton ist. Daher betrachtet man zunéchst Z = |X|. Z hat offensichtlich

das Doppelte der Dichte der Standardnormalverteilung auf R :

2 1
f(z) = exp (— = 22) fiir z > 0 und 0 sonst

V2 2
Nun ist X? =Y = Z? = g(Z) und g monoton wachsend auf dem Werte-
bereich R,. Damit ergibt sich y = 2*> < z = ,/y und die Ableitung der
Umbkehrfunktion von g lautet

dg~'(y) _ L -
dy 2

Mit dem “Transformationssatz fiir Dichten” erhdlt man die Dichte von Y':

2 1, )\ 1 1 1 B
= exp | —= - = exp | —=vy | -
f(y) Nor p( 2(@)) 5Y Nors p( 2y) y
Y ist also gammaverteilt mit den Parametern a = (5 = %, Y ~ G(.5,.5).
Vergleiche hierzu die Dichte der Gammaverteilung:

fw)= 2 et ep(—py)

N

D=
D=
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Diese Dichte entspricht auch der Dichte einer x2-Verteilung mit 1 Freiheits-
grad: Y = X? ~ x3(1). Allgemeiner gilt: Fiir X; ~ N(0,1) ¢=1,...,d und
unabhéngig ist Y = X? + X3 + ... + X2 x?-verteilt mit d Freiheitsgraden.

Allgemeiner kann man auch die Inversions-Methode zur Erzeugung von
n Zufallszahlen aus einer beliebigen stetigen Verteilung mit Dichte f(x) und
Verteilungsfunktionen F(z) verwenden. Erzeuge dazu n gleichverteilte Zu-
fallsvariablen Uy, ..., U, auf dem Intervall [0, 1]. Dann sind

X;=FYU), i=1,...,n

die gesuchten Zufallszahlen aus der gewiinschten Verteilung mit Verteilungs-
funktionen F'(x).

Bewezs:
Die Dichte von X; ergibt sich mit der Anwendung des Transformationssatzes
fiir Dichten:
fx(@) = fu(F(z))- F'(x) = f(z)
=1 f(=)

Beispiel 8.5.3 (Erzeugung von Cauchyverteilter Zufallsvariablen)
Die Dichtefunktion f(x) von Cauchyverteilten Zufallsvariablen ist

—_

und die Verteilungsfunktion F(x) lautet

F(z) = /_oo —Tr du = - larctan(u)|. = — arctan(z) + 5]

u
arctan(z) 1
7T 2

Die inverse Verteilungsfunktion ist somit:

P - e (5 1)

Zufallszahlen aus der Cauchy-Verteilung lassen sich also leicht erzeugen, in-
dem man Uy, ..., Uy aus ~ U|0,1] erzeugt und X; = tan(m(U; — 3)) berech-
net.
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Beispiel 8.5.4 (log-Normalverteilung)

Anwendung des Transformationssatzes fiir Dichten:

Betrachte X ~ N(p,0?). Dann heifit Y = exp(X) log-normalverteilt mit
Parameter u und o2. Y hat Dichte

_ 1 1(log(y) —p)*, 1
) = <o exp( 5B
[\ -~ - N~
Fx (g7 () dg;;(y)
fiir y > 0 und 0 sonst.
Es gilt:
L,
B(Y) = esp(u+ 50%)

Var(Y) = exp(2u+ o®)[exp(c?) — 1]
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8.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz(ZGWS) beinhaltet die Aussage, dass das
arithmetische Mittel, geeignet standardisiert, von beliebigen unabhéngig und
identisch verteilten (engl.: i7d: “independent, identically distributed”) Zufalls-
variablen gegen die Standardnormalverteilung konvergiert. Diese Tatsache
begriindet die zentrale Rolle der Normalverteilung in der Stochastik. Doch
zunéchst miissen wir dazu standardisierte Zufallsvariablen definieren.

Definition 8.6.1
Eine Zufallsvariable X heifit standardisiert, falls sie

o Erwartungswert E(X) = p =0 und
o Varianz Var(X) = o% =1
besitzt.

Jede Zufallsvariable X mit endlichem Erwartungswert E(X) und endlicher
Varianz Var(X) kann man durch lineare Transformation standardisieren.
Definiere dazu die Zufallsvariable X als

X —p
—.

X =

Dann gilt offensichtlich:

B(X) = —(E(X)~ =0

1
Var(X) = ;Var(X) =1

Auch die Summe von unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen
X1, Xo, ..., X, mit endlichem Erwartungswert yu = E(X;) und endlicher Va-
rianz o2 = Var(X;) kann standardisiert werden.

Zunéchst gilt fiir die Summe Y,, = X7 + Xo + ... + X;:

E(Y,) = n-u
Var(V,) = n-o?

Somit hat

Y, —nu 1 <X, —pu
Zn:—:—
Vn-o \/ﬁzzl o
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Erwartungswert

= 0

und Varianz

_ ! 2Va(m—”"’z
- \WVn-o ) = o

= 1.

Die Zufallsvariable Z,, ist also standardisiert.
Die exakte Verteilung von Z,, ist zunéchst noch unbekannt. Fiir n — oo kann
man jedoch den zentralen Grenzwertsatz anwenden.

Satz 8.6.1 (Zentraler Grenzwertsatz)
Die Verteilungsfunktion F,(z) von Z, konvergiert fiir n — oo an jeder Stelle
z € R gegen die Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung.

Man schreibt:
F,(z) = ®(2) fiir n — oo und alle z € R bzw. kurz Z,, ~ N(0,1) (“asymp-
totisch standardnormalverteilt”)

In der Praxis kann man also die Verteilung von Z,, fiir n grof3 gut durch eine
Standardnormalverteilung approximieren.

Bemerkungen:

e Satz 8.6.1 gilt sowohl fiir stetige als auch fiir diskrete Zufallsvariablen
X;, wenn deren Erwartungswert und Varianz existieren (fiir Standardi-
sierung notig)

e X, kann beliebig "schiefe” (nicht symmetrische) Verteilungen haben,
z.B.

Trotzdem konvergiert Z,, gegen die (symmetrische) N (0, 1)-Verteilung.
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e Die Standardisierung ist nicht notwendig zur Formulierung des ZGWS.
Alternativ kann man auch direkt Y,, = X; + ...+ X,, betrachten.
Dann gilt

Y, ~N(n-p,n-c?

denn

Zn

= \/ﬁd N/
——
Yn_n'ﬂ/

N(0,1)
N(0,n-c?)

ls (=

N(n-p,n-o?)

le

= Y,

Beispiel 8.6.1 (Summe von iid Bernoulliverteilten Zufallsvariablen)
Seien X; Bernoulliverteilte, unabhéngige Zufallsvariablen:

X, ~B(r),i=1,...,n
Dann ist Y, = > | X; binomialverteilt mit 'Y, ~ B(n, ). Asymptotisch gilt:

Yn_ : a
LT L A(0,1)

n-m(l—m)

bzw.
Y, ~N(n-mn- 7(l—m))
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8.7 Die gemeinsame Verteilung von zwei ste-
tigen Zufallsvariablen

Definition 8.7.1
Die gemeinsame Verteilungsfunktion zweier stetiger Zufallsvariablen X
und Y ist die Funktion

F(z,y) = P(X <zundY <y)

Alternativ kann man die gemeinsame Verteilung von X und Y auch iiber
deren gemeinsame Dichtefunktion f(x,y) definieren, wobei

Flo,y) = /ioo /:OO Flu,v) du do

fiir alle x,y € R gelten muss.
Falls f(z,y) stetig ist, so gilt:

*F(x,y)

didy f(x,y)

AuBlerdem muss die gemeinsame Dichtefunktion auch normiert sein:
+oo “+o0o
/ flz,y)dedy =1

Die Dichten der Randverteilungen lassen sich durch Integration (im dis-
kreten Fall war es die Summation) erhalten:

+00

fx@) = [ )y
+o00

fY(Z/) = - f(l‘,y)d.%

Der Erwartungswert einer gemeinsamen Verteilung lisst sich berech-
nen durch

s = [ [ et s deay

fir g : R? — R.



146 8. STETIGE ZUFALLSVARIABLEN

X, Y heilen unabhingig, genau dann wenn

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y)
bzw.  fxy(z,y) = fx(¥)fr(y) Ve,yeR

Allgemeiner gilt:
X17X27 s aXn sind unabhangig And f(l'l,[[‘g, s ,In) = f(l'1>f($2) e f(xn)

Weiterhin definiert man analog zum diskreten Fall:

die Kovarianz ~ Cov(X,Y) = E[X —E(X))(Y —E(Y))]

die Korrelation p(X,Y) — \/Va(s(o);(f/{/)ar(y)

Es gilt wieder:
Cov(X,Y)=E(X-Y)—-E(X) -E(Y)

Beispiel 8.7.1

Betrachte
Lfiir 0<y<z<1

ren={;
sonst
Die Randverteilung von X ergibt sich zu

71 1 .
fX(x):/—dy:—[x—O]zl fiir 0<z<1,
0 T x

also einfach eine Gleichverteilung auf [0, 1].
Die Randverteilung von Y ist

Frly) = /lidx = [1og(a:)]; = log <§> fir 0<y<1.

Man iiberpriift leicht, dass

und

o = [ ) o] -
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gilt.
Folglich gilt also auch:

//f(x,y)dydm _ /f(x)dx _
//f(%y)dxdy = /f(y)dy =1

Weiter erhélt man (z. B. mit MAPLE), dass:

bzw.

Var(Y) = E(Y?) — [E(Y))?
b =i

Da X ~U(0,1), gilt E(X) = 5 und Var(X) = 5.

Ferner ergibt sich fiir

1 x 1 1 T
E(X-Y)://x-y-—dydx://ydydx

o Jo T o Jo
11,272 1,2

:/[y—} dx:/x—d:r
0 20 02

_ a:31_1

- 16], 6

Damit erhélt man folgende Werte fiir die Kovarianz

Ol =

Cov(X,Y) = B(X-Y)~E(X)EY) = c— -7 = o

und die Korrelation

Cov(X,Y)

1
_ 24
V/ Var(X) /Var(Y) \/g /ﬁ
Definition 8.7.2

Die bivariate (“zweidimensionale”) Standardnormalverteilung mit
Parameter p mit |p| < 1 hat die Dichtefunktion

p(X,Y) = ~ 0.65

1

flz,y) = m

exp (—2(1;_/)2) (2® = 2pzy + y2)>
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Es gilt:
e Die Randverteilungen von X und Y sind (unabhingig von p) standard-

normalverteilt.

e Die Korrelation zwischen X und Y ist gleich p (daher hat |p| auch einen
Wert < 1).

e Aus Unkorreliertheit von X und Y folgt hier auch die Unabhéngigkeit
von X und Y: Fiir p = 0 ist némlich die gemeinsame Dichtefunktion
das Produkt der Dichten der Randverteilungen:

1

flay) = %exp( 3 +0?)

(7))
= ex — exp [ —=
p 5 5 p 5 Y

D1chte der N (0,1)-Vtlg. Dichte der N(O 1)-Vtlg.
= fx(x)- fr(y)

Abbildung 8.8: Die bivariate Standardnormalverteilung fiir p = 0 (links),
p = 0.7 (Mitte) und p = —0.5 (rechts)

Bemerkung:

Die allgemeine bivariate Normalverteilung mit insgesamt fiinf Parame-
tern (ux, py, 0%, 0%, p) erhilt man durch folgende lineare Transformationen
einer bivariaten Standardnormalverteilung:

X — upux+ox-X
Y — uy—+oy Y
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8.8 Bedingte Verteilungen von stetigen Zu-
fallsvariablen

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(x,y). Wir in-
teressieren uns fiir die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y.

Das Problem bei der Berechnung der Verteilung besteht darin, dass

P(Y =y) =0 und damit

P(X <z und Y =y)

PX <zlY =y) =

nicht definiert ist. Deshalb geht man nun anders vor und betrachtet

P(X <z und y<Y <y+dy)
Py <Y <y+dy)

f_xoo Ixy(u,y) dy du

PX <zly<Y <y+dy) =

fy(y) dy
[ fxy(u,y) "
- /. 7o) !
—_———

Dichtefkt. der bed. Vtlg.
von X geg. Y =y

Daher erhélt man folgende Definition:

Definition 8.8.1
Die bedingte Verteilungsfunktion von X, gegeben Y = y ist definiert
als

" fxy(u,y)
Fxy(zly) = " du
A B w7
fiir alle y mit fy(y) > 0. Die bedingte Dichte von X, gegeben Y = y ist

somit
fX,Y(xv y)

fX|Y<'r|y) = fY(y)

Beispiel 8.8.1
Betrachten wir wieder die gemeinsame Verteilungsfunktion f(x,y) von X
und Y aus Beispiel 8.7.1 mit

fir 0<y<z<l1

1
xT
0 sonst

fxy(zy) = {



150 8. STETIGE ZUFALLSVARIABLEN

Fiir die bedingte Dichte von Y, gegeben X = x ergibt sich:

fXY( . Y)

fY|X(y|x) = fX(x>

fir 0<y<zx

1

1
B {% fir 0<y<ux
1o

sonst
d.h. Y|X = z ist gleichverteilt auf [0,z] (Y|X ~U(1,x)).

Fiir die Dichte von X, gegeben Y = y erhalt man:

1
fxy(zly) = —2— fir y<zx<l1
[ —1/(alogly) fir y<a<l
N 0 sonst

Bemerkung:
Bedingte Verteilungen sind sehr niitzlich zum Simulieren aus gemeinsamen
Verteilungen. Da

fxy(x,y) = fxyy(@ly) - fr(v)

gilt, kann man zunéchst eine Zufallsvariable Y = y aus der Randverteilung
fv (y) ziehen, und dann bedingt auf Y = y eine Zufallszahl aus der bedingten
Verteilung fx|y (z|y) ziehen.

Oder andersherum:

fxy(e,y) = frix(yle) - fx(@) (83)
Im Beispiel 8.8.1 wére Version (8.3) einfacher zu implementieren.
In R:
> x <- runif (1000)

> y <- runif(1000,0,x)
> plot(x,y)



8.8. BEDINGTE VERTEILUNGEN VON STETIGEN ZUFALLSVARIABLEN 151

2.0

15

f(x)
1.0
|

0.5
|

|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 8.9: Die gemeinsame Dichte aus Beispiel 8.8.1

Beispiel 8.8.2
Seien X und Y bivariat standardnormalverteilt. Dann ist die bedingte Dichte
von X, gegeben Y

11
27 1_p

> exp <_% (1,1,02) <x2 - 2pxy + y2)>

fXY(x’y) =
| \/%exp _%yz)

1 1 ( 1 (z— py)2)
Vor \J/1—p? P\l2 0=
Dabher ergibt sich: X|Y =y~ N(p-y,1 — p?)
Analog erhélt man die Dichte von' Y, gegeben X: Y| X =2 ~ N(p-xz,1— p?)

Nun kann man aus der bivariaten Standardnormalverteilung simulieren.

In R:

> x <- rnorm(1000)
> rho <- 0.5
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> y <- rnorm(1000, mean = rho*x, sd = sqrt(l1-rho~2))
> plot(x,y)

Abbildung 8.10: Die bivariate Standardnormalverteilung aus Beispiel 8.8.2



Kapitel 9

Elemente statistischer Inferenz
I1

In diesem Kapitel werden wir schon bekannte Grundlagen der statistischen
Inferenz auf stetige Zufallsvariablen {ibertragen und auflerdem noch die Tests
auf Modellanpassung (“goodness of fit tests”) behandeln.

9.1 Likelihood-Inferenz fiir stetige Zufallsva-
riablen

Die Likelihood-Inferenz, die wir schon fiir diskrete Zufallsvariablen kennen-
gelernt haben, ldasst sich analog auch auf stetige Zufallsvariablen anwenden.
Dies wird an folgendem Beispiel deutlich:

Beispiel 9.1.1

Seien X1, Xo, ..., X, unabhingige Beobachtungen aus einer £(\)-Verteilung.
Wie lautet der M L-Schétzer von \ und dessen Standardfehler?

Die Likelihood-Funktion lautet:

Durch Logarithmieren der Likelihood erhélt man die Loglikelihoodfunktion:
[(0=X) = n-logh— XY
i=1

Der M L-Schétzer war definiert als das Maximum der (Log-)Likelihood-Funktion.

153
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Daher bilden wir die erste Ableitung nach \. Dabei gilt & = 3" x;/n.

N~ L
l(A)—)\ ;x 0

= S\MLzl/f

n

Ferner erhilt man die zweite Ableitung der Loglikelihood: I"()\) = —+%
Daher folgt fiir den Standardfehler:

SE(Gwr) = \/[-1" (M)t = \/% = (1/5)2 B \/ﬁlx

Zahlenbeispiel: Basierend auf n = 10 simulierten Beobachtungen aus einer
Exponentialverteilung mit wahrem Parameter A = 2 ergab sich:

= . 10
Y 2 =649 ~ Ayp = = 1.540
2" ME = 6,404
. V10
SE(AvL) = 6494 0.4869

Ein 95%-Wald-Intervall ist dann:
Anp £1.96 - SE(\yz) = 1.540 £ 1.96 - 0.4869 = [0.585, 2.495]

Um zu entscheiden, wie gut die Approximation des Konfidenzintervalls ist,
kann man eine Simulationsstudie durchfiithren. Dabei werden, mit dem wah-
ren Wert 6 = X\ und variierendem n, m Konfidenzintervalle berechnet, die
jeweils auf n exponentialverteilten Zufallsvariablen basieren.

Anschliefend wird die empirische Verteilung des ML-Schétzers und die
Uberdeckungshiufigkeit, d.h. der Anteil der Konfidenzintervalle, die den
wahren Wert beinhalten, berechnet. Dabei stellt man fest, dass die Uber-
deckungshaufigkeit nahe beim nominalen Konfidenzniveau von hier 95% liegt.
Weiterhin liegt die empirische Verteilung der berechneten ML-Schétzer zen-
triert um den wahren Wert A\ und &hnelt der Form nach einer Normalvertei-
lung. Weshalb ist dies der Fall?

Man kann zeigen, dass (unter Regularititsbedingungen) asymptotisch, d.h.
fiir groflen Stichprobenumfang, fiir den M L-Schétzer Folgendes gilt:

Ot ~ N (= 0,02 = SE(Oy1)?)
Nach der Standardisierung (E(X) = 0, Var(X) = 1) erhélt man

. Orir — 0 4
O = —L 2 L N(0,1)
SE(Our)
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Das heifit, der M L-Schétzer ist asymptotisch unverzerrt und normalver-
teilt mit einer Standardabweichung, welche gleich dem Standardfehler ist.
Genauer miisste man sagen, dass der Standardfehler ein geeigneter Schétzer
der Standardabweichung des ML-Schétzers ist.

Mit dieser Kenntnis ist eine Motivation fiir die Formel der Wald-Intervalle
moglich:

Sei dazu z, = ® () das a-Quantil der Standardnormalverteilung. Dann
ist 01 asymptotisch im Intervall [z, /2, Z1_a/2] mit der Wahrscheinlichkeit
f =1— a. Wegen der Symmetrie der Normalverteilung ist x40 = —Z1_q/2.
Nun ist klar, welchen Wert der Faktor d in der Formel

O £ d- SEOy1)

fiir die Berechnung des Konfidenzintervalles zum Niveau § fiir  hat, namlich

d= T1—a/2-
Hier noch einmal die wichtigsten Werte von d fiir unterschiedliche Niveaus
G-

Beispiel 9.1.2

Nun werden wieder exemplarisch n unabhéngige exponentialverteilte Zufalls-
variablen X1, Xs, ..., X, ~ E(X\) betrachtet.

Wie bereits bekannt erhélt man fiir Erwartungswert und Varianz die Werte
p=E(X;) =1/X und Var(X;) = 1/\%

Wir wollen einen M L-Schétzer fiir ;1 = 1/ finden. Es ergibt sich

1
v = = (wegen Invarianzeigenschaft) = &
ML

SE(iiyg) = %/vn = fiyr/v/n (ohne Beweis)
Als 95%-Wald-Intervall fiir pu erhélt man damit:
T+1.96-2/vn

Nun wird der M L-Schétzer als Zufallsvariable betrachtet, wobei ¥ = % Yo X,
mit unabhéngigen X; ~ E()\). Es folgt fiir Erwartungswert und Varianz:
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Das heiBt, dass der ML-Schétzer X erwartungstreu mit Standardabwei-

chung o = p/\/n ist.
Wegen dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

X A N(p, 0% = 12 /n)

Basierend auf dieser Eigenschaft kann man auch noch ein 95%-Konfidenzintervall
fiir p angeben. Es lautet

z+1.96 u/vn

Weil aber p unbekannt ist (A ist ja nicht bekannt) muss dieser Wert ge-
schétzt werden. Dies geschieht beispielsweise durch eine “plug-in"-Schétzung
mit fipr, = . Damit sieht man, dass das Intervall basierend auf dem zentra-
len Grenzwertsatz und das Wald-Intervall (basierend auf dem Standardfehler)

identisch ist:
T+1.96-7/vn

Dieses Beispiel zeigt, dass der Standardfehler ein empirischer Schéitzer der
Standardabweichung des ML-Schétzers ist. Dabei muss beachtet werden,
dass eine exakte Analogie nicht immer funktioniert, zumindest aber asym-
ptotisch gilt.

Beispielsweise gilt dies nicht fiir A =1 /z mit SE (S\ML) = AL /+/n mit

E(1/X) = A"

n—1
Var(1/X) = (n)\— 2) (n?z g (ohne Beweis)

In den folgenden beiden Beispielen gilt die Analogie exakt:

Beispiel 9.1.3 (Schitzung von 7 im Binomialexperiment)

Sei X ~ B(n,n). Wie bereits berechnet (siehe Beispiel 6.1.1), ist der M L-
Schétzer gleich der relativen Haufigkeit: 7y, = x/n = Z. Der Standardfehler
lautet (siehe Beispiel 6.1.9):

———
SE(fu) = \/ T - Turr)

Nun berechnen wir noch Erwartungswert und Varianz des M L-Schétzers
7AT ML-
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Da die Standardabweichung gleich der Wurzel aus der Varianz ist, hat man
die Analogie gezeigt.

Beispiel 9.1.4 (Schitzung von ¢ im H-W-Gleichgewicht)
Fiir die drei méglichen Genotypen gelten unter Annahme einer Trinomial-
verteilung folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(a,a) = ¢* =m
Pa,b) =2(1—-q) =m
Pb,b) =(1—-q)? =m3

Angenommen wir beobachten x = (x1, xq, x3) = (600,320, 80) bei n = 1000
und wollen wissen, wie grol ¢ = m +me/2 (Wahrscheinlichkeit fiir Allel a) ist.
Der direkte Weg zur Berechnung des M L-Schétzers verlauft iiber die Likelihood-
Funktion (mit x; =Anzahl der jeweils aufgetretenen Genotypen), welche lau-
tet:

L) =nf* w5 = (¢*)™ - 2000 = )™ - [(1 = %]
Eine Maximierung der Likelihood ergibt den M L-Schétzer

R 1+ x9/2
qup = ——————

n
Die andere Méglichkeit zur Berechnung des M L-Schétzers nutzt die Invari-
anzeigenschaft aus. Wir wissen, die M L-Schétzer von m; und o sind
71 = x1/n und Ty = x9/n, daher erhélt als M L-Schétzer fiir q

T +$2/2

qur =T+ /2 =
n

Ohne es genau herzuleiten, gilt, dass die zugehérige Zufallsvariable (X, +
X,/2)/n die Varianz 5 q (1 — q) hat.
Andererseits kann man zeigen, dass der Standardfehler von §yrp, gleich

. 1, .
SE(Gur) = \/5 dvr (1 —qmr)
ist.
= Auch hier erhélt man den Standardfehler durch “plug-in” des M L-Schétzers
in der Formel fiir die Varianz des M L-Schétzers.

Fiir die oben angegebenen beobachteten Werte fiir die drei Genotypen berech-
net sich der M L-Schétzer fiir ¢ dann zu gy, = (600 + 320/2)/1000 = 0.76.
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Daraus lassen sich die Anzahlen berechnen, die erwartet werden, wenn q den
Wert seines M L-Schétzers annimmt:

E(x) =n- (G5, 2001 — Garr), (1 — Garr)?) = (577.6, 364.8, 57.6)

Es stellt sich nun die Frage, ob der Unterschied zwischen erwarteten und
beobachteten Anzahlen “zuféllig” ist oder darauf hindeutet, dass sich die Po-
pulation nicht im H-W-Gleichgewicht befindet. Diese Frage wird in Abschnitt
9.2 beantwortet.

Im Folgenden werden nun die Likelihood-Intervalle motiviert. Zunéchst er-
innern wir uns, dass in Beispiel 8.5.2 festgestellt wurde, dass das Quadrat
der Standardnormalverteilung Y = X2, falls X ~ N(0,1), gammaverteilt ist
mit G(.5,.5). Dies entspricht auch einer y?-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad:
Y = X% ~ 3

Wie schon bekannt, kann man eine Taylor-Approximation der Loglikelihood
durchfiihren:

. . . 1 . .
10) ~ 1(0pr) +1U(Opr) 0 —Onr)+ = U"(Onr) (60— «9ML)2
—ML, 2

———
- ~[sB@u?] !
— (A ) — l(éML _9)2
M 2 B (Bu)?
R 1-~
= U0wmr) - §9§4L
Da gilt, dass 8y, ~ N(0,1) folgt:
—2log LA(Q) = —20(0)
L(O1)
= —2(U6) — b))
R 1- R
~ -2 <l(6‘ML) — 5‘9]2\/[L — Z(HML))

= @2\@ ~ X%

& 1)~ —1/2-xF
Fiir die Berechnung der Konfidenzintervalle fehlen nur noch die kritischen
Werte ¢ in

{0:100) > ¢}
baw. {6 : L(#) > exp(c)}
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Diese ergeben sich einfach durch Transformation der entsprechenden Quantile
T, = F~ () der x3-Verteilung:

C=—T1_o/2
Es folgen noch einmal die wichtigsten Werte fiir ¢ fiir die géngigsten Niveaus
G-
B | e
09 | —1.33
0.95 | —1.92

0.99 | —3.32
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9.2 Modellanpassung

Héufig ist es von Interesse, die Anpassung eines bestimmten stochastischen
Modells an vorliegende Daten zu studieren. Dies ist insbesondere bei katego-
rialen Daten der Fall.

Beispiel 9.2.1

In Beispiel 9.1.4 hatten wir uns gefragt, ob sich die Population, von der
man N Individuen mit X = (aa, ab, bb) = (600, 320, 80) untersucht hatte, im
Hardy-Weinberg-Gleichgewicht befindet. Dazu werden die empirischen Héau-
figkeiten berechnet und mit den beobachteten verglichen.

Beispiel 9.2.2

Gegeben sind Daten einer Umfrage zum Promotionsinteresse von Ménnern
und Frauen. Es stellt sich die Frage, ob die beiden Variablen “Geschlecht”
und “Promotionsinteresse” unabhédngig sind.

Interesse
Ja | Nein
g | b 12 | 17
Q| 6 5 11
11| 17 | 28

Beispiel 9.2.3
Im 19. Jahrhundert wurden Daten iiber die Haufigkeit von ménnlichen Nach-
kommen bei 6115 Familien mit jeweils (!) 12 Kindern erhoben.

Die Frage ist, ob diese Verteilung einer Binomialverteilung folgt.

In allen drei Beispielen mochte man ein bestimmtes Modell (das sogenannte
“Null-Modell”, “Null-Hypothese”) mit dem allgemeinen Modell (das “sa-
turierte” Modell) unter der Annahme einer Multinomialverteilung M (n, )
(K ist die Anzahl der Kategorien) vergleichen.

Beispiel | Nullmodell # Parameter p # Kategorien K
9.2.1 Population ist im H-W | 1 (Parameter q) 3
Gleichgewicht
9.2.2 Variablen sind unabhin- | 2 (75, Tpteresse) 4
gig
9.2.3 Daten sind binomial ver- | 1 (7 in Binomialvertei- | 13
teilt lung)
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Zum statistischen Testen der “Null-Hypothese” (Hy) geht man nach folgen-
dem Schema vor:

1. M L-Schétzung der unbekannten Parameter im Null-Modell
Beispiel 9.2.1:
600 + 23
] = ————=0.76
4= 1000

Beispiel 9.2.2:
17 11

~ ~

Tg = 2% Tnteresse — 22

Beispiel 9.2.3:

0-341-244...412-7
2 _ — 0.51921
i 6115 - 12 0.519215

2. Berechnung der erwarteten Anzahl E; an Fdllen in Kategorie i unter
Annahme des Null-Modells

Bsp. 9.2.1:
71 = ¢ = 0.5776
o =2¢(1 —G4) = 0.3648
3= (1-¢)?* = 0.0576

~ Erwartete Anzahl bei n = 1000 Individuen:

E1 =n- 7?('1 = BJ77.6
Eg =n- ﬁ'g = 364.8

Bsp. 9.2.2:
Unter Unabhéngigkeit gilt z.B.:

17 11

71 = P(& Interesse) = T 5 - Tpteresse = 5% 93

und fiir die erwarteten Fille folgt:

17 11 17-11
Et=n-m=28-—+—=——=6.
LI T= 2 g g T Ty 008
Verfihrt man fiir die anderen Felder analog, so erhélt man insgesamt
(erwartete Anzahlen stehen in Klammern)
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Ja Nein
m. | 5(6.68) | 12 (10.32) | 17
6 (4.32) | 5(6.68) |11

11 17

z

Bsp. 9.2.3:

Hier ergeben sich unter Verwendung der binomialen Wahrscheinlich-
keitsfunktion P(X = z) = (")a*(1 —7)" ", 2 = 0,...,12 mit n = 12
und 7 = 0.519215 folgende erwartete Haufigkeiten E;:

0 1 2 3 oo |11 )12
Xi| 3 24 | 104 | 286 | ... | 45 7
E;, |09 121 | 71.8 2585 |...|26.1|2.3

. Berechnung eines Gesamtmajles fiir die Abweichung der beobachteten

Werte von den erwarteten Werten
Dazu verwendet man beispielsweise das Pearson’sche x2-Maf:

K

2 _ 2 _

X —E i =
i=1

wobel X; bzw. E; die tatsachlich beobachteten bzw. erwarteten Anzah-
len in Kategorie ¢ sind.

Unter der Annahme, dass H, wahr ist, hat x? eine (asymptotische)
x2-Verteilung mit k = K — 1 — p Freiheitsgraden (wobei K die Anzahl
der Kategorien und p die Anzahl der Modellparameter ist).

= (X — Ey)?
E; ’

i=1

Damit erhdlt man eine Moglichkeit, um einen p-Wert (p-value) zu
berechnen. Dieser gibt die Wahrscheinlichkeit an, unter der Annahme
von Hj ein solches oder ein noch extremeres Resultat zu beobachten.
Die Berechnung geschieht iiber Quantile der y2-Verteilung mit &k Frei-
heitsgraden.

Ist der p-Wert klein, so kann die Nullhypothese verworfen werden.

In den 3 Beispielen:

Bsp. | x* | k |pWert|| D p-Wert
9.2.1 || 15.08 0.0001 || 14.36 0.00015
9221 1.769 | 1 0.18 1.765 0.18
9.2.3 || 110.5 | 11 0 97.0 | 6.66-10"1'°

—_
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Schlussfolgerung aus dieser Tabelle ist:

e Beispiel 9.2.1: Die zugrundeliegende Population befindet sich of-
fensichtlich nicht im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht.

e Beispiel 9.2.2: Die Nullhypothese, dass die Variablen unabhé&n-
gig sind, kann auf den {iblichen Signifikanzniveaus nicht abgelehnt
werden.

e Beispiel 9.2.3: Die Anzahl der ménnlichen Nachkommen ist offen-
bar nicht binomialverteilt.

Bemerkungen:

1. Die x2-Verteilung gilt nur asymptotisch, d.h. fiir n — oo:
Faustregel: Alle E; > 1 und mindestens 80% der Els > 5.

2. Alternativ bietet sich auch die Berechnung der Devianz als Maf fiir
die Abweichung in den Kategorien an:

K X,
D=2->"X; log(+")
i=1 ‘

Diese besitzt unter H, die gleiche asymptotische Verteilung wie 2.
(diese Formel kann iiber die Likelihood-Funktion der Multinomialver-
teilung motiviert werden)

3. Man kann in jeder Kategorie noch sogenannte “Residuen” berechnen,
die angeben, wie weit die beobachteten Fille X; und die erwarteten
Fille E; auseinanderliegen, und in welche Richtung der Unterschied
geht. Das i-te Residuum ist definiert als

XK
= =
Unter Hy sind die y2?-Residuen approximativ und asymptotisch stan-

dardnormalverteilt, d.h. r; ~ N (0, 1). Residuen mit |r;| > 2 deuten auf
schlechte Modellanpassung hin.

T

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch ein Beispiel fiir die Modellan-
passung bei Markov Ketten behandelt.

Beispiel 9.2.4 (Regen bei den Snoqualmie Wasserfillen)

Uber eine Zeitreihe der Linge N = 13149 Tage wurde an den Snoqualmie
Wasserféllen registriert, ob es am jeweiligen Tag geregnet hat oder nicht. Nun
wird ein Markov-Modell gesucht, welches sich den Daten méglichst genau
anpasst.

Der Zustandsraum hat zwei Zustéinde S = {0, 1} mit
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e (: Kein Regen am Tagt=1,...,N
e 1: Regen am Tagt=1,..., N

Insgesamt war es an nyg = 6229 Tagen trocken und an n, = 6920 Tagen hat
es geregnet. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in der Ubergangsmatrix P
werden durch die jeweiligen relativen Ubergangshéufigkeiten (M L-Schétzer)
geschatzt. Es ergibt sich

p_ 0.713 0.287
-\ 0.258 0.742

Die stationdre Verteilung 7 ist w = (0.474, 0.526).

Das Markov-Modell wire somit spezifiziert, es stellt sich lediglich die Frage,
ob das Modell den Daten auch gut angepasst ist.

Dazu fiihrt man einen y?-Anpassungstest durch, wobei man die “Verweil-
dauern”, das heifit die Wartezeiten bis zum néchsten Zustandswechsel, be-
trachtet. In beiden Gruppen (kein Regen, Regen) wird jeweils p = 1 Para-
meter geschétzt. Man unterteilt die Verweildauern in K = 10 Kategorien
{0,1,...,8,> 8} Tage. Damit hat der Test k = K —1—p = 8 Freiheitsgrade.

Verweildauer im Zustand 0 (kein Regen) Verweildauer im Zustand 1 (Regen)

500
1

Haeufigkeit
200 300 400 500 600
| | | | 1
Haeufigkeit
200 300 400
| | |

100
1
100
1

Zeit bis zum Zustandswechsel Zeit bis zum Zustandswechsel

Abbildung 9.1: Verweildauern in den Zusténden “kein Regen” und “Regen”
bei den Snoqualmie Wasserfillen
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Fiir die beiden Gruppen ergeben sich folgende Werte fiir die x?-Anpassungs-
statistik und die p-Werte:

KeinRegen Regen
x> ‘ p-Wert | x? ‘ p-Wert
199.9] 0 [[41.4]18e—6 |

Diese Werte (p-Werte sind effektiv gleich Null) driicken eine grofie Diskrepanz
zwischen dem Modell und den Daten aus! Wir benétigen also einen besseren
Modellierungsansatz.

Wir konnten eine Markov-Kette héherer Ordnung verwenden. Beispielsweise
eine Markov-Kette zweiter Ordnung, bei welcher die Wahrscheinlich-
keit, ob es an einem Tag regnet oder nicht, davon abhingt, welches Wetter
an den beiden vorangegangenen Tagen geherrscht hat. Die Ubergangswahr-
scheinlicheiten haben die Form

P(Xn = San—l = Tn-1, Xpo= In—Q)

FEine Markov-Kette zweiter Ordnung kann als Markov-Kette (erster Ordnung)
dargestellt werden, wenn man den Zustandsraum zu S = {00,01, 10, 11} er-
weitert, wobei der erste Eintrag x, o und der zweite Eintrag z, 1 darstellt.
In der Ubergangsmatrix P ergeben sich dann strukturelle Nullen (unmag-
liche Ubergénge):

|00 01 10 11
00 0 0
P=|] 010 0

10 0 0

1140 0
Zum Beispiel kann auf X,,_o =0 und X,,_1 = 0 nicht X,,_1 =1 und X,, =0
folgen, ... . Insgesamt kann also die Anzahl der Spalten reduziert werden.
Man erhélt als Werte:

|0 1

00 || 0.749 0.251
011 0.277 0.723
10 || 0.624 0.376
11 11 0.252 0.748

~
[

Ein alternativer Ansatz zur Modellierung wiére die Wahl eines Hidden Markov
Modells.
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Kapitel 10

Lineare Regression

10.1 Kleinste-Quadrate-Schitzung

Es ist eine Gerade y = 1 + fox gesucht, welche die Punktwolke in Abb. 10.1
‘bestmoglichst’ approximiert.

Dazu betrachten wir eine bivariate Zufallsvariable (Y, X') mit Beobachtungen
(yi, z;),i = 1,...,nund definieren den Schéitzer fiir die Parameter der Gerade
als

n

A A

(b1, B2) = argmin Z@Z — B — /32%)2

B1,82 i=1

Dieser Schiitzer (31, 82) heift (aus offensichtlichen Griinden) Kleinster-Quadrate-
Schéitzer und représentiert diejenige Gerade durch die Punktwolke, welche
den quadratischen vertikalen Abstand jeder Beobachtung zur Geraden mini-
miert. Andere Kriterien sind denkbar, wie etwa

(Bla 52) = arﬁgminz 1y; — B1 — Bayl.

1,82 i=1

Um nicht nur bivariate Probleme behandeln zu konnen, betrachten wir einen
Zufallsvektor Y, welcher alle n Beobachtungen der Zielgrofie zusammenfasst:

Y,
Y,

Y = ) c R"
&

167
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> set.seed(290875)

> x <- runif(10)

>y <- 3+ 2 * x + rnorm(length(x), sd = 0.1)
> plot(x, y, xlim = c(0, 1))

4.5
|

35

3.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 10.1: Streudiagramm fiir zwei Zufallsvariablen
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sowie k Zufallsvektoren
Xy
. X3
Xi=| "2 |, j=1,...k

X

n

welche wir in einer Matrix X = (X!, X2 ... X*) € R™* aggregieren. Die
Parameter der Geraden (k = 1) bzw. Hyperebenen (k > 2) sind durch

B
éQ e Rk

Br
gegeben und wir betrachten das Modell Y = Xf. Gesucht ist nach dem

Kriterium der Kleinsten Quadrate ein Schitzer 5, sodass ||V — Xf||; <
1Y — XBl2¥5 € R

Satz 10.1.1 (Kleinste-Quadrate-Schitzung)
Sei der Rang von X gleich k. Dann gilt:

B =argmin||Y — Xg|| = (X"X)" XY
B

Beweis: Sei h(f) = ||Y — X|| mit
hpB) = (Y =XB) (Y — XB)
YTY —8™XTY - YTXB+38"X"XS
Betrachte den Gradienten

Oh(p)
op
und bestimme so ein Minimum von A(f).

Satz 10.1.2 (Lemma)
Sei A € R?? und B = BT € R% sowie z € R?. Dann gilt:

0zTA
= A
0z
und
-
B
0z' Bz 9B

0z



170 10. LINEARE REGRESSION

> plot(x, y)

> X <- cbind(1, x)

> hatbeta <- tcrossprod(solve(crossprod(X, X)), X) 7*} y
> abline(a = hatbeta[1], b = hatbetal[2])

0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 10.2: Streudiagramm mit KQ-Gerade

Damit ist also

Oh(B) T T
55— XY +X X3

und XX = XY ist eine notwendige Bedingung fiir das Minimum. Wegen
Rang(X) = k ist XX invertierbar und somit 8 = (X'X)"1X"Y.
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10.2 Das Lineare Regressionsmodell

Das Modell
Y =Xpg+U

heilt lineares Regressionsmodell. Dabei ist

Uy

Us

U= ) eR"

Un

ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Das lineare Regressionsmodell hat folgen-

de Eigenschaften

e gegeben sind mehrere stetige Merkmale Y, X!, ..., X*

e X' ..., X* verursachen Y und nicht umgekehrt

der Zusammenhang ist linear, also Y; = Z?Zl ﬂinj + U;

die X-Variablen heiflen unabhéngige Variable, Regressoren, exogene
Variable oder Design-Variable

die Y-Variable heifit abhéingige Variable, Regressant, endogene Variable
oder Response-Variable

e U sind nicht beobachtbare Storgrofien.
Zudem treffen wir treffen drei Annahmen:

A1) X ist eine feste (nicht zufillige) n x k& Matrix mit vollem Spaltenrang,
also Rang(X) = k.

A2) U ist ein Zufallsvektor mit E(U) = (E(U,), E(Us), ..., E(U,))" = 0.

A3) Die Komponenten von U sind paarweise unkorreliert und haben alle
die gleiche Varianz o2, formal: Cov(U) = o*diag(n).

Beispiel 10.2.1 (Koérperfettmessung)

Garcia et al. (2005, Obesity Research) untersuchten n = 71 Frauen und er-
hoben (unter anderem) k = 5 Einflussgrofen (Alter, Bauchumfang, Hiiftum-
fang, Ellenbogenbreite und Kniebreite), um deren Einfluss auf die Zielgrofe,
den Korperfettanteil gemessen mittels Dual Energy X-Ray Absorptiometry
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(DXA), zu untersuchen. Die bivariaten Verteilungen sind mittels Streudia-
grammen in Abb. 10.3 dargestellt, die Verteilung der ZielgréBe mittels ei-
nes sogenannten Box-Plots (als Linien sind Minimum / Maximum sowie die
25%,50% und 75% Quantile eingetragen). Es stellen sich folgende Fragen:
Welche der unabhingigen Variablen haben tatsédchlich einen Einfluss auf den
Korperfettanteil? Welche haben einen positiven und welche einen negativen
FEinfluss? Kann man aus den unabhédngigen Variablen auf den Kérperfettan-
teil schlieffen? Diese Fragen kénnen mittels eines linearen Regressionsmodells
beantwortet werden.

Die Koeffizienten [ kénnen wie folgt geschétzt werden:

> bodyfat_lm <- 1lm(DEXfat ~ age + waistcirc + hipcirc +
+ elbowbreadth + kneebreadth, data = bodyfat)
> coef (bodyfat_1m)

(Intercept) age waistcirc hipcirc
-59.57319910 0.06381438 0.32043969 0.43395490
elbowbreadth kneebreadth

-0.30117257 1.65380650

was dquivalent (aber numerisch stabiler ist) zu

> X <- bodyfat[,c("age", "waistcirc", "hipcirc",

+ "elbowbreadth'", "kneebreadth')]
> X <- cbind(1, as.matrix(X))

> Y <- bodyfat$DEXfat

> drop(tcrossprod(solve(crossprod(X, X)), X) %*} Y)

age waistcirc hipcirc

-59.57319910 0.06381438 0.32043969 0.43395490
elbowbreadth kneebreadth
-0.30117257 1.65380650

10.2.1 Eigenschaften der KQ-Methode

Offensichtlich gilt 3 = (XTX)'XTY. Dabei ist 3 ein Zufallsvektor und heift
KQ-Schétzer oder OLS-Schétzer (ordinary least squares).

Satz 10.2.1 R
Unter A1, A2 und A3 ist 3 ein erwartungstreuer Schétzer fiir § mit Kovari-
anzmatrix Cov(f) = o2(XTX) .
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DEXfat V VV V V VYV VYV

DEXfat

data("bodyfat", package = "TH.data")
bodyfat <- bodyfat[,1:6]

layout (matrix(1:6, nc = 3))

boxplot (bodyfat$DEXfat, ylab = "DEXfat")
plot (DEXfat ~ age, data = bodyfat)
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Abbildung 10.3: Bivariate Streudiagramme fiir Kérperfettdaten
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Sei Y € R™ ein beliebiger Zufallsvektor mit E(Y) = (E(Y}),..., E(Y,))" und

Var(Y;)  Cov(Y1,Ys)

Cov(Ys, Y] Var (Y- Cov(Ys, Y-
Cov(Y): V(:2 1) ( 2) V( 2 3)

Var(Y,)
mit Cov(Y) = Cov(Y)" = BE(Y — E(Y))(Y —E(Y))").
Satz 10.2.2
Es gilt
1. Cov(Y') is positiv semidefinit
2. E(AY)=AE(Y)
3. Cov(AY) = ACov(Y)AT
Beweis: Nr. 2) folgt aus der Linearitét des Erwartungswertes. Nr. 3)
Cov(AY) = E((AY —AE(Y))(AY —AE(Y))")
= B(A(Y - E(Y)(Y - E(Y)) A")
= AE(Y -EY)(Y - E(Y))")AT = ACov(Y)AT
Nr. 1) Hier ist fiir # € R" zu zeigen, dass ' Cov(Y)z >0 Vz € R™
z'Cov(iY)r = E((2'Y —2"EY)(2'Y —2"E(Y))")
= E((z'Y —2"E(Y))’) >0 VzeR"

und damit ist Cov positiv semidefinit.
Beweis zu Satz 10.2.1:

E(B) = E(X'X)'XTY)
= X'X)"'XTE(®Y)
= (X'X)"'XTE(Xp+U)
= (X'X)'X"X3 + (X'X)'XTE(U)
= B+ (X'X)"'XT0=p
Damit ist die Erwartungstreue von B gezeigt. Desweiteren gilt fiir die Kova-
rianz

Cov(f) = Cov((X'X)'X'Y)
= (X'X)'XTCov(Y)((XTX)'X")"
= (XTX)'XTo?diag(n)((X"X) !XT
o?(XTX)™!
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Unter Umsténden sind wir an Linearkombinationen des Parametervektors [
interessiert (welche auch ‘Kontraste’ genannt werden). Sei ¢ € R* ein Vektor
von Konstanten. Dann ist ¢” 3 eine erwartungstreue Schitzung von ¢' 4 mit
Kovarianzmatrix o?c¢" (XTX) te.

10.2.2 Optimalitit der KQ-Methode

Ein Schétzer B heiBt linear, wenn eine Matrix C € RP" existiert, sodass
8 =CY.

Satz 10.2.3 (GauB3-Markov-Theorem)
Unter A1-A3 gilt:

1. B ist der beste lineare erwartungstreue Schiitzer (BLUE) fiir 3, d.h.

A ~ ~

Cov(8) < Cov(8) im Sinne der Léwner-Halbordnung (d.h. Cov(S3) —
Cov() psd).

2. BLUE ist eindeutig.

Beweis:
Sei /3 ein beliebiger linearer erwartungstreuer Schitzer fiir 5. Dann folgt

EB=E(CY)=E(C(XB+U)=CXB=43 VBeR
und also CX = diag(k). Betrachte A = C — (X"X)"!X". Wie groB ist die
Differenz A?
AX = (C — (XTX)'X")X = CX — diag(k) = diag(k) — diag(k) = 0
= AX = 0.
Cov(B) = Cov(CY)
— CCov(Y)CT
= ¢’cC’
= A((XTX)'XT+A)(X(XTX) "+ AT)
= A(X'X) P+ AAT)

~ A

und also Cov(/3) — Cov(5) > 0.
Eindeutigkeit:

3 ist BLUE

1111
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Satz 10.2.4 R
Unter A1-A3 ist ¢' 3 der BLUE fiir ¢' j5.

10.2.3 Prognose mit der KQ-Methode
Gegeben sei Y und X!, ..., X* mit Beobachtungen (y;, z; = (x},... 2F)),i =

1) »
1,...,n sowie x,,1. Gesucht sei y,, 1. Bekannt ist, dass Y, 11 = a:,Llﬂ—{—UnH.
Da die StérgroBen U nicht beobachtbar sind, jedoch per Annahme einen
Erwartungswert gleich 0 haben, schitzen wir Y,,; =z, 1B

Satz 10.2.5 A
Unter A1-A3 gilt E(Y,11 — Yoi1) = 0.

Beweis:

E(}Afn+1 Y1) = E(“/'IHB - erLHB —Upt1)
= xIHE(ﬂ) - xzﬂﬁ +0
xlﬂﬁ + xZHﬁ =0
Beispiel 10.2.2 (Korperfettprognose)

Fiir die 45jahrige Emma mit Baumumfang 90cm, Hiiftumfang 110cm, Ellen-
bogenbreite 7cm und Kniebreite 10cm ist der vorhergesagte Korperfettanteil

> emma <- c(intercept = 1, age = 45, waistcirn = 90,
+ hipcirc = 110, ellbowbreadth = 7,

+ kneebreadth = 10)

> emma 7%}, coef(bodyfat_1m)

[,1]
[1,] 34.30292

10.2.4 Schitzung von Varianz und Kovarianz

Es fehlen noch Schiitzer fiir 02 und Cov(f3). Dazu betrachten wir die Residuen
U=Y —Xp
als Ersatz fiir die nicht beobachtbaren Storgréfien U.

Satz 10.2.6
1. U = MY = MU mit M = diag(n) — H wobei die sogenannte Hat-
Matrix H gegeben ist durch H = X(X'X)'XT und Y = HY (H
setzt dem Y den Hut auf).
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2. M ist orthogonaler Projektor mit Rang (gleich Spur) n — k

Beweis:

U = Y-X3
= YV -XX'X)"'XTY

= (diag(n) - X(X'X)"'X")Y

- MY
= M(XB+U)
= MU

M orthogonaler Projektor <= M = M' und M?

M? = (diag(n) — H)(diag(n) — H)
= diag(n)?*—H-H + H?

2H+H
H=M

= diag(n
= diag(n

M' = diag(n)T—HT

= M.

(n)

= diag(n) — 2H + X(X'X)"'X'X(X'X)'X"
(n) —
(n) —

= diag(n) — (X(X'X)7'X")"

= diag(n) - X(X'X)'X"
Die Spur von M ist nun

Spur(M) = Spur(diag(n) — H)

=M

= Spur(diag(n)) — Spur(H)
= n—Spur(X(X'X)'X")
= n—Spwr(X'X(X'X)™)

= n — Spur(diag(k))

= n—=k
Satz 10.2.7
Unter A1-A3 gilt
LU0
Cn—k

ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0.
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Beweis:

)
= Spur(E(MUU")
= Spur(ME(UU")
= Spur(MCov(U))
= Spur(Mo?*diag(n))
= Spur(Mo?diag(n))
o*Spur(M)
o*(n — k)

Damit kénnen wir also auch die Kovarianzmatrix Cov(3) schétzen, und zwar
als

FA(XTX)

Desweiteren ist es moglich, die geschétzten Koeffizienten zu standardisieren,
um sie miteinander vergleichen zu koénnen:

5
&+/diag(XTX) 1)

Beispiel 10.2.3 (Kérperfett)
Hier sind die standardisierten Regressionskoeflizienten gegeben durch

U <- bodyfat$DEXfat - X 7*J, coef(bodyfat_I1m)

n <- nrow(bodyfat)

k <- length(coef (bodyfat_1m))

sigma2 <- crossprod(U) / (n - k)

sdbeta <- sqrt(sigma2) * sqrt(diag(solve(crossprod(X))))
coef (bodyfat_1lm) / sdbeta

vV V.V Vv VvV

(Intercept) age waistcirc hipcirc

-7.0470856 1.7061408 4.3468577 4.5364912
elbowbreadth kneebreadth
-0.2474076 1.9177922

oder einfacher
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> coef (bodyfat_1m) / sqrt(diag(vcov(bodyfat_1m)))

(Intercept) age waistcirc hipcirc
-7.0470856 1.7061408 4.3468577 4.5364912
elbowbreadth kneebreadth

-0.2474076 1.9177922
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10.3 Das Lineare Regressionsmodell unter Nor-
malverteilung

Bisher haben wir auer dem Erwartungswert (A2) und der Kovarianzmatrix
(A3) nichts iiber die Verteilung der Storgrofien U angenommen. In diesem
Abschnitt betrachten wir zusétzlich

A4) Uz ~ N(O,O’Z).

10.3.1 Eigenschaften der Normalverteilung

Eine n-dimensionale Zufallsvariable Z folgt einer multivariaten Normalver-
teilung mit Erwartungswertvektor p € R™ und Kovarianzmatrix > € R™"
(symmetrisch und pd), symbolisch

Z~N(p,x).

Satz 10.3.1
Es gilt

1. Z~N((uX)= E(Z) =u,Cov(Z) =% und Z; ~ N (u;, Xi).

2. Sei A € RP™ mit Rang gleich p und b € RP, dann gilt AZ +b ~
N(Ap+b,AXAT).

3. Die Komponenten von Z sind stochastisch unabhédngig <=
Y = diag(o?2).

4. A e RP" B € R?", AYXB' = 0 = AZ,BZ sind stochastisch unabhéin-
gig.

Beweis: 1-3 sind klar aus den Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Kova-
rianzmatrizen. Zu 4:

Cov(AZ,BZ) = ACov(Z,BZ)
ACov(Z)B' = AYB' =0

und die Unabhéngigkeit folgt.

10.3.2 Konsequenzen fiir die KQ- und
Varianzschitzung

Es gilt
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o Y =XB+U ~ N(XB,o%diag(n))
o = (XTX)"'XTY ~ N(B,0%(XTX) )

Satz 10.3.2 X
Unter Al - A4 sind 3 und 6% stochastisch unabhéngig.

Beweis: Mit Satz 10.3.1 4) gilt zunéchst, dass B und U = MY stochastisch
unabhéngig sind:

Cov(8,U) = Cov((X'X)"'X'Y,MY)
= (X'X)"'XTCov(Y)M"
= AX'X)'MX)"T =0

da MX = (diag(n) — (XTX)™'X")X = 0.
Somit ist 62 = UTU/(n — k) auch von 3 stochastisch unabhéngig.

Satz 10.3.3 R
Unter Al - A4 ist 8 die ML-Schétzung fiir (5.

Beweis: Die Likelihoodfunktion fiir Y ist

LY.00%) = b 5V~ X8) (Y - X9))

(2mo?) 202

und diese wird maximal, wenn (Y — X3)" (Y — X/3) minimal wird und dies
ist fiir den KQ-Schétzer 5 der Fall.

Satz 10.3.4 o
Unter Al - A4 ist 62,, = U'U/n die ML-Schétzung fiir 0.

Beweis: Zu maximieren bleibt bei gegebenem S die Likelihoodfunktion

1 1 -
*( 2 T
L*(0%) = Wexp <_ﬁU U)
Dann ist
dlog(L*(0%) _ (=% log(2m) — §log(e?) — GF)

do? Jo?

B n U'u _ 0

n 202 204

" U'u

S =
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10.4 Konfidenzintervalle und Tests fiir [

Wir moéchten nun Hypothesen der Form
Hy:d"=0vs. H :d'#0

testen oder Konfidenzintervalle fiir den Parameter d' 3 herleiten. Dabei ist
d € R” beliebig.

Satz 10.4.1
Unter Al - A4 gilt

d'B—d'p
V2T (XTX)1d

tn—ka

wobei t,,_j. die t-Verteilung mit n — k Freiheitsgraden bezeichnet.

Einschub: Sei V.~ N(0,1) und W ~ x2, stochastisch unabhingig. Dann
folgt die Zufallsvariable V/1/W/n einer t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
Fiir n — oo ist die t-Verteilung gleich einer Standardnormalverteilung.

Beweis: Nach den Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen

folgt d7 3 ~ N (d",02d™ (XTX)*d) und damit

dT 2 o dT
b b, N(0,1).
\/JQdT(XTX)*ld
Betrachte nun die Zufallsvariable
d"B—d" B ~ A
/ordT (XTX)-1d N(0,1) d"p—d'B

tn—k-

\/%52'\%%7;@ (0. Beweis) a \/&ZdT<XTX)—1d

n—k

Damit lautet die Testentscheidung: Lehne H, ab, wenn
_ " 5|

V02dT (XTX)1d

> tnfk,lfa/2

und ein (1 — a) x 100% Konfidenzintervall fiir d' 3 ist

A" B+ ty g1 asp/02dT (XTX)"Ld.

Beispiel 10.4.1 (Kérperfettmessung)
Jetzt konnen wir fiir jede der Einflussgréfien die Teststatistik ausrechnen,
dabei ist d der Einheitsvektor, sodass d' 3 = §;:



10.4. KONFIDENZINTERVALLE UND TESTS FUR 3 183

> T <- coef(bodyfat_1lm) / sdbeta
>T

(Intercept) age waistcirc hipcirc

-7.0470856 1.7061408 4.3468577 4.5364912
elbowbreadth kneebreadth
-0.2474076 1.9177922

und die zweiseitigen P-Werte aus der t-Verteilung ablesen

> round((1 - pt(abs(T), df = nrow(bodyfat) - length(T))) * 2, 6)

(Intercept) age waistcirc hipcirc

0.000000 0.092756 0.000050 0.000025
elbowbreadth kneebreadth
0.805373 0.059533

Das gleiche Ergebnis erhélt man mit

> summary (bodyfat_1m)

Call:
Im(formula = DEXfat ~ age + waistcirc + hipcirc + elbowbreadth +
kneebreadth, data = bodyfat)

Residuals:
Min 1 Median 3Q Max
-9.1782 -2.4973 0.2089 2.5496 11.6504

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>/t])

elbowbreadth -0.30117
kneebreadth 1.65381

.21731 -0.247 0.8054
.86235 1.918 0.0695 .

(Intercept) -59.57320 8.45359 -7.047 1.43e-09 **x*
age 0.06381 0.03740 1.706 0.0928 .
waistcirc 0.32044 0.07372  4.347 4.96e-05 *x*x
hipcirc 0.43395 0.09566  4.536 2.53e-05 ***
1
0

Signif. codes:
0 ‘%%’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1

Residual standard error: 3.988 on 65 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8789, Adjusted R-squared: 0.8696
F-statistic: 94.34 on 5 and 65 DF, p-value: < 2.2e-16
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Und als Abschluss noch die Konfidenzintervalle

> confint (bodyfat_1lm)

2.5 7 97.5 1
(Intercept) -76.45619185 -42.6902064
age -0.01088410 0.1385129
waistcirc 0.17321558 0.4676638
hipcirc 0.24291126  0.6249985

elbowbreadth -2.73231557 2.1299704
kneebreadth -0.06842371 3.3760367

Wir sehen also, dass hauptséchlich der Bauch- und Hiiftumfang informativ fiir den
Korperfettanteil sind.
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