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5 DBootstrap

Einstichproben-Problem:
X=0X,....X,) =2 TX)

mit X; RSE F, F unbekannt

Beobachtete Daten:

x=(x1,22,...,2,) = T(x)
Bootstrap-Stichprobe:
LE*:(IT,SC;, 7x:)*>T(‘r*)
Empirische Verteilungsfunktion:
. 1 <
F.(x)=— I(x; <
(0) = Y (s <)

Bootstrap-Algorithmus zur Schitzung des Standardfehlers
1. Erzeuge B Bootstrap-Stichproben z*!, ..., z*B.

2. Berechne HA*(b)7 b=1,...,B.
3. Schitze den Standardfehler sep () = y/Varp(f) durch

B
b=1

1
o~ 1 % N* 2| ” . Nk 1 < N*
Standardfehler fiir die Schitzung des Korrelationskoeffizienten 6

(i) Vergleich mit der Formel fiir die bivariate Normalverteilung:

1— 62
n—3

RNy (ux)(0) =

(ii) Vergleich nach Fisher-Transformation:

.1 140\ approx. 1 146 1 \?
:71 = ~ N 71
¢ 2°g<1_9) [2 Og(l@)’(\/n—?))
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Zweistichproben-Problem fiir unabhangige Stichproben

iid.
Y, Y iiNd E unabhingig
ZiyeiisZm ~ G

Schitzung des Standardfehlers der Schitzung fir die Differenz 0 = py — pz:

v = (3%, y2) zufillig mit Zuriicklegen aus F),
2 = (218, .., 22%) zufillig mit Zuriicklegen aus Gy,

und

Bootstrap im Linearen Modell
yi=x; B+ei, & Lt F, E(g)=0
Nichtparametrischer Bootstrap
1. Schritt:  Berechne 8 mit der KQ-Methode: 8= (XT X)X Ty.
2. Schritt:  Berechne die Residuen & = (I — X(XTX) ' X T)y =y — X 3.

3. Schritt: Setze fiir die empirische Verteilung F}, der Residuen eine Wahrscheinlichkeitsmasse % auf
&;, 1 =1,...,n (ohne weitere Einschrankung seien alle Residuen verschieden).
4. Schritt: e  Ziehe eine Stichprobe e* = (&}, ...,e%) mit Zuriicklegen aus E,.

e  Berechne ,neue“ Bootstrap-Zielvariablen
yi=a/B+e;

firi=1,...,n, d.h. .
y*=XpB+¢e".

e  Berechne den Bootstrap-KQ-Schétzer
B = (XTX) X Ty*.
Parametrischer Bootstrap
1. Schritt: ~ Berechne Bxq und 6%.

2. Schritt:  Setze yf = ®] Brq + €, wobei ef ~ N(0,5%).

Bias-Schatzung mittels Bootstrap

I
=
!
§>
I
=
3

biasg(0,0) = Ep(6) — 0

biasp(0,0) = bias, (6%,0) = Ep, [0%] — T(E,)

n

Bias-Korrektur: _ .
0=20—-0"()
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Bootstrap-Konfidenzintervalle

Bootstrap-t-Intervall

1. Generiere B Bootstrap-Stichproben z*!, ..., z*B.
2. Berechne . R
0*(b) — 6
Z* b == T .
(®) se*(b)

Ordne die Z*(b) aufsteigend der Gréfie nach.

3. Schitze die Quantile #(®) und £~ als

#{2*(b) <i9}
e -

.
4. Das Bootstrap-t-Intervall zum Vertrauensgrad 1 — 2« lautet dann
[0- 1079 5o, 6 - i) -0

Bootstrap-Perzentil-Intervall

1. Ziehe z*', ..., x*B B Bootstrap-Replikationen
~ \L ~ \L ~
6*(1), ..., 6*(B) mit 6*(b) = T(z*").

2. Ordne die 6" (b) der Grofe nach: 07, ..., 0.

3. Berechne Ba und B(1 — «) und bezeichne mit é};,(a) bzw. é*B(l_a) die Werte an den jeweiligen Positionen
in der sortierten Sequenz der Bootstrap-Schiatzungen. Dann ist

[élower, éupper:| = [QA*B(‘X), é*B(lfa)

ein approximatives (1 — 2«a)-Konfidenzintervall.

Kreuzvalidierung und Vorhersagefehler

k-fache Kreuzvalidierung:

Vorhersagefehler:
err(z, F) = Eor (Q(Yo,1:(Z0))

Apparent error in sample:

n

err(i, Fn) = By, (@Yo, 1a(Z0) = 3 Qi 1a ()]

Plug—In—Schditzung:

b P~ 1
err(x ba Fn) = g Z Q[yza Nz +v (zz)}
i=1
Durchschnittlicher Vorhersagefehler:
Eplerr(z, F)]

Approximative Bootstrap-Schdtzung:

. 11
Eg lerr(a™, F,)] = EZE ‘ Q[Yis Ng=v (2i)]
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In bootstrap-sample error:

Average optimism:

Approximative Bootstrap-Schdtzung:

B n B n
R TR SLUEREE 3 LR EDY

b=1 i=1 b=1 i=1

Schatzung des Vorhersagefehlers mit Bias-Korrektur:

. . 1 — .
err(z, ) + w(F,) wird geschitzt durch — Z Qi ne(z:)] + W (Fy)
n-

6 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Kullback-Leibler-Distanz von g und fy fiir X stetig:

o155

Entropie von g:

“E, log g(X) = — / o(z) log(g(x)) dz

Asymptotische Eigenschaften des ML-Schatzers bei Missspezifikation
1. Konsistenz: Sei 6y ein (lokaler) Maximierer von
AO) = Ey log fo(X]0)

(bzw. ein Minimierer von D(g, fp)). Unter Regularitdtsannahmen (&hnlich wie bei Fisher-Regularitét)
existiert eine Folge 6,, von (,Quasi-”) ML-Schétzern, das heifit lokalen Maximierern von

2 D los S(l0)

mit
0, L 05.
2. Asymptotische Normalitdt: Es gilt

Vil = 60) % N (0,07 (80) T (60) T (60) )

mit

L(9) = T, <8 logafe(XW)) (8 logafe(Xw))T

s1(0) s1(0)T

und der (Quasi-)Fisher-Information

B 0% log f(X|0)
-, (2 S0
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M-Schatzer in der robusten Statistik

Asymptotische Eigenschaften von M—Schatzern O
Unter Regularitatsvoraussetzungen, insbesondere

E() qs(@o) = 0,

gilt . .
O ~ N(6p,V(0u)) .

Dabei ist V(@) definiert als

V(0n) = T H(00)I(01)T 1 (O0r)

mit der empirischen (Quasi—) Fisher—-Matrix
I(6x) = as;(0ar)as, (Ou)
i=1
und der (empirischen) beobachteten (Quasi—) Informationsmatrix

J(éJV[) = —822(70)

0=0

Verallgemeinerte Schatzgleichungen (Generalized Estimating Equations)

N ) T
5.0 =3 (%557 ) Vithao) - () =0

Sei T; die Anzahl der Beobachtungen an Individuum 4 und ¢ der Dispersionsparameter.

T
. (%‘;) ist eine p x T; Matrix (GLM: p x 1 Vektor)

e Y; und p; sind T; x 1 Vektoren (GLM: Skalare)
o V; ist die T; x T; Arbeitskovarianzmatrix (GLM: Skalar)

Cill(ﬂ,aa@ Cz‘12(5,0¥,¢) o Gy (5»04»@
Ci21(ﬁ7 «, ¢) Ci22 (57 «, ¢) e Ci2T; (67 «, (b)
Vi(B,a,8) = . : : :

Cz‘TJ(B,%@ CiTﬂ(ﬂ'aav(b) CiTiTi('ﬂ’OZ?(ZS)

Cov(Yie,Yie: B, ¢), falls  t#t

i (B .9) :{ Var(Ye; , 6), falls  t=1t.

e Bei Verwendung einer ” Arbeitskorrelation” berechnet sich die ” Arbeitskovarianz” als
1 1
Vi(B, i, 8) = 9 A;(8)2 Ri() A ()2
mit der Diagonalmatrix der Varianzfunktionen

A;(B) = diag[v(uin (8)), v(pi2(B)), - - - s v(pir; (B))]

Varianzschatzung mittels Sandwich-Schatzer

Sei .
B Op; _1 ( Ou
FZ(@B) K (86)’

wobei V; die modellbasierte Kovarianzmatrix ist, die sich aus den Annahmen iiber Varianz und Korrelation

ergibt, und
al Op; i -1 -1 O
G=2 (w) Vi Covha)V; (%)’
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wobei Cov(Y;) die wahre Kovarianzmatrix ist. Dann gilt:
Cov(B) = F'GF!

ist die empirirsche konsistente Schéitzung der Kovarianzmatrix von B F und G sind die empirischen Matri-
zen, die sich durch Einsetzen von B,a und ¢ ergeben. Cov(Y;) wird konsistent geschétzt durch die Matrix
(yi — ps)(ys — pi) T. Im Idealfall gilt:

Cov(Y;) = Vi.

Dann ist GEE effizient und man erhéilt R
Cov(B) = F!

bzw. die Schétzung

~

Cov(B) = F~1.
Eigenschaften der GEE Schatzung

e Verwendet man als ” Arbeitskorrelation” die Unabhéngigkeit, so spricht man vom IEE Schétzer (indepen-
dence estimating equations). Man erhélt

und die Schétzgleichung reduziert sich dann auf

05 =3 (22 vitsor v - () = o.

Die IEE Schétzung B 1 ist unter schwachen Voraussetzungen konsistent und asymptotisch normalverteilt,
wenn ¢ konsistent geschatzt wird und das Modell fiir den Erwartungswert korrekt spezifiziert ist.

e Wird als ”Arbeitskorrelation” nicht die Unabhéngigkeit gewéhlt, so ist die GEE Schétzung B\G unter
schwachen Vorraussetzungen konsistent und asymptotisch normalverteilt, wenn ¢ und o« NV 2 konsistent
geschatzt werden.

Quantilregression

Bedingte Quantilsfunktion:
Q‘r(y|X = w) Fy\l)( m(T|X = "B) = y‘r(m)
Q‘r(y‘X = :l:) = m—rﬁ'r

Modellformel:
yi = Br +eri

mit unabhéngigen, aber moglicherweise heteroskedastischen e.; und

F. ( / fleri) deri =7

Entscheidungstheoretischer Ansatz

Check-Funktion:
prlu) =u- (1 —I(u<0), 7¢€(01)

Zielfunktion:
T
argmin o (yi —x; Br)
Br€RP ;
Erwarteter Verlust:
Ery [pr(y — 9)]

Satz. Der erwartete Verlust wird minimiert durch § = Fy ' (7).
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Quasi-ML-Ansatz

Asymmetrische Laplace-Verteilung (ALD):
Y ~ ALD(p,0,7)

mit —co <y < 00, p € R, 0 > 0 und 7 € (0,1). Die Dichtefunktion der ALD lautet

Quasi-Likelihood:
1 = Yi — w;rﬂ‘r
Lo S0 (2212))

Eigenschaften der Quantilregression

o Aquivarianz:

Br(a% X) = CLBT(.% X),
B:(y, XA) = A3, (y, X)

o Asymptotische Verteilung:

Vi(Br = Br) = N(0,7(1 — 1)H ™ (r)I(1)H (7))

mit

R
J(r) = nl;rgoﬁzlmlml,

=
\]

S~—
I

R
nh_{{)lo -~ Z z;x, - fi(yir)

i=1

7 Non- und Semiparametrische Inferenz

Kerndichteschatzung

Definition (Histogramm). Sei x1,...,x, eine i.i.d. Stichprobe einer stetigen Zufallsvariable X mit Dichte f.
Dann heifst der Schatzer

fule) = S5 I, () T (0)

i=1 jez
Histogramm mit Klassenbreite (Bandweite) h > 0 und Ursprung xg.

Definition (Kerndichteschétzer). Der Schdtzer

o) = >ow (S5 = iiwm—m

o = b ()

heifit Kerndichteschétzer mit Kern K (bzw. Kj,) und Bandweite h > 0.
e Dreieckskern: K (u) = (1 — |u|)I1—1,1)(u),
e Epanechnikovkern: K (u) = 3(1 — u?)I|_ qj(u),

e Normalkern: K(u) = \/% exp(—3u?).
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Erwartungswert, Varianz, Bias, MSE und MISE des Kerndichteschatzers

MISE(f,) = /MSE(fh(x))da:.

Konsistenz des Kerndichteschitzers
Satz (Satz von Parzen). Sei R(x), x € R, eine (messbare) Funktion mit den Eigenschaften

1. sup |R(z)| < oo (d.h. R(x) ist beschrdinkt),
TR

2. /|R(x)| dx < oo,
R

3. |z|R(x) — 0 fiir |x| — oo.

Sei weiterhin g(z), x € R, eine (messbare) Funktion mit [ |g(z)|dx < co. Betrachte die Folge
R

gn(x) = i/R (xhny> 9(y) dy,
R

wobei h,, eine Folge ist mit limy,_, o hy, = 0. Dann gilt fiir jeden Stetigkeitspunkt x von g

gn(z) = g(2) /R(s) ds

R

falls n — oco.

Satz (Konsistenz des Kerndichteschitzers). Sei f stetig. Dann gilt
E(fn, (z)) = f(2),

falls die Bandweite h,, fiir n — oo gegen Null konvergiert. fh (x) ist also asymptotisch erwartungstreu. Falls
nhy, — oo fiirn — oo, dann gilt

Var(fp, (z)) — 0.

Damit ist fy,, (z) konsistent.

Konvergenzordnung des MISE

Satz. Sei f mindestens zweimal stetig differenzierbar, f beschrinkt, f und f” quadratintegrierbar. Sei h,, eine
Folge mit h, — 0 und nh, — oo fir n — co. Unter Verwendung der Abkiirzungen [ g*(s)ds = ||g||3 und
R

p2(g) = [ g(s)s*ds fiir eine Funktion g gilt:
R

1

nhy,

1. Var(fu, (2)) = —— K3 (z) + o (n,ﬂ) bow.

[ Vartih @) de = K1 o ().

R
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2
2. bias(fp, (x)) = h%,ug(K)f"(w) + o(hn?) baw.
fn2( F hn4 2 112 4
bias® (f, () da = 23113 + ol ).
R
n _ 1 2 hn4 2 12 1 4
3. MISE(fu,) = 3= [|K 1B+ =)L+ o+ ).

Asymptotische Verteilung und Konfidenzintervalle

Satz (Asymptotische Verteilung). f”(z) ezistiere; es gelte h, = cn~'/5. Dann ist der Kern-Dichte-
schatzer fn, (x) asymptotisch normalverteilt,

2

nd {fo, @) = F@) } 5 N( S @) pK), e F @) 1K)
b v2
fiir n — oo.
Approximatives (1-a)- Konfidenzintervall
[fm) I ) ) — g [ LR o) 2 ) o) 4 21 g LIRS ]

Integrated Squared Error (ISE)

ISE(h):/(fh(r)—f(a:))2dx:/ f

R R R R

Kreuzvalidierungsfunktion
1 = T — X; 2 o &
CV(h) = 7 Z Z(K* K) (Jh) - Z fhilzs)
i=1 j=1 i=1

Bayesianische nichtparametrische Dichteschatzung
Dirichlet-Verteilung

Dirichlet—Dichte: m
F(Zl:l al) a;—1 _as—1 .

— .. am—1
p<7T|Oé) - H:il F(Oéz) T Ty Tm, ’
wobei 1, =1 — Zzl:_ll . Kurz:
7w~ Diri(ay, ..., ) -
Es gilt mit @ := a1 + ... + am:
@i
E(m) = —
(m) = &
il +1
() = et
a(@+1)
;0
E(mim;) = —I— ; i
(mimy) @+l i# ]
Aquivalente Definition: Zy,Zs, ..., Zy,, seien unabhingige Gamma(a;, 1) verteilte Zufallsvariablen, a; > 0.
Dann gilt fir 7 = (71, ..., 7,,) mit
Zi
T = ™ :
Zj:l Zj

7w ~ Diri(ag, ag, ..., am) .
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Dirichlet-Prozesse

Definition (Dirichlet-Prozess). FEin Dirichlet-Prozess (DP) ist ein RPM G auf (Q, A) 4

Fiir jede finite Partition (Aq,...,Ay) von Q mit A; € A ist der Zufallsvektor (G(A1),...,G(Awm)) dirichlet-
vertedlt mit
(G(Al), ey G(Am>) ~ DiTi(OzO GO(A1)7 Y e 70) Go(Am)),

kurz:

|G ~ DP(ay, Go). |

Go heifit Basis-Verteilung (base measure), ag heiffit Prizisionsparameter und bestimmt die Varianz um E(G).

Konjugiertheit des DP

Sei G ~ DP(a, Go) und 64,...,0, | G @, Dann ist die Posteriori

n
(675} 1
G 9,...,9n~DP( , G 5,).
| 61 ap+n oot n 0+a0+n; 0;

Polya—Urnen—Reprisentation eines DP

Die a posteriori pradiktive Verteilung lautet

n—1
@

1 —
0,101, .. 0, 1.00.Go ~ G 0,
n| 1, yUn—1, @0, o n—14+ag 0+n—1+a0; %

Steckerlbruch—Reprasentation eines DP
G(A) =Y mds,(A)  mit ¢ = Go
k=1

fiir beliebiges A € A und

k-1
. Lid

Tk = Bk H(l - B5) mit B; "~ Beta(l, ap).

i=1

oo
Dabei gilt > 7 = 1 sowie m = (1
k=1

Trunkierter Dirichlet—Prozess (TDP)

T T—1
GT() = Zﬂ-k(sdﬁc(')? mri=1-— Z Tk
k=1 k=1

DP—-Mischungen (DPM)
e 0, ist latenter, mit Datenpunkt z; assoziierter Parameter.

e Der (trunkierte) DP wird benutzt, um eine Priori fiir die §; zu konstruieren

d
f(xz) = ZWk ¢($z‘ | ,uk,UJ%)

k=1 Py

e Formalisiert:

zi |0 N fzi]0)  (bzw. X F (2] 6:))
016G "~ G
G ~ (T)DP(ag,Go)

firi=1,...,n
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Bayes-Inferenz mit DPM-Priori

o Allgemeines hierarchisches Modell:

zi 16,6 % f(x;6,,8),  i=1,....n
iid.
il Gy "~ G
~  p(0) 0 endlich-dimensionaler Parameter

Gy ~ (T)DP(ao,Go)

o Wahl von f:
1. ;| 0;,6 "~ N(ps, 1)
2. @i | 0; " N(ps,m), 05 = (p, 1)
3. @ | 0; "~ MVN(u;, %)
4. x; | 0; X MVN (i, =)

e Reprasentation von (T)DP durch (T)SB:

T
GT('):Zﬂk5¢k('), e
k=1

Dabei ist 7 = (w1, ..., 7r) ein trunkierter SB-Prozess:
m o= A
T o= (1=p)A—=pF2) - (1= Br-1)bk firk=2,...,T -1
mr = l—m— =77

und

i.i.d.
Bla T a/BT—l ~ Beta(l,O[())-

Glattung und semiparametrische Regression
Glattung fiir normalverteilte Zeitreihen
Betrachte die Zeitreihe y = (y1,...,¥s,...,Yn)  mit glattem Trend v = (y1,...,7,) .
e Klassische Glattung
Modell:
Yy =Y%+e, t=1,...,n

Differenzen erster und d-ter Ordnung;:

Ay =y —yio1, Ay = ATy, — ATy, ) d=2,3,...

Differenzenmatrizen:
-1 1 0
Dgn) _ c R(n—1)xn ’ D((in) _ D((;i_ll)Dgn) c R(n—d)xn
0 -1 1
Strafmatrizen:
K,=D{""D{V e R, r1g(Kg)=n—d
Straffunktion:

n

pen(y) = Y (A%)? ="Ky
t=d+1
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Penalisiertes KQ-Kriterium:
PKQ() = (y —7)"(y —7) + M K~

Penalisierter KQ-Schatzer:
Arq = (I + AK) ™

e Bayesianische Glattung

Likelihood:
fyly) ~ N(v,0%I)

Glattheits-Priori: .
e R )

Posteriori-Erwartungswert:
2

N . g
E(W‘y) =YpkqQ mit A= ﬁ

Glattung fiir nicht-normalverteilte Zeitreihen

Sei y¢|v: ~ einfache Exponentialfamilie.

e Klassische Glattung

Penalisierte log-Likelihood:

A
lpen(7) = U(7) — §7TK7

o Bayesianische Glattung

Likelihood:

n
Fyly) =TT fwelw)
t=1

Glattheits-Priori: )
p(v) oc (7%) EE 2 exp (—QTQ'VTIﬁ)

Posteriori-Modus:
1

argmax(log flyly) + 1ogp('y)) = argmax(l(’y) — —27TK7) = argmax lpen () mit A = —
Y v 27 Y T

P-Splines

Definition (Spline-Funktionen, Polynom-Splines). Eine Funktion f : [a,b] — R heifit (Polynom-) Spline vom
Gradl >0 zu den Knoten a < kg < k1 < ... < Kpy—1 < kp <b dé{
1. f(z) ist (I — 1)-mal stetig differenzierbar,

2. f(zx) ist ein Polynom vom Gradl fir x € [km,km+1), m=0,..., M — 1.

Definition (Trunkierte-Potenz- (truncated power, TP-) Basis). {B(l .,Bﬁ?(z)} ist TP-Basis vom
Grad 1
B (@) =1, B (@) =z, By (1) =
1(22( ) (90 Hl)+7 73%)(30) ($—/€M 1)+
mit l
(z = re)} = { “ 7(),%) ?;:L;f> "
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Definition (B-Spline-Basis). {Bg)(x), ce B&?(az)} ist B-Spline-Basis vom Grad l =4

1. Jede Basisfunktion ist stiickweises, (I —1)-mal stetig differenzierbares, nichtnegatives Polynom vom Grad
dber I — 2 benachbarten Knotenpunkten, sonst ist By(z) = 0.

2. Die Basisfunktionen sind so mormiert, dass

K
Z B,gl)(x) =1 fur alle x .
k=1

P-Spline-Schatzung bei normalverteilten Zielvariablen

Betrachte y; = f(x;) + &; mit unabhingigen &; ~ N(0,02), i = 1,...,n, mit f(z) approximiert durch

K
flx) = Z’kak(a:) , {Bk(x)} eine Spline-Basis .
k=1

Dies fiihrt zum linearen Modell

mit Designmatrix

e Klassische Glattung

Wahl der Penalisierung;:
— Bei TP-Basts:

— Bei B-Spline-Basis:

e Bayesianische Gliattung

Likelihood:

Prioriverteilungen:
— Bei T'P-Basts:
P(Vk)
Yk

y=Zv+e, €~ N(0,0°1)

Bi(z1) --- Bg(z1)
Z = : : :
Bi(z,) -+ Brgl(z,)
K ~
pen(y) = > 7 =~"Ky
k=142
[0

K = diag(0y41,1a-1) =

0

1

4 = argmin PKQ(y) = (2" Z + /\f()_lzTy
v

K

pen(y) = Y (A%y)?

k=d+1

§=(2"Z+)K)'ZTy

yly ~ N(Z~,0°1)

o const (oder schwach informativ) , k

RN, k=142, K

=1,...,0+1,
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— Bei B-Spline-Basis:
. 1
) x ()"0 e (- Ry )

Posterioriverteilung:

Yy ~ N(py, y)
-1

2 -1 9
py = E(yly) = (ZTZ + 02K> Z'y und X, = Cov(yly) = o> (ZTZ n "2K>
T T

P-Spline-Schatzung bei nicht-normalverteilten Zielvariablen

Sei y|f ~ einfache Exponentialfamilie:

E(y|f(x)) = h(f(2))
f@) = wBk(x) baw. f=2Zv

e Klassische Glattung

benly) = 163) ~ 57 K7
Spen(Y) = s(v) —AK«y
Foen(v) = F(y)+AK

e Bayesianische Gliattung

Das Beobachtungsmodell f(y|v) ist durch den GLM-Typ definiert. Bei voller Bayes-Inferenz wahlt man a
priori 72 ~ 1G(a, b) fiir A = Z. Voll bedingte Dichten:

foly) o [Tew (W)exp (‘QiﬂTKV)
i=1
K)

7'2|’7,y N IG(a—i—rg(

Glattungs-Splines (Smoothing-Splines)
Definition (Natiirliche Splines). FEine Funktion f ist ein natiirlicher (kubischer) Spline zu den Knoten

def
A<k <...<Kp<b&

1. f(x) ist (kubischer) Polynom—Spline zur obigen Knotenmenge.
2. f(x) gentgt f"(a) = f(b) =0, d.h. f(x) ist linear in den Intervallen [a, k1] und [Km,D].

Modell:
y; = f(x;) +&; mit unabhingigen ¢; ~ (0,0?)
bzw.
y=2Zv+e
Gesucht:

f = argmin PKQ(f)
fec?

Penalisiertes KQ-Kriterium:

Straffunktion:

mit



Formelsammlung zur Vorlesung Schatzen und Testen IT 15

Strukturiert additive Modelle
AM und GAM

o Gegeben:
— Response y;, @ =1,...,n aus Normalverteilung (additives Modell) oder einfacher Exponentialfami-
lie (generalisiertes additives Modell)
— Kovariablen x; = (21, ..., %)  mit linearem Einfluss
— Kovariablen zjq, ..., z;; mit nonparametrisch modelliertem Einfluss

e Additives Modell:
yi =B+ fi(za) + ...+ folzig) + € = mi + &4, i N(0,0?).
o Generalisiertes additives Modell:

E(y:ln:) = pi = h(n;),
ni = x; B+ fi(za) + ... 4 folzig)

Modelle mit variierenden Koeffizienten
o Gegeben:

— Response y;

— Kovariablen x; mit linearem Effekt

— Kovariablen z;1, ..., 2j; mit nonparametrischem Effekt
— Kovariablen u;1, ..., uiq, deren Effekt mit z variiert

— ansonsten selbe Struktur wie (G)AM

e Modell mit variierenden Koffizienten (VCM):
n M = @B+ win filzn) + -+ uigfy(zig)-

e cin (G)AM erhélt man als Spezialfall mit vy =ug = ... =u; =1

8 Modellwahl

AIC
e Wahres Modell:
fwah,r(y)
e Approximierende Modellklasse:
f(y|0)

AIC Kriterium: R .
AIC = —2log(f(y|0rr)) +2dim(Oary).

BIC
e Gegeben: Daten y, Likelihood f(y|@) und Priori p(0).
e Modellwahl mit BIC entspricht Modellwahl basierend auf marginaler Likelihood f(y):
fw) = [ swloe)as.
e Approximation:
. 1 L
log(f(y)) ~ log (f(yl6ar1)) — 5 log(n) - dim(Oarr).

BIC Kriterium: ) )
BIC = -2 log(f(y\OML)) + log(n) . dim(OML)
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DIC
e Gegeben: (burn-in-bereinigtes) MCMC-Sample 61, ...,60;.
e unstandardisierte Devianz: D(6) = —2log(f(y(0))
e KomplexititsmaB: pp = D() — D(8)

DIC Kriterium: -
DIC = D(0) + 2pp = —2log(f(y|0)) + 2pp,

wobei D(6) die Devianz am geschéitzten Posteriori-Erwartungswert bezeichnet und D(0) die mittlere Devianz
iiber das MCMC-Sample.

Bayes-Faktoren
e Gegeben: 2 Modelle, bezeichnet mit My und M;, mit jeweiligen Parametervektoren 8 und 6;.

e Vergleich zwischen M), und M; basierend auf marginaler Likelihood:

ply|My) = / p(y165. My )p(851 M) 6.

analog fur M;.

Bayes-Faktor zugunsten von Mj:
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