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L Idee der Hauptkomponentenanalyse

Problemstellung

@ Instrument zur Erklarung der Variablitat der Daten
@ Ziel: einfache Interpretierbarkeit
@ Vereinfachung und Veranschaulichung der Daten

@ Reduktion der Daten auf wenige moglichst aussagekraftige
Hauptkomponenten
= Fragestellung: Wie kann die Dimension mit moglichst
geringem Informationsverlust reduziert werden?

Information < Varianz
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L Idee der Hauptkomponentenanalyse

Graphische Veranschaulichung
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LBestimmung der Hauptkomponenten

1. Hauptkomponente

@ AusgangsgroBen:
o Zufallsvektor: x = (X1,...,X,) "
o Erwartungswertvektor: E(x) = p
o Kovarianzmatrix: £ = Cov(x)

@ Finde die Linear-Kombination y; = airx mit Vektor
a; = (a1, ..., alp)T, sodass Var(y1) = alTZal maximal wird

@ y1= 1. Hauptkomponente
e Nebenbedingung:

|ai]|* = aja; = 1

— ansonsten ist das Problem nicht eindeutig |sbar!
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LBestimmung der Hauptkomponenten

2. Hauptkomponente

o Finde im zweiten Schritt die Linear-Kombination y, = aj x
mit Vektor ax = (az1, ..., agp)T, sodass Var(y»2) = a2T):a2
maximal wird

o Nebenbedingungen:

O ||az||? = a; ap = 1 (wie vorher)
Q Cov(y1,y2)=0<a; L ap

@ Merke: Die ersten beiden Hauptkomponenten sind

unkorreliert und stehen somit aufeinander senkrecht!
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LLésung des Eigenwertproblems

Maximierung unter Nebenbedingung (1. HK):

Lagrange:

o(a1) = a Za; — Maf a1 — 1) 25 max
92 _ova; 2% L0
da1

< Ya; = Aa; = Eigenwertproblem!

= a; ist der Eigenvektor zum gréBten Eigenwert A von X
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LLésung des Eigenwertproblems

Maximierung unter Nebenbedingung (2. HK):

Lagrange:

¢(a2) = a Tay — Maj a2 — 1) — y(a a2) 3 max
—— N

1.NB 2.NB

= a ist der Eigenvektor zum zweitgroBten Eigenwert A von X

Merke: Es kdnnen maximal p Hauptkomponenten bestimmt
werden, was der Anzahl an betrachteten Variablen entspricht!
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L Lésung des Eigenwertproblems

Spektralzerlegung

@ Man erhilt den Vektor der Hauptkomponenten mittels
Spektralzerlegung von X:

Y =PAP"T mit

P =(p1...pp) Eigenvektoren von &

(entsprechen den gesuchtenay, ..., ap)
A1 0
A= Eigenwerte Ay > ... > A,
0 Ap

@ Kovarianz der Hauptkomponentenanalyse:
A1 0
Cov(y) = Cov(P'x) =PTEP =N =
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LGeometrische Interpretation

Geometrische Interpretation
Darstellung einer Beobachtung x im Koordinatensystem:

1 0 0
X1 0 1 :
X = : = X1 0 + X2 0 +...+X |0
Xp : : 0
0 0 1
d.h. x1,...,xp sind die Koordinaten von x zur kanonischen Basis

y=P'xex=Py

n
x=(p1---Pp) | * | =vaP1+...+ )Py
Yp
d.h. y1,...,¥p sind die Koordinaten von x zur Basis p1,...,pp
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LGeometrische Interpretation

Bemerkungen

@ Die Hauptkomponenten stellen neue Basisvektoren dar

@ Die Hauptkomponenten haben die Richtung der Hauptachsen
der zu X gehorigen Ellipsen
@ Die GroBe der Eigenwerte entspricht der Varianz der

Hauptkomponenten und ist somit proportional zur Lange der
Basisvektoren

Merke:

Bei Skalendnderung dndern sich die Eigenwerte und Eigenvektoren!
= meist Verwendung standardisierter Daten bzw. der
Korrelationsmatrix!
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LAnzahl nétiger Hauptkomponenten

Erklarte Varianz der Hauptkomponenten:

@ Gesamtvarianz: )
tr(X) = Z Var(x;)
i=1
@ Anteil erklarter Varianz durch r Hauptkomponenten

eV(r) = SiiogVar(y) YA

Py Var(y) XA
Der Anteil der Varianz, den die Hauptkomponenten erklaren, ist

ein ausschlaggebendes Kriterium fiir die Anzahl zu verwendender
Hauptkomponenten!
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LAnzahl nétiger Hauptkomponenten

Mogliche Kriterien

© Verwende soviele Hauptkomponenten bis ein gewisser Anteil
der Gesamtvarianz der Daten erklart ist

@ Eine Hauptkomponente sollte mindestens genauso viel
beitragen wie eine einzelne Variable im Durchschnitt. Im Fall
normierter Variablen (Korrelationsmatrix) sind dies alle
Hauptkomponenten mit Eigenwert \ > 1.

© Betrachte eine graphische Darstellung der Eigenwerte
(Scree-Plot). Verwende soviele Hauptkomponenten bis zum
Knick des Graphen (Ellbogen).
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