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1 Mafdtheorie <
Wahrscheinlichkeitstheorie

Was sind Wahrscheinlichkeiten iiberhaupt?
— Wir wissen es nicht!

Aber: Wir konnen Wahrscheinlichkeiten mathematisch modellieren — und zwar
mit Hilfe der Maftheorie.

Die Mafitheorie beschéftigt sich eigentlich mit ,messen®; und zwar zuallererst
mit dem Messen von Fléchen.

d.h.: Teilfliiche B besitzt den Flicheninhalt 52 bzgl. dem Maf y (also in m?).
Wir hitten aber vielleicht auch ein anderes Mafl v wéhlen kénnen:

v(B) = 1,668089 (siichsische Quadratellen)

Anderes Beispiel: ein Teich

/e

Wir messen die Wassermenge in Litern — das entsprechende Mafl nennen wir p:
p(A) =8,  wB)=15, p(C)=6

(Klar: u(AU B) = 23)

Moglicherweise interessieren wir uns gar nicht fiir die Wassermengen, sondern
fiir die darin enthaltenen Algenmengen.
— Wir brauchen ein anderes Maf} v, das die Algenmenge in kg angibt;:

(Klar: v(AU B) = 4)



Was hat das jetzt mit Wahrscheinlichkeitstheorie zu tun? Zunéchst mal nichts.

Um 1930 waren die mathematischen Grundlagen der Mafitheorie weitgehend
entwickelt (insb. durch Arbeiten von Cauchy, Riemann, Borel, Lebesgue). Im
Gegensatz dazu war die Stochastik kein richtiges Teilgebiet der Mathematik,
denn: Es fehlte eine exakte mathematische Formalisierung von Wahrscheinlich-
keiten.

,, Probability is the most important concept in modern science, espe-
cially as nobody has the slightest notion what it means.
(Bertrand Russell in einer Vorlesung 1929)

1933 wendet Kolmogorov die Mafitheorie auf Wahrscheinlichkeiten an: (Kolmo-

gorov| (1933)), siehe auch http://www.mathematik.com/Kolmogorov/|): Wahr-
scheinlichkeiten werden mit Hilfe der Mafitheorie mathematisch formalisiert:

Maftheorie Wahrscheinlichkeitstheorie
A Menge Ereignis
) leere Menge unmogliches Ereigniss

u(A) = 3 | Menge A hat Masse - Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A
eintritt ist ;

— Die Objekte werden nur uminterpretiert. Vom mathematischen Standpunkt
aus betrachtet spielt die Interpretation natiirlich keine Rolle; d.h. seit Kolmo-
gorov gilt: ,, Wahrscheinlichkeitstheorie ist Mafitheorie!*

Wir wissen immer noch nicht, was Wahrscheinlichkeiten eigentlich sind, aber wir
konnen sie nun mathematisch modellieren. Dazu heif3t es in [Hoffmann-Jgrgensen
(1994a), Introduction

,» The history demonstrates that the notions of randomness and pro-
babilities are difficult — very difficult — to apprehend, and that the
notions are fairly new and alien to humans. (I don’t think that man-
kind ever was meant to apprehend randomness and probabilities.)
Second, the history and a wealth of examples (... ) demonstrate that
our intuition about probability is poor and often takes the wrong
track. Thus, when you evaluate probabilities trust your computati-
ons and doubt your intuition. For this reason the interpretation of
probabilities presents a difficult and fundamental problem, and the
past — from the emerge of probabilities in 1550 until today — contains
numerous examples of misinterpretations and miscalculations.“

Tipp: Wer in dieser Vorlesung Probleme damit hat, sich etwas unter den Begrif-
fen vorzustellen, der soll sich keine Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten
vorstellen, sondern stattdessen ans Messen von Fléchen denken — das ist
viel einfacher!


http://www.mathematik.com/Kolmogorov/

2 o-Algebren

Sei 2 eine Menge.
P(Q) = {A| AcQ}

ist die Menge aller moglichen Teilmengen von €.
D.h.: Die Elemente der Menge P(2) sind selbst wieder Mengen — und zwar
Teilmengen von Q.

Beispiel 2.1 Q2 = R
{1;2;5} C R = {1;2;5} € P(R)
[-2;7 C R = [-2;7] € P(R)
Definition 2.2
PQ) = {A]| AcQ}
heifit Potenzmenge von Q. Statt P(Q) wird héiufig auch 2 geschrieben.

Bemerkung 2.3
(a) B € P(Q)
(b) Fir A e P(Q) ist
A° = {weQ| wgA}
das Komplement von A. Es wird auch mit A oder = A notiert.

(c) Sei I eine Indezmenge (2.B. I = {1,...,n}, I = N, I = R oder sonst
irgendeine Menge) und sei A C P(Q). Dann ist der Ausdruck

JSei (A)._, C A

il
gleichbedeutend mit

WFiir jedes i € I sei A; eine Teilmenge von € so dass A; € A. ¢

(d) SeiI eine Indezmenge und (A;) C P(Q). Dann ist

iel
UAi = {weQ‘ dig € I, so dass weAiO}
icl
und
NAi={weQ|weA Viel}
icl
Satz 2.4 (Morgan’sche Regeln)

Sei I eine Indezmenge und (A;) C P(Q). Dann ist

el

(Us) =0 wa () =y

i€l icl el i€l



P(Q) enthilt die Objekte, die wir messen wollen (vgl. Beispiele in Kapitel .

Aber: Wir verlangen nicht, dass wir alle Teilmengen A C 2 messen kénnen.
Statt ganz P(€2) betrachten wir oft nur bestimmte Teilmengen von €2, also eine

o-Algebra
A CP(Q)

Definition 2.5 Sei Q eine Menge. Eine o-Algebra auf einer Menge ) ist ein
A C P(Q2) mit:

(S1) Q € A
(S2) Falls Ac A= A° € A.

(S3) Fiir (A")neN C A ist auch

UAneA

neN

Bemerkung 2.6
(a) Als Beispiel dient wieder das Messen von Flichen:

o Wenn wir die Teilfliche A C Q2 messen kénnen, dann ist es plausibel,
dass wir auch die Teilfliche A° C Q messen kénnen.

o in Def.[2.5

o Wenn wir die Teilflichen Ay, Ay € P(2) messen konnen, dann
konnen wir auch Ay U Ay messen.

— in Def. ist noch ein kleines bisschen mehr.
e Natiirlich konnen wir auch € selbst messen.

— in Def.[2.5

(b) Warum verlangen wir eigentlich nicht, dass wir alle A € P(2) messen
kénnen?

Das geht nicht immer gut (v.a. in Fdllen, die fir die Statistik extrem
wichtig sind); vgl. Kapitel iiber das Lebesque-Maf.

(c) Es gibt in der Mafitheorie noch weitere Objekte, die der o-Algebra dhnlich
sind: Algebra, Ring, Dynkin-System.



Beispiel 2.7

e Die Menge F = {0, {a},{b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d}, Q} ist keine o-Algebra
auf Q = {a,b,¢,d}, da {a,b} & F

o P(Q) ist o-Algebra auf Q
o {0,Q} ist die trivialste und kleinste o-Algebra auf Q
e {ACN : A oder A abzihlbar ist o-Algebra auf Q =N

Notation 2.8 Statt
»oei Q eine Menge und A eine o-Algebra auf .
sagen wir auch
»3ei ) eine Menge mit o-Algebra A.¢
oder
»9ei (2, A) ein Messraum.“
Und falls A € A sagen wir auch

,A ist A-messbar. “

Satz 2.9 (Eigenschaften einer o-Algebra)
Sei (2, A) ein Messraum. Dann gilt:

(a) D e A
(b) A€ A, ..., A, €A = AiU---UA, e A

(c) Fiir (Ay) C A ist auch

neN

[1An € A

neN

(d)AleA,...,Ane.A = Ain---NA, e A
(G)AleA,AQEA = Al\AQEA

Satz 2.10 (Durchschnitt von o-Algebren)
Sei Q eine Menge, sei I eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei A; eine
o-Algebra auf Q. Dann ist auch

A ={AcQ| AcAViel}

iel
eine o-Algebra auf Q).

Beweis: ~» Ubung (]



Satz 2.11 (Kleinste o-Algebra)
Sei Q eine Menge und € C P(SY). Dann existiert eine kleinste o-Algebra (&)
auf Q, die € enthdlt; d.h.:

Es existiert ein o(£) C P(Q), so dass gilt:
(a) € C a(€)
(b) o(&) ist eine o-Algebra auf Q.

(¢) Falls C eine weitere o-Algebra auf Q ist mit £ C C, so ist o(€) C C

Definition 2.12
(i) o(£) aus Satz[2.11] heift von & erzeugte o-Algebra.
(ii) & heifft Erzeuger der o-Algebra o(E).

Beweis von Satz [2.11} Sei
U ={ACPE)|EcCA, Aisteine o-Algebra}

Wegen P(Q) € W ist ¥ nicht leer. Also existiert
D = ﬂ A
Aecvw

und es gilt:

e £ CDCPH
e D ist eine o-Algebra auf  (folgt aus Satz 2.10).

e Falls C eine weitere o-Algebra auf Q mit &€ C C ist, so ist C € ¥ und
daher
D=[(]Acc

Aev

Also D = (). O

Der Beweis liefert eine Anschauung fiir , kleinste o-Algebra “: o(€) ist der Durch-
schnitt aller o-Algebren, die £ enthalten.

Beispiel 2.13
o Sei Q={1;2;...;7} und & = {{1;2}; {6}}. Dann ist
o(€) = {0; {1;2}; {3;4:5;6; T}; {6}; {1;2;3;4;5;7}; {15 2;6};
{3:4;5; 7}; {1;2;3;4;5;6;7}}

o Sei Q eine Menge und A C Q; sei & = {A}. Dann ist

o(&) = {0; A; A% Q}



o Sei 0 =Nund & = {{n}| n € N}. Dann ist
a(€) = P(N)
o Sei Q=Nund F = {{1,...,n} | n € N}. Dann ist
o(F) = P(N)
o Sei Q) eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. Dann ist natiirlich

o(A) = A



3 Mafle

3.1 Definitionen

Nachdem im vorherigen Kapitel die Objekte betrachtet wurden, die wir messen
wollen, kommen wir nun zu den Objekten, mit denen wir messen.

Definition 3.1 Sei Q) eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. Ein Mafl u auf
der o-Algebra A ist eine Abbildung

w: A= [0;00]
so dass gilt:
(M1) p(@) =0

(M2) Fir (Ay) C Amit A, N A, = 0 (falls n # m) ist

Iz <U An) = ZN(An)

neN

Notation 3.2 Statt
»oei Q eine Menge, A eine o-Algebra auf 2 und p ein Mafl auf A. “
sagen wir auch
»Sei u ein Mafl auf dem Messraum (€2, .4).“
oder

»3ei (9, A, 1) ein Mafiraum.“

Bemerkung 3.3
(a) Als Beispiel dient wieder das Messen von Flichen:

e Fs ist unmittelbar einleuchtend, dass der Fldicheninhalt jeder Fliche
A nicht negativ ist: u(A) > 0.

e Natiirlich ist der Flicheninhalt der leeren Menge gleich null: p(0) =
0.

— [(M1)] in Def.

o Plausibel ist auch, dass der Gesamifiicheninhalt einer Fliche die
Summe der Flicheninhalte seiner Teilflichen ist:

ArNAy =10 = p(A1U As) = p(Ar) + p(As)

:




—|(M2)in Def. ist noch ein kleines bisschen mehr (o-Additivitit).

(b) Gemdf der Deﬁm’tion ist es auch maéglich, dass u(A) = oo fiir manche
A € A (2.B. Lebesgue-Maf; vgl. Abschnitt.

(c) Es gibt in der Maftheorie noch weitere Objekte, die dem Begriff Maf$ ihn-
lich sind: Inhalt, Pramaf, signiertes Map.

Definition 3.4 Sei (2, A, u) ein Mafraum.
(i) p heifit endliches Maf, falls
n(f) < oo
(In diesem Fall gilt dann automatisch: p(A) < oo YA€ A)
(ii) p heifft Wahrscheinlichkeitsma8, falls
n(€2) =1

(#ii) u heifft o-endliches Mafs, falls (Ap)nen C A existiert, so dass

UA” =Q und wAy) < oo VneN
n=1

Bemerkung 3.5 o-endliche Majfle verhalten sich im wesentlichen wie endli-
che Mafe. Im Zusammenhang mit ,Dichten® spielen sie eine wichtige Rolle in
der Statistik (vgl. Lebesque-Maf in Abschm'tt Satz von Radon-Nikodym in

Abschnaitt .

Achtung: o-endliche MafSe miissen aber nicht endlich sein; d.h. u(2) = oo ist
mdaglich.

Und speziell fiir Wahrscheinlichkeitsmafle = P definieren wir:

Definition 3.6 Sei (2, A, P) ein Mafiraum, wobei P ein Wahrscheinlichkeits-
maf$ sei. Dann heifit (Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

3.2 Der Begriff ,, Wahrscheinlichkeitstheorie*

Falls das MaB p auf dem Messraum (2,.4) die Bedingung

n(€) =1
erfiillt, konnen wir z.B.
1
plA) = ¢ (31)

interpretieren als

,, Die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt ist % L



Nach wie vor konnen wir aber (3.1)) genauso gut auch interpretieren als

,, Die Fliache A hat Flacheninhalt %.“

Fiir die eigene Vorstellung sind Fldcheninhalte einfacher als Wahrscheinlichkei-
ten; mathematisch gesehen spielt die Interpretation keine Rolle.

Eine etwas neutralere Bezeichnung fiir Wahrscheinlichkeitsmafl wére normiertes
Majs (wegen pu(Q) = 1). Das mathematische Gebiet Wahrscheinlichkeitstheorie
konnte genauso gut auch Theorie normierter Mafle heiflen.

3.3 Eigenschaften von Maflen

Satz 3.7 (Elementare Eigenschaften von Maflen)
Sei (2, A, 1) ein Maffraum.

(a) Endliche Additivitat:

Fiir ein n € N seien Ay € A, ..., A, € A so dass A,NA; = 0 (fir
i # 7). Dann ist

p(A1U-UA,) = p(Ar) 4+ p(Ay)
(b) Tsotonie:
Ae A, BeA, ACB = p(A) < u(B)
(c) Subtraktivitit:
Acec A BeA, ACB, pld)y<oo = wu(B\A) = u(B)—uA)
(d) Sub-Additivitét:

(@

W< 4 = u

An) < Z M(An)

n=1

(e) Stetigkeit von unten:
Sei

(An),en C A; Ay CAycAsc...cl|JAn=A4¢cA

n=1

eine isotone Folge messbarer Mengen mit messbarem Grenzwert. Dann gilt
n—oo

(f) Stetigkeit von oben:
Sei

(A”)neNCA; A13A23A3D...DmAn:A€A
n=1

eine antitone Folge messbarer Mengen mit messbarem Grenzwert, wobei
u(Ay1) < oco. Dann gilt
lim M(An) = :U’(A)

n— oo

10



Beweis: (a) — (d) und (f) ~ Ubungen

Beweis von (e):
Setze By := Ay und B, := A, \ A,—1 VYn > 2. Dann ist

UB. = A4, B, = |J 4w =An (3.2)
n=1 n=1 n=1 n=1
und
B,NB, =10 Yn#m (3.3)

n=1 n=1
m m B2
= g 3o = i (U5,) B i a) -
= g, #(An)
O
Beobachtung:

Sei (€2, A) ein Messraum und p ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2, .4). Spétes-
tens aus Satz wird folgendes deutlich:

Durch die Angabe des Wertes p(A) = 0,7 fiir ein A € A, weifl man schon viel
mehr iiber p als nur diesen einen Wert p(A) = 0,7. Zum Beispiel folgt daraus
schon

w(B) < 0,7 VBCA

und
p(C) <0,3 VCeAmit ANC =10

und auch
u(A®) = 0,3

Aus jeden weiteren angegebenen Wert von y, kénnten wir eine noch viel grofiere
Anzahl von zuséitzlichen Werten ableiten. Somit leuchtet auch sofort ein, dass
Folgendes moglich ist:

Seien p und v zwei Mafle auf (2, A) und F C A. Unter Umsténden kann dann
aus

w(F) = v(F) VFeF
schon folgen, dass

u(A) = v(4) VAec A

Der folgende sog. Findeutigkeitssatz beschreibt Situationen, in denen dies tat-
séchlich der Fall ist. Es sollte auch nicht weiter {iberraschen, dass die Rolle
von F ein Erzeuger von A einnimmt. Allerdings sind nicht alle Erzeuger von .4
hierzu ausreichend — aber sog. N-stabile Erzeuger sind es.

11



Definition 3.8 Sei (2, A) ein Messraum. Ein £ C A heif$t N-stabiler Erzeuger
von A, falls gilt

(i) & ist ein Erzeuger von A; d.h. o(€) = A (vgl. Def.[2.19).
(i) € ist N-stabil, d.h.

FEie€€&, B, el = EinNnEky, € &£

Satz 3.9 (Eindeutigkeitssatz)
Sei (Q,A) ein Messraum und & ein N-stabiler Erzeuger von A.

(a) Seien p und v endliche Mafle auf (2, A), so dass
w(Q) = v(Q) und wE) = v(E) VEc&
Dann ist p=v

(b) Seien p und v Mafe auf (2, A) und sei

(En),en €€ mit |JE, =@

n=1

Falls aufSerdem
w(Ey) =v(E,) < o0 VneN und wE) = v(E) VEe€€&

dann ist p =v

12



4 Wichtige Mafle

4.1 Das Dirac-Mafl

Sei (2, A) ein Messraum und sei z € Q. Setze

0.(4) =1 fiir jedes A€ A mit € A

und

>
8
—
N
=
Il

0 fiir jedes A€ A mit x ¢ A

Dann ist
dp: A — [0;00], A — §,(A)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, 4). d, heifit Dirac-Maf an der Stelle z.
Das Dirac-Maf} §, mifit also, ob = jeweils in A liegt.

4.2 Das Zahlmaf}

4.2.1 Endlicher Fall

Sei ={1;2;3;...;n}und A = P(Q).
Fiir A C {1;2; 3; ... ; n} bezeichne #(A) die Anzahl der Elemente in A. Zum
Beispiel
f{L 2713} =43 £(Q) =n
Einfache Rechnungen zeigen, dass

iAo (A)

ein Maf} auf ({1; coosnk, 73({1; cel n})) ist. # heifit Zdhlmaf.

4.2.2 Abziahlbar unendlicher Fall

Sei 2 = Nund A = P(N).
Fiir A C N bezeichne #(A) wieder die Anzahl der Elemente in A. Zum Beispiel

8({1; 2, 7;13}) = 45 #4(Q) = #(N) = o
Sei C die Menge der Primzahlen in N. Dann ist
#(C) = o (Euklid; ca. 300 v.Chr.)

§ ist ein o-endliches Maf auf (N, P(N)).
4.2.3 Uberabzihlbar unendlicher Fall

Sei (2,4) = (R,P(R)) und §(A) bezeichne wieder die Menge der Elemente
von A C R. f(A) ist ein MaB auf (R, P(R)). Ist § hier ein o-endliches MaB?

13



4.3 Das Lebesgue-Maf}
4.3.1 Ziel

Wir wollen jetzt ein Maf3 definieren, dass uns wie gewohnt

e im R3 Volumen miflt: Der Quader soll den Messwert b [ h haben.

e im R? Flicheninhalte mifit: Das Rechteck soll den Messwert b h haben.

e im R! Streckenlingen mifit: Die Strecke soll den Messwert / haben.

/
Zunichst betrachten wir den eindimensionalen Fall, also Q = R.

4.3.2 Das eindimensionale Lebesgue-Maf3 \ auf (R, )
Betrachte ein Intervall [a;b] C R = Q

Das gesuchte Mafl A soll dann erfiillen
AMla;d]) = b—a

Natiirlich konnen wir das Maf§ A nicht nur auf Intervalle definieren — wir brau-
chen jetzt eine geeignete o-Algebra auf Q2 = R.

Einfachste Idee: Wir nehmen die kleinste o-Algebra auf R, die alle Intervalle
enthéilt. Der Erzeuger unserer o-Algebra ist also

E = {[a;b}’ a€R,beR, a<b}

14



(vgl. Def. [2.12)). Die daraus resultierende o-Algebra
B = (&)

heifit Borel-o-Algebra.

Satz 4.1 (Eigenschaften von B)
(a) De B, ReB
(b) {c} €B VceR

(¢) Fiir allea € R, b€ R mit a <b ist

[a,b] € B [a,b) € B (a,b] € B (a,b) € B

(i) Ne B, QeB,Q° B

Natiirlich sind auch jeweils die Komplemente, die (abzihlbaren) Vereinigungen
und die (abzihlbaren) Durchschnitte all dieser Mengen in N.

Beweis: ~» Ubung |

Bemerkung 4.2 Andere Erzeuger der Borelschen sigma-Algebra sind zum Bei-
spiel die Menge aller offenen Intervalle (a,b), die Menge aller halboffenen Inter-
valle (a,b] (bzw. [a,b)) sowie die Menge aller einseitig unbeschrinkten Intervalle
(a7 OO) (bzw [CL, 00)7 (7007 b)7 (7007 b])

Satz 4.3 Alle abgeschlossenen Teilmengen von R und auch alle offenen Teil-
mengen von R sind in B.

Definition 4.4 Fine Menge B C R heiffit Borel-Menge, falls
B B

Bemerkung 4.5 Nicht jede Teilmenge von R ist eine Borel-Menge!

Aber: Jede Teilmenge von R, die Ihr bisher in Eurem Leben gesehen habt, ist
eine Borel-Menge.

Es ist aufwendig und mathematisch anspruchsvoll, Mengen zu konstruie-
ren, die nicht in B liegen.

Dennoch muss man schon immer erst zeigen, dass die gerade betrachtete Men-
ge tatsichlich eine Borel-Menge ist. (Das gilt natiirlich nicht fir die prak-
tische Arbeit als Statistiker.)

Satz 4.6 (Das Lebesgue-Maf})
Es gibt genau ein Maf8 A auf dem Messraum (R,B), so dass

AMlasb]) = b—a VaeR, beR, a<b (4.1)

Dieses A heifit (eindimensionales) Lebesgue-Ma$.
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Zum Beweis: Der Beweis, dass A tatséchlich existiert ist sehr aufwendig. Da-
bei verwendete Begriffe sind: Ring, Pramaf, Fortsetzungssatz (Carathéodory),
dufleres Maf.

Wir zeigen jetzt aber noch die Eindeutigkeit. Das heifit, wir zeigen, dass es auf
(R, B) kein weiteres Mafl geben kann, das (4.1) erfiillt.

Nehmen wir dazu an, dass neben A auch p ein Mafl auf (R, B) sei, dass (4.1)
erfiillt. Dann gilt
AMlasb]) = b—a = p([asb]) VaeR beR, a<b

Sei

¢ = {lt]| aeR beR, a<b}u {0} U {{c}

c€E R}
Fir -

ME) = pw(E) VEeé& (4.2)
ist nur noch zu zeigen, dass A({c}) = p({c}) VeceR:
Fiir ein ¢ € Rsei A({c}) = p > 0. Dann ist

1
p = A({eh) < A(fese+40l) = 5p
und daraus folgt p < 0; ein WIDERSPRUCH.
Somit folgt A({c}) = 0. Analog folgt auch u({c}) = 0.

Insbesondere gilt fiir E,, := [-n;n] ne€N

(@

E, =R und AME,) = p(E,) =2n <o VneN (4.3)

n=1

GeméfB der Definition von 9B ist € ein Erzeuger von B. Weil der Durchschnitt
zweier Intervalle wieder ein Intervall, ein Punkt oder die leere Menge ist, ist £
sogar ein N-stabiler Erzeuger von B (vgl. Def. [3.8).

Aus (4.2)), (4.3) und dem Eindeutigkeitssatz folgt schliellich A = p. d

Satz 4.7 (Translationsinvarianz)
Sei B€ %, ceR und

B, :=c+B = {c+b]| be B}

Dann ist

A(Bc) = A(B)

D.h.: Durch Verschieben veréindert sich die Streckenlédnge nicht.

Bm Bc

Beweis: ~» Ubung [
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4.3.3 Das n-dimensionale Lebesgue-Maf3 \" auf (R",5B%")
Sei n € N fest. Sei

& = {[al;bl} X Jan;bn] | as €R, b €R, a;<b; Vie{l;...; n}}
Dabei ist
[a1;01] x -+ X [an;ba] = {(c1,...,cn) | ¢ € [agbs] Vie{1;...;n}}
Sei
BO" = (&)

die von &, erzeugte o-Algebra (vgl. Def. [2.12)). B®" heifit (n-dimensionale)
Borel-o-Algebra.

Satz 4.8 Alle abgeschlossenen Teilmengen von R™ und auch alle offenen Teil-
mengen von R™ sind in BE".

Definition 4.9 Fine Menge B C R"™ heiffit Borel-Menge, falls
B € B&"

Die Aussagen aus Bemerkung gelten auch fiir (R™, B%").
Beispiele fiir Borel-Mengen in B%? sind:

[a1; b1]

Satz 4.10 (Das n-dimensionale Lebesgue-Maf3)
Es gibt genau ein Maf3 A" auf dem Messraum (R™,B%"), so dass fiir alle

a; €ER, b; R, a; <b;, i€{l;...;n}
gilt
)\”([al; by] X e % [an;bn]) = (by—a1)-(ba—az) ... (by—ap) (4.4)
Dieses A" heifit (n-dimensionales) Lebesgue-Ma$f.

Bemerkung 4.11 Das Lebesquemaf A\, auf (R™, BE™) ist o-endlich (und nicht
endlich).
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Satz 4.12 (Translationsinvarianz)
Sei B € B®" ¢ c R™ und

B, :=c+B = {c+b| be B}

Dann ist
A(B:) = X(B)
D.h.: Durch Verschieben verdndert sich nicht der Rauminhalt.

Beweis: Geht genau wie im eindimensionalen Fall. (I

Bemerkung 4.13 Fir das Lebesque-MafS X aus Abschnitt[[.5.4 und fiir n =1
gilt natiirlich
M =X und (RY,B®Y = (R,B)

4.3.4 ) kann nicht auf ganz P(R) sinnvoll definiert werden!

Dieser Abschnitt soll die Frage aus Kapitel [2] ( Bemerkung[2.6 (b)]) beantworten.
Wieso brauchen wir eigentlich o-Algebren und betrachten nicht immer gleich die
ganze Potenzmenge P(Q)?

Das Lebesgue-Maf} soll (vgl. Abschnitt [4.3.1)) fiir eine Teilmenge B C R die
Lénge angeben. Zum Beispiel

A[2;5]U[7:20]) = (5—2)+(20—7) = 16

Durch verschieben einer Menge B sollte sich natiirlich nicht die Linge von B
verdndern (Translationsinvariants, vgl. Satz [4.7)).

Bisher haben wir A nicht fiir alle Teilmengen A C R von R definiert, sondern
nur fiir Borel-Mengen — d.h. wir haben A nur auf der o-Algebra ‘B definiert.
Im Folgenden wird gezeigt: Egal wie wir A(A) fiir Mengen A C R, A ¢ B
definieren wiirden, A\ wére dann nicht mehr translationsinvariant. Das heif}t:
Durch Verschieben von manchen Mengen A wiirde sich ihre , Lange* verindern!

Wir konnen also A\ nicht sinnvoll fiir alle A C R definieren! Daher brauchen wir
eine geeignete o-Algebra (némlich 9B).

Satz 4.14 Es gibt kein Maf X auf (R’P(R)), so dass
(a) ;\([a;b])zb—a VaeR beR, a<bd
) MA) = MA) VACR, VeeR
wobei jeweils A, = c+ A = {c+a| a€ A}
Beweis: Angenommen es gibe so ein MaB .
Sei A C [0;1], so dass gilt:
Ve el[0,1] 3! ye A, sodass z—y € Q
(So eine Menge A existiert nach dem Auswahlaxiom.)

Setze
B = U A,

r€[—1;1]NQ

wobei A, =7+ A = {r+al| a€ A}. Dann gilt:
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(1) B ist die Vereinigung abzihlbar vieler Mengen A,., wobei
ANA =10 fir r#7r’
(2) [0;1] ¢ B C [-1;2] also
1= M[0;1]) < AB) < M[-1;2]) =3
AuBlerdem gilt
w2 Y A= Y @
re[—-1;1]NQ re[—1;1]NQ

Aus (4.6]) folgt
< falls \(A) > 0
AB) = 00 alls ~( ) >
0 falls A\(A) =0
Die ist jedoch ein Widerspruch zu (4.5).
Also: Es kann kein solches A geben!

(4.5)

Bemerkung 4.15 Die Situation ist in der Tat sogar noch viel schlimmer:

»|Der erste Godelsche Unvollstandigkeitssatz] besagt, dass in einem
widerspruchsfreien Axiomensystem, das geniigend reichhaltig ist, um
den iiblichen Aufbau der Arithmetik (natiirliche Zahlen) sicherzu-
stellen und iiberdies "hinreichend einfach’ ist, es immer Aussagen
gibt, die aus diesem weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen.“

Aus dem Wikipedia-Artikel zu Kurt Gaédel

Man weifs, dass folgende Aussage weder bewiesen noch widerlegt werden kann:

Man kann das Lebesgue-Mafl A zu einem (nicht notwendigerweise

translationsinvarianten) Maf auf (R, P(R)) fortsetzen.

Vgl. | Hoffmann-Jorgensen| (1994Y), S. 513
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5 Messbare Abbildungen und Bildmafle

5.1 Einfithrende Beispiele

Ein Beispiel aus der Stochastik:

Zweifacher Wiirfelwurf:

Q = {1; ...;6} X {1; ...;6}
Schreibe (w1, w2) = w € Q.
wi: 1. Wurf

wo: 2. Wurf

Die Angabe der Wahrscheinlichkeiten modellieren wir mit folgendem (Wahr-
scheinlichkeits-) Maf§ P:

P({(wl,wQ)}) _ éé _ %

(D.h.: P = = -, vgl. Abschnitt [4.2.1].)
Uns interessiert aber nicht (wy,ws), sondern nur die Summe aus beiden Wiirfen:
S((wr,w2)) = w1 +wo
Das modellieren wir durch die Abbildung
S: Q= Q' (wl,wg)) — Wy 4+ ws
wobei Q' = {2;...;12}.
Wir haben also neben (€2, P(€2)) nun noch einen zweiten Messraum (', P(Q)).

Die Angabe der Wahrscheinlichkeiten fiir Elemente w’ aus Q’ modellieren wir
mit dem (Wahrscheinlichkeits-) Mafl P’, dass gegeben ist durch

P'({w}) = Pfwe| Sw)=w'})
Zum Beispiel
P'({4}) = P({(1:3); (3:1); (%2)}) = % H{13); (3:1); (22)}) = %
Allgemein ist fiir A’ € Q' dann
P'(A") = Plwe Q]| Sw)eA’}) = P(STH(A")

wobei S71(A") = {w € Q| S(w) € A’} das Urbild von A’ unter S bezeichnet.
Auf diese Weise erzeugt S aus dem Mafl P ein neues Maf3

P': P(Q) = [0;00], A’ = P(S7H(A")
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Man schreibt auch
P’ = S(P) bzw. P'(A") = [S(P)](A")
und nennt P’ = S(P) auch Bildmafl von P unter S.

Ein weiteres Beispiel:

Seijetzt Q =R, Q' ={0; 1} und T : R — {0;1} irgendeine Abbildung. Betrach-

ten wir nun das Lebesgue-Maf§ A auf (R, %B). Wie vorher soll auf (Q/,P(Q’))

das Bildmafl von A unter 7" definiert werden — und zwar durch

P(Q) = [0;00], A" = AT(A))
Problem: Es kann passieren, dass
T71(A') ¢ B
In diesem Fall ist A(T7*(A’)) aber gar nicht definiert.

Daher koénnen nur Abbildungen T verwendet werden, bei denen dieses Problem
nicht auftritt. Dies fithrt uns zur Definition der sog. messbaren Abbildun-
gen.

5.2 Definitionen und Eigenschaften

Definition 5.1 Seien (2, A) und (', A’) Messrdiume. Eine Abbildung

T: Q — Q
heifst A/ A’-messbar, falls
T'AYe A VA eA
Notation 5.2 Die Kurzschreibweise
T: (2,4 — (Q,A")
bedeutet:

T ist eine Abbildung
T: Q- Q,

die A/A’-messbar ist.
Definition 5.3 Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, (Q', A’) ein Messraum und
T: (9,4 — (Q,A")

Das durch
p'(A") = p(T'(4)) VA ed (5.1)

definierte Maf$ ' auf (Q', A") heifft Bildmafl von p unter T

21



Notation 5.4 Fiir das Bildmaf u’ von p unter T schreiben wir auch

Das heifit: [T(n)|(A") = p(T~H(A"))

Satz 5.5 Durch Gleichung (5.1)) wird tatsdchlich ein Maf p' auf (', A7) de-
finiert. Auflerdem gilt:

(a) p ist endliches Maf3 = T(u) ist endliches Majfs
(b) w ist Wahrscheinlichkeitsmafs = T(u) ist Wahrscheinlichkeitsmaf3

Beweis: ~» Ubung! g
Bemerkung 5.6 Die Aussage

w ist o-endliches Mafs = T(p) ist o-endliches Maf

ist im Allgemeinen falsch.

Gegenbeispiel zu dieser Aussage:

Sei (2, 4) = (R,B) und (', A") = (R,B) Betrachte T : R — R mit
T(z) =1 VzeR
T ist B/B - messbar! Das Lebesgue-Mafi X auf (2, A) = (R,DB) ist o-endlich,
aber das Bildmafl T(\) ist nicht o-endlich:
Fiir alle B’ € A" = B ist

0 fallsl¢ B’

[T(N](B') = {oo falls1 € B’

und so ein Maf$ kann nicht o-endlich sein, wie man leicht sieht.

Satz 5.7 (Kriterium fiir Messbarkeit)
Seien (2, A), (', A") Messriume und

T: Q= Q

eine Abbildung. Sei £’ ein Erzeuger von A', also o(£') = A’. Es gilt:

T ist genau dann A/ A’ - messbar, wenn
T EYe A VE' €&’

d.h. wenn T A/E" - messbar ist.
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Satz 5.8 (Verkettung von messbaren Abbildungen)
Seien (21,.A1), (Q2, A2) und (Q3,As) drei Messridume. Fiir

T (,A1) = (29, A42)

und
To: (Q2,A3) — (Q3,A43)

ist auch
T20T12 (Ql,Al) — (QSaA3)

Ist auflerdem py ein Maf auf (21,.A1), so gilt
(T oT1)(p1) = To(Ti(p))

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Definitionen! O

Satz 5.9 Sei (2, A) ein Messraum und (Q', A’) = (R¥, BEF).

(a) Seien f: Q — RF und g: Q — RF A/Bk _messbare Funktionen. Sei
c € R. Dann sind auch

f+ga f_97 fga C'f
A/BEF _messbare Funktionen. Ist auflerdem g > 0, so ist auch

f

g
eine A/Bk —messbare Funktion.
(b) Sei nun (Q,A) = (RV,B%7). Es gilt: Jede stetige Funktion
f: R - R”

ist BT /BEK _messbar

5.3 Reellwertige Funktionen

In diesem Abschnitt ist (€2,.4) ein Messraum und (2, 47) = (R,%B). Wir be-
trachten Funktionen
Fi0 SR

Notation 5.10 Anstelle von
f ist A/B - messbar
schreiben wir auch einfach nur

f ist A-messbar
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Diese Funktionen spielen eine besondere Rolle; im néchsten Kapitel werden
wir ein Integral auf solche Funktionen definieren. (Als Anwendung werden wir
schliefilich den Erwartungswert von Zufallsvariablen in der Stochastik erhalten.)

Zun#chst notieren wir noch ein paar Aussagen zur Messbarkeit:

Satz 5.11 Sei (Q,A) ein Messraum und (Q', A’) = (R,B).

(a)

(b)

(c)

Sei f:Q — R, so dass
f((a,0)) € A VaeR

Dann ist f A -messbar.

Die analoge Aussage gilt auch fir [a; 00) anstelle von (a;00).

Sei (fn)nen eine Folge A - messbarer Funktionen

fn: @ =2 R
s0 dass
—00 < :LIelfo"(w> < ilégf”(w) < 00 Yw € Q
Dann sind die Funktionen
w érelfon(w) und w > sup fr(w)

neN

A - messbar.

Falls (fn)nen auferdem punktweise gegen ein
f: Q@ -=>R

konvergiert (d.h. lim, o fn(w) = f(w) Yw € Q), so ist auch f eine
A - messbare Funktion.

Seien f:Q — Rund g: Q — R A-messbare Funktionen. Dann sind
auch

w = min{f(w); g(w)} und w = max{f(w); g(w)}

A - messbare Funktionen.

Beweisskizze:

(a) Folgt aus Satz weil

F' = {(a;oo)’ aGR}

ein Erzeuger von ‘B ist.
Beweis fiir [a; 00) anstelle von (a;00) geht analog.
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(b) Messbarkeit von inf,,cn f, folgt aus

(inf £.) (w500 = {w e @] i fu(w) € 00}
={weQ|VneN: f,(w)>a}

=) £ (la;0))

neN

und aus Teil a).
Messbarkeit von sup,,cy fr folgt analog.
Messbarkeit von f = lim,, o fn folgt aus der Messbarkeit von lim inf,, f,,,

wobei die Messbarkeit von lim inf,, dhnlich bewiesen wird wie die Mess-
barkeit von inf.

(c) Folgt aus Teil b), z.B. mit f1:=f, fo:=g¢, fs:=f, fa:i=g, ...

(]
Definition 5.12 Sei (22, A) ein Messraum.
(i) Fiir A C Q sei
Ip: Q 5 R, wr Ih(w)
die Funktion mit
N by

14 heifit Indikatorfunktion von A.

(ii) SeineN, Aye A, ..., A, € A und a1 €R, ..., a, € R. Fine

Funktion s : Q@ — R der Gestalt
s(w) = ZaiIAi(w) YweQ
i=1

heifst (A-) einfache Funktion.

Beispiel 5.13 Das Bild zeigt die einfache Funktion mit Q =R, A =B sowie

7 ‘ 1 2 3

also
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3,0 A
2,5
2,0 4 —
1,5 4

s(w)

1,0 4 —
0,5

00 +——m 1 ]

A3

Satz 5.14 Sei (2, A) ein Messraum. Dann gilt

(a) Die Indikatorfunktion I4 von A ist A-messbar genau dann, wenn A € A.

(b) Jede A - einfache Funktion ist A - messbar.
Beweis:
(a) Sei B € B.

A fallsle BAO¢ B
A° fallsl1¢ BAO€ B
¢ fallsl¢ BAOEZB
Q fallsle BAOe€eB

I;'(B) ={weQ|Ii(w) € B} =

Demnach gilt fiir alle B € B: I;'(B) € A<= A€ A.
(b) Folgt aus[(a)] und Satz[5.9 (a)]
(]

Der nachfolgende Satz ist das entscheidende Hilfsmittel, um im néchsten Kapitel
Integrale iiber Funktionen

f: Q=R

zu definieren.

Satz 5.15 Sei f: Q@ — R eine A-messbare Funktion mit f(w) >0 Vw € Q.
Dann gilt:

Es existiert eine Folge (Sn)nen von Funktionen
Sn: 2 > R
mit folgenden Figenschaften:
(a) s, ist eine A - einfache Funktion, n € N.
(b) spw) > 0 YweQ, neN.
(c) sn S f, dh.:

o 51(w) < s3(w) < s3(w) < sg(w) < .. < f(w) Yw € 2
o lim, o0 Sp(w) = f(w) YVweQ
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6 Integration

6.1 Idee

s(w)

2
A MMM N NN NN NN NN

R A A A A A A
DA MMM NN NN NN NN MMM

Integration:

/Rs(x)dx - / s(z)dz + /a;lgs(x)dm + / s(x) dz

= ay-(az —a1) + az-(az3 —az) + az-(as —asz)
= Qo1 - /\(Al) + g - )\(AQ) + ag- )\(Ag) (61)

~ Auf diese Weise kénnen wir die einfache Funktion s bzgl. des Lebesguemafes
A\ integrieren.
/ s(x) dzx
R
schreiben wir ab jetzt aber

Statt
/s(x) A(dx) oder /sd)\
R

Mit Hilfe von Gleichung (6.1)) kénnen wir die einfache Funktionen s aber auch
ganz analog bzgl. jedem anderen Maf3 u integrieren:

/sdu = ar-p(A1) + az-p(A2) + as-p(As)

Mit Hilfe von Satz werden wir dann (im néchsten Abschnitt) das Integral
iiber messbare Funktionen f definieren — und zwar als

/fdu = lim /sndu wobei s, N f
n—oo
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6.2 Definition des allgemeinen Integrals

Vorgehen:
[1.] Integration einfacher Funktionen
[2.] Integration positiver messbarer Funktionen

[3.] Integration messbarer Funktionen

Sei im Folgenden (2,.4) ein Messraum und p ein Maf§ auf (€, .4). Wir wollen
Funktionen

f : (Qv-A) — (R7%)
bzgl. dem Maf} i integrieren.

[1.] Integration einfacher Funktionen

Sei s: 2 — R eine einfache Funktion; d.h.
s(w) = ZaiIAi(w) YweQ
i=1

wobeineN, A€ A, ..., A, €A und o €R, ..., a, €R.

Wir definieren

/sdu = Zaiu(Ai) (6.2)

Bemerkung 6.1 Die einfache Funktion s = > - a;la, kénnte auch eine an-
dere Darstellung haben:

s(w) = ZﬂjIBj(w) YweQ
j=1
mitméeN, BeA, ..., B, €A und 1 €R, ..., B € R. Also:
Z%‘IA,- = ZﬁjfB,-
i=1 j=1

obwohlm #n, By # Ay, ..., B1 #aq, ...
Eine leichte Rechnung zeigt, dass in diesem Fall aber auch

Z i pi(A;) = Z B; u(B;)

Die Definition in (6.2) hingt also nicht von der Darstellung von s ab. Das
Integral fiir einfache Funktionen ist daher ,wohldefiniert®.
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[2.] Integration positiver messbarer Funktionen
Sei f: Q — R eine A-messbare Funktion, so dass
flw) >0 Ywe Q
Nach Satz existiert eine Folge (s,)nen von Funktionen
sn: 8 - R
mit folgenden Eigenschaften:
(a) sy ist eine A- einfache Funktion, n € N.
(b) sp(w) > 0 VweQ,nelN.

() sn /' f
Wir definieren das Integral von f bzgl. u (wie bereits angekiindigt) durch

/ fp = lim / s dy (6.3)

Bemerkung 6.2
(a) Der Limes der Folge

(fre),.

existiert immer. Es kann aber durchaus sein, dass

lim [ s,dpy = o
n— oo

(b) Es kann sein, dass es noch weitere Folgen (tn)nen ¢ibt, so dass gilt
e t, ist eine A - einfache Funktion, n € N.
o th(w) >0 Ywel, neN.
oty /N f
In diesem Fall gilt aber

lim [ t,dpy = lim [ s,du
n—oo n—oo

Die Definition in (6.3)) hingt also nicht von der gewdhlten Folge (sp,)nen
ab. Das Integral fiir positive messbare Funktionen ist daher ,wohldefi-
niert®.

[3.] Integration messbarer Funktionen

Sei f: Q@ — R eine A-messbare Funktion.

Setze
ff: Q— R, w + max{f(w); 0}

als Positivteil von f und
f/: Q= R, w +— —min{f(w); 0}

als Negativteil von f.
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o fTfw) >0 VweQ und [ (w) >0 Vwe?
e fT und f~ sind A- messbar (Satz

Durch Gle

ichung (6.3)) sind damit

/f*dp und /f* dp

schon definiert.

Falls

/f+d,u<oo und /ffdu<oo

konnen wir daher fiir das Integral von f definieren

[ran= [rran- [ au

Probleme ergeben sich, falls

Daher folg

/f+du:oo oder /f*du:oo

ende Definition:

Definition 6.3 Sei (2, A, p) ein Mafiraum. Eine Funktion

f: 9 =R

heifit integrierbar bzgl. u, falls gilt:

(i) f ist

A - messbar.

(i1) /f"’d,u < 00 und /f_d,u < 00

Die Menge der bzgl. v integrierbaren Funktionen wird mit

bezeichnet.

L1(, A p) = {f: Q—-R ‘ f ist integrierbar bzgl. u}
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Also: Nicht jede messbare Funktion ist integrierbar!

Eine weitergehende Definition, die Definition als Spezialfall beinhaltete, ist
die sogenannte p - fache Integration.

Definition 6.4 (p-fach integrierbar)
Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum und p € R mit 1 < p < oo. Eine A -messbare reelle
Funktion f auf Q heifst p-fach integrierbar (bzgl. n), wenn gilt

/Ifl”du<<>0~

Die Menge aller solcher Funktionen f ist

LA 1) = {f:(Q,A) N (R,%)‘ /f|pdu<oo}.

Bemerkung 6.5
(a) Wie man sieht, ergibt sich £1(Q, A, p) in Definition[6. fir p = 1.

(b) Oft schreibt man fiir den Funktionenraum der im Betrag nach u integrier-
baren Funktionen statt

»Cl(Q? Av M)

nur

L(Q,A, ) .

(¢) Die Menge der bzgl. u quadratintegrierbaren Funktionen ist Lo(S), A, 11).

Eine weitere speziellere Einschrénkung der p integrierbaren Funktionen kann
man dadurch erreichen, dass man nur solche Funktionen zulésst, die nach oben
und unten ,,so gut wie beschréankt“ sind.

Was dieses ,,so gut wie beschrénkt® sind meint, wird in der folgenden Definition
deutlich.

Definition 6.6 (gleichgradig integrierbar)
Sei (2, A, ) ein Mafiraum und F eine Familie A - messbarer reeller Funktionen

auf Q und p € R mit 1 < p < co.

F heifit p-fach gleichgradig integrierbar (bzgl. u), wenn gilt:
Ve>0: 3Fgel,(QApn),g>0 VfeF: [fIPdu < €.
{w:] f(w)[Zg(w)}

Fiir p =1 spricht man von gleichgradig integrierbar.
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Die folgende Abbildung illustriert die ,,Einschrinkung“ der Funktionenfamilie
F durch die Funktion g.

/SE g
f1
f2

~<¢ -9

Der Integrationsbereich

Sei (2, A, 1) ein Maffiraum und f: Q — R eine bzgl. u integrierbare Funktion.

/fdu

bedeutet: Es wird iiber den ganzen Definitionsbereich integriert.
J f du ist also eine abkiirzende Schreibweise fiir

/Qfdu

Falls f nur iiber eine Teilmenge A € A von 2 integriert werden soll, so ist

Jran= [ sotadu = [ g 1y
7

Falls f bzgl. p integrierbar ist, so ist auch f/ = f - I, fiir jedes A € A bzgl. u
integrierbar.

Schreibweisen

[tan = [ r@nta) = [ ) dut)
" [ ran = [ sy = [ fw)due)
Fazit

Wir haben jetzt in groBer Allgemeinheit ein Integral bzgl. beliebiger Mafle iiber
eine grofe Klasse von Funktionen definiert.

Zusammenhang mit dem Riemann-Integral aus der Schule/Uni:

Sei f: R¥ — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist f auch inte-
grierbar bzgl. des Lebesguemafes A* im Sinne von Definition und es gilt:

_ k
. f(z)dx = /fd)\
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Die Umkehrung gilt aber nicht! Sei 2 = R und f: R — R gleich der Indika-
torfunktion von Q auf R (,,Dirichletsche Sprungfunktion®)

[ =1y

Dann ist f nicht Riemann-Integrierbar. Aber wegen Q € B ist f messbar (vgl.

Satz und wegen
[rix = 2@ = At =0

q€Q
(Q ist abzéhlbar!) ist f integrierbar im Sinne von Definition

D.h.: Es konnen jetzt viel mehr Funktionen f: R*¥ — R integriert werden!

Wihrend das Riemann-Integral aufierdem nur fiir (bestimmte) 2 C R¥ definiert
ist, konnen wir nun auch auf beliebige Messraume (£2,.4) und bzgl. beliebiger
Mafle integrieren.

Zum Unterschied zwischen der Definition des Riemann-Integrals und der De-
finition des Lebesgue-Integrals noch ein Auszug aus dem Wikipedia-Artikel
Lebesgue-Integral:

Der wesentliche Unterschied im Vorgehen bei der Integration nach
Riemann bzw. Lebesgue besteht darin, dass beim Riemann-Integral
der Definitionsbereich (Abzisse) beim Lebesgue-Integral jedoch die
Bildmenge (Ordinate) der Funktion unterteilt wird. An obigen Bei-
spielen ldsst sich bereits erkennen, dass sich dieser Unterschied durch-
aus als entscheidend herausstellen kann.

Henri Lebesgue iiber den Vergleich zwischen Riemann- und
Lebesgue-Integral

,2Man kann sagen, dass man sich bei dem Vorgehen von Riemann
verhélt wie ein Kaufmann ohne System, der Geldstiicke und Bank-
noten zihlt in der Reihenfolge, wie er sie in die Hand bekommt;
wahrend wir vorgehen wie ein umsichtiger Kaufmann, der sagt:

Ich habe m(E;) Miinzen zu einer Krone, macht 1 - m(E)
ich habe m(F3) Miinzen zu zwei Kronen, macht 2 - m(FE3)

ich habe m(FE3) Miinzen zu fiinf Kronen, macht 5 - m(Es).

usw., ich habe also insgesamt
S=1-m(E1)+2 -m(E2)+5 -m(E3)+... [Kronen]

Die beiden Verfahren fithren sicher den Kaufmann zum gleichen Re-
sultat, weil er - wie reich er auch sei - nur eine endliche Zahl von
Banknoten zu zdhlen hat; aber fiir uns, die wir unendlich viele In-
divisiblen zu addieren haben, ist der Unterschied zwischen beiden
Vorgehensweisen wesentlich.“

(H. Lebesgue, 1926; zitiert nach J.Elstrodt)
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Und wie rechnet man jetzt ein Integral bzgl. einem Maf§ p aus? Spéter!
Zunéchst miissen noch einige sehr wichtige Eigenschaften des Integrals festge-
halten werden.

6.3 Eigenschaften des Integrals
Satz 6.7 Sei (2, A, 1) ein Mafraum.

(a) Falls f1 € L1( A p) und fo € L1(Q, A ), so ist auch f1 + fo €
L1(Q, A, 1) und es gilt

[t tedn = [ nan+ [

(b) Falls f € L1(Q, A, ) und ¢ € R, so ist auch cf € L1(Q, A, 1) und es gilt

/cfd,u:c/fd,u

(c) Sei ¢ € R eine Konstante und sei p ein endliches Maf$. Dann ist ¢ €
L1(Q, A, 1) und

/cdu = c-u(Q)
(d) Fir Ae A ist
[ adi = i)

und mit B € A st

Tadp = p(ANB)
B

(6) Fir fl € ['1(97“47 /j‘) und f2 € 'Cl(QvAa ,U,) gllt

fi@) € he) Ywed = /f1du < /fgdu

Insbesondere folgt aus f >0 auch [ fdu > 0.
(f) Fiir A-messbare Funktionen f: Q — R gilt

Ifl € L1(Q, A, p) & f e L1, A p)

‘/fdu’ < [iflau

(9) Sei f: Q@ — R eine beschrinkte A-messbare Funktion und sei p ein
endliches Maf3. Dann ist f € L1(Q, A, n).

In diesem Fall ist

Bemerkung 6.8 Die Aussagen gelten in analoger Weise auch, falls der Inte-
grationsbereich nicht ganz Q sondern ein A € A ist, d.h. fA anstelle von .
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Satz 6.9 (Monotone Konvergenz)
Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Sei (f”)neN eine Folge von A - messbaren Funktio-
nen fn,: Q — R, so dass

0 < filw) € fao(w) < fa3lw) < ... < lim fr(w) < © YweQ

- T n—ooo

Dann ist

i [ fudu = [ Jim () n(de)

n—oo n—oo

Und als einfache Folgerung erhélt man:

Korollar 6.10 (o-Additivitit des Integrals)
Sei (2, A, 1) ein Mafsraum und set (fk)keN eine Folge von A - messbaren Funk-
tionen fr: 0 — R, so dass

frlw) > 0 Yw e Q

fiir jedes k € N. Sei aufferdem
o0
ka(w) < o0 YweQ
k=1

Dann ist - -
[ f@ntae) = Y- [ i) uto
k=1 k=1
(und die beiden Integrale existieren gemdfs (6.3).)
Beweis: ~» Ubung! (]

Lemma 6.11 (Lemma von Fatou)
Sei (2, A, 1) ein Mafraum. Sei (f”)neN eine Folge von A - messbaren Funktio-
nen fp,: 2 — R mit

falw) >0 YweQ

Sei auflerdem
liminf f,(w) < o0 Yw € Q

n—oo

Dann st
liminf f, : @ — R, w +— liminf f,(w)

n—oo n—oo

eine A-messbare Funktion und

n—00 n— oo

0 < /liminffn(w),u(dw) < liminf | f,(w) p(dw)

Fast iiberall bestehende Eigenschaften:

Definition 6.12 Sei (2, A, u) ein Mafiraum. Fine Menge N € A heif§t - Null-
menge, falls
n(N) =0
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Beispiel 6.13
o () ist u- Nullmenge fiir jedes Maf .
o Alle abzihlbaren Teilmengen von R™ sind \" - Nullmengen, z.B. auch Q.
e Alle Hyperebenen im R™ sind A\™ - Nullmengen.

e Fulls A eine p-Nullmenge ist und B C A, dann ist auch B eine -
Nullmenge.

Fast iiberall bestehende Eigenschaften sind Eigenschaften, die auf ganz 2 mit
Ausnahme von einer p- Nullmenge bestehen. Etwas formaler: Eine Eigenschaft
E(w) mit {w € Q| E(w) gilt} € Aund p({w € @ | E(w) gilt nicht}) = 0 besteht
1 -fast iiberall. Man sagt auch: Solche Eigenschaften bestehen i -fast sicher
bzw. in abgekiirzter Schreibweise p-f.s.

Sei (2, A, 1) ein Mafiraum; die wichtigsten Beispiele fiir fast iiberall bestehende
Eigenschaften sind:

e Seien f: 2 - Rund g: 2 — R zwei A-messbare Funktionen, so dass
p({w] flw) # gw)}) =0 (6.5)
Hierfiir schreiben wir auch
f =9 up-fs
e Seien f: - Rund g: 2 — R zwei A-messbare Funktionen, so dass
p({w! flw) > glw)}) =0 (6.6)
Hierfiir schreiben wir auch
f<g p-ts

e Sei (fn)nen eine Folge A-messbarer Funktionen f,, : € — R und f :
Q2 — R eine A-messbare Funktion, so dass

u({w | (fn((,u))nEN konvergiert nicht gegen f(w)}) =0 (6.7)
Hierfiir schreiben wir auch

fo —— f  p-fs.

n—oo

oder
lim f, = f p-fs.

n— oo

Ubung 6.14 Man zeige, dass die Teilmengen von Q, die in den Gleichungen
(6.5) und auftreten, tatsdichlich in A liegen.

Satz 6.15 Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und seien f: @ — Rundg: © - R
zwei A - messbare Funktionen. Es gilt:

(a) f>0 wund /fd,u:O = f =0 pu-fs

0 F =g wts o[- [gdn vaca
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Beweis:

(a) Setzte
A, = {weQ’f(w)E%} VYneN

Dannist I4, < n-f Vn €N und somit

p(An) = [ Lo dn < 0 [ Fdn =0

Also
W] £@) £ 0) = nl({w] f@) > 0}) = u (n[]lAn>
< iu(z‘ln) =0
(b) ~ Ubung!

O

Satz 6.16 (Majorisierten Konvergenz; Satz von Lebesgue)
Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und sei (fr,)nen eine Folge A - messbarer Funktionen
fn: Q@ = R, so dass

fo —— 1 p-fs
fiir eine Funktion f: Q — R. Sei auferdem g € L1(Q, A, 1), so dass
ful < g p-fs
Dann ist
fn€Li(QA ) VneN und feLi(Q A

Auflerdem gilt

T [ fu@)uta) = [ lim fe) ulde)
f(w)

und
lim |f, — fldp = 0
n— o0

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch ein Satz aus der reellen Analysis, der in
der Statistik niitzlich sein kann, um Regularitdtsvoraussetzungen zu iiberpriifen:

Satz 6.17 (Vertauschen von Integration und Differentiation)
Es seien a € R und b € R mit a < b. Sei auflerdem

f:(a;b) xR* - R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) f(t,") € L1(R"™,BE™ \") fiir alle t € (a;b).
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(b) f(-,x) ist differenzierbar fir alle v € R™.
(¢c) Es gibt ein g € L1(R™, B2, \"), so dass

9 tt,x)

P < g(x) Vte (a;b), Ve eR"

Dann ist 2 f(t,-) € L1(R™,BE™ \") fiir alle t € (a;b) und
0

n _ d n
[ G N ) = & | ) ()

at Jan

6.4 Die Transformationsformel — Integration bzgl.
dem Bildmaf}
Seien (£2,.4) und (', A") zwei Messrdume und g ein Maf auf (€2,.4). Sei
T: (2,4 — (2,47

d.h. T ist eine A/A’-messbare Abbildung 7': Q — Q' (vgl. Notation [5.2]).
Das Bildmafl von p unter T ist definiert durch

T(u): A" = u(T7H(A"))
(vgl. Definition [5.3).

Der nachfolgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen den Integralen
bzgl. pund T'(w).

Satz 6.18 (Transformationsformel)
Seien (2, A) und (Q', A") zwei Messrdume, p ein Maf auf (Q, A) und

T: (A — (Q,A4)
Fiir A’ - messbare Abbildungen f': Q' — R gilt dann:
f, S El(Q/,A/,T(,LL)) = f/OT S ﬁl(Q,A,,LL) (68)

In diesem Fall ist auflerdem

[#ramw] = [ 1o a (6.9)

bzw.

frd[T(w)] = / floTdu VAe A (6.10)
A T-1(A")

Beweis:

[0.] Angenommen f’ = I4 fiir ein A’ € A’. Dann ist

[1adir] = (1)) = w(ra0) = [ B

= /IA/OTdy

d.h. fiir diesen Spezialfall.
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[1.] Angenommen f'=s’= 371" /I, ist eine A’ - einfache Funktion. Dann

ist
i=1 i=1
= /f’onu

d.h. fiir diesen Spezialfall.

[2.] Angenommen f’ > 0. Dann existiert nach Satz eine Folge (s, )nen
von Funktionen
s/ Q0 = R
mit folgenden Eigenschaften:

(a) s ist eine A’-einfache Funktion, n € N.

(b) s;(w’) > 0 Vw' €Q/,neN.

(©) sp /1

Dann ist aber auch (s, o T),en eine Folge von Funktionen

s)oT: Q — R

mit folgenden Eigenschaften:

(a) s) oT ist eine A-einfache Funktion, n € N.

(b) s, oT(w) >0 VweQ, neN.

(c) spoT /' f'oT

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (Satz folgt schlielich

/f'd[T(u)] e lim [ s, d[T(u)] L i sl oTdu =

n—0o0 n—oo

S. 63l
= /f/OTd/J

d.h. fiir diesen Spezialfall.
[3.] Seinun f':Q’ — R eine beliebige A’ - messbare Funktion. Es gilt

fr= (T =(f)"  vel Abschnitt[6.2][3]

Um zu zeigen, wird nun die Aquivalenz folgender vier Aussagen
gezeigt:

(i) f'e Li(Q, A, T(n))

) (fO)F e Lo(QLALT(w) und (f) € Li(Q, AT ()
(i) (f'oT)* € Li(%Ap) und (f'oT)” € L1(Q,A, 1)

) floT € Ly(Q A, p)
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Die Aquivalenzen (i) < (ii) und (iii) < (iv) folgen unmittelbar aus der
Definition [6.3l

Es bleibt noch zu zeigen (ii) < (iii):
Wegen (f')ToT = (f'oT) " und (f')"oT = (f'oT) gilt

/ () d[T(w)] 2 / (f) oTdu = / (f'oT) du  (611)

_ 2. _ -
Judme) B [y etan = [(7e1) de 612)
Dies zeigt (ii) < (iii) .
Somit folgt schlieBlich (i) < (iv), d.h. (6.8).
Aus (6.11), (6.12) und der Integraldefinition (6.4) folgt auerdem (6.9).

Sei nun A’ € A’. Dann folgt aus
"d|T = " Ia4d|T = "I4)oTd
[ gratre) = [ ndire) = [ (5 1) oTdn
:/(f/OT)~(IA/OT)d/L = /(fIOT)'IT—l(A/)dM

= / f/on/,L
T-1(AY)

auch (6.10).
(]

Bemerkung 6.19 Der Beweis von Satz[6.18 wurde in die Schritte [0.], [1.], [2.]
und [3.] zerlegt, wobei diese Schritte denen bei der Definition des Integrals (vgl.
Abschnitt entsprachen. Dies ist eine Beweistechnik, die in Zusammenhang
mit Integralen hdiufig verwendet wird.

Aus der reellen Analysis kennen wir folgende Transformationsformel:

Satz 6.20 (Transformationsformel aus der reellen Analysis)

Fiir zwei offene Teilmengen G C R™ und G’ C R"™ sei ¢ : G — G’ Ci-
invertierbar. Sei f': R™ — R"™ B®"/BE" _messbar.

Falls f' iiber G integrierbar bzgl. \™ ist, so ist

/f’oqﬁ(a:)A”(dx) = [ @) | det Jum (&) A (da)
G G/

Notation 6.21 J, bezeichnet die Jacobi-Matriz von ¢, d.h.

941 091 %1
Oxq Oxo e Oy,
g, — 09; _
¢ Oxj ) i=1,.n
i=1,...
I 06 9o 9én
Oxq Oxo Tt Oxy,
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Bemerkung 6.22 In der Situation von Satz[6.20 folgt aus der Transformati-
onsformel (Satz sofort

/ frod@adz) = [ 1) [o(m)](de")
G G’

Um die Transformationsformel aus der reellen Analysis (Satz zu beweisen,
mifSte nun nur noch gezeigt werden, dass

[6(A™)] (B") :/ |det Jys(a/)| A\"(dz) VB’ € B, B’ C G
.

Das heifst, es miifite nur noch das Bildmaf$ von \™ unter ¢ bestimmt werden.
Der Beweis hiervon ist allerding sehr lang!
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7 Dichtefunktionen

7.1 Der Satz von Radon—Nikodym
In diesem Abschnitt ist (€,.4) ein Messraum und p ein Mafl auf (2, .A).

Satz 7.1 (Dichtefunktion eines Mafles)
Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Sei f: Q — R eine A - messbare Funktion mit

flw) >0 VweQ

Dann wird durch
vi A= [000], AH/Afd,,L
ein Maf§ v auf (0, A) definiert. Fir
v(A) = /Afdu VAe A

schretben wir auch
dv = fdu

Falls dv = fdu, so gilt auch

/gdl/ = /gfdu Vge Li(QAv) (7.1)

Beweis: ~» Ubung!

Hinweis zum Beweis von (7.1): Beweis zuerst fiir g = Ia, dann fir einfache

Funktionen g = s, dann fiir g > 0, dann fir allgemeines g .

Definition 7.2 Sei (2, A) ein Messraum, seien u und v zwei Mafle auf (£2,.A)

so dass
dv = fdu

fiir eine A -messbare Funktion
f:Q—==R mit flw) >0 YVweQ

Dann heifst f Dichte oder Dichtefunktion von v bzgl. p.

Sei (92, A) ein Messraum und seien p und v zwei Mafle auf (Q, A).

Frage: Existiert dann immer eine Dichte f von v bzgl. u?

Dazu: Angenommen f ist eine Dichte von v bzgl. u. Und sei A € A, so dass

u(A) = 0.

Dann ist
IA =0 ,U,—f.S.
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und somit auch
Iaf =0 p-fs.

und aus Satz [6.15 (b)| folgt
v(A) = /IAfd,u =0

Das heifit: Fiir A € A gilt:
uw(A) =0 = v(4) =0 (7.2)

Sei zum Beispiel (2, 4) = (R,B), p = A und v = §; (Dirac-Maf}, vgl.
Abschnitt [{.1)). Dann ist

AM{1}) =0 aber & ({1}) =1
61 kann also keine Dichte bzgl. A besitzen.
Antwort: Nein! ([7.2)) ist eine notwendige Bedingung.

(7.2)) ist nicht nur notwendig fiir die Existenz einer Dichte sondern auch hinrei-
chend. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes von Radon—Nikodym. Zunéichst
aber halten wir Bedingung ([7.2) in einer Definition fest:

Definition 7.3 Seien u und v Mafle auf dem Mafiraum (2, A), so dass fir
jedes A € A gilt
uw(A) = 0 = v(A) =0

Dann sagt man

v wird dominiert von p.
oder

v ist absolut stetig bzgl. u.
Notation: v < i

Satz 7.4 (Radon—Nikodym)
Seien p und v o-endliche MafSe auf dem Messraum (2, A). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) v besitzt eine Dichte bzgl. 1.
b) v <u

Bemerkung 7.5 Beim Satz[7.]] in dieser Form ist es eine wichtige Vorausset-
zung, dass sowohl u als auch v o-endlich sind.

Es gibt noch eine allgemeinere Form dieses Satzes, bei der v auch nicht-o-
endlich sein kann. Dann miifsten wir allerdings auch Dichtefunktionen f be-
trachten, die als Funktionswert f(w) = oo haben konnen.

Fiir die Stochastik spielt das aber kaum eine Rolle. Ublicherweise ist hier v
ein Wahrscheinlichkeitsmaf (also ein endliches und damit natirlich auch o-
endliches Maf3) und p ist ein o-endliches Maf3 — meistens das Zihlmaf$ § oder
das Lebesguemaj$ \. Diese beiden fiir die Stochastik besonders wichtigen Fille
betrachten wir im ndchsten Abschnitt.
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7.2 Integralberechnungen

7.2.1 Dirac-Maf3

Sei (2, A) ein Messraum. Sei wy € 2 und 4, das Dirac-Maf} an der Stelle wy.
Dann ist

/A Fdbu, = F(wo) - Gy (A) (7.3)

Formeller Beweis von (7.3): Setze ¢y := f(wp). Es gilt
f = co Ou,-fs.
Aus Satz[6.15 (b)| und Satz[6.7 (b)| folgt dann

S. 613 S.61
/fd6w0 = /CQ d(st = Co/ 1d5w0 = f(wo)~§w0(A)
A A A

7.2.2 Zahlmaf}

a) Endlicher Fall
Sei & = {1,...,n}, A = P(Q) und ¢ das Zdahlmaf hierauf (vgl. Ab-
schnitt 4.2.1)). Fiir jede Funktion f: {1,...,n} — R gilt

[rae =35t (7.4

Formeller Beweis von (7.4): Setze o; = f(i) Vi€ {1,...,n}. Wegen
flw) = Zazf{i}(w)
i=1
ist f eine einfache Funktion und aus der Integraldefinition (6.2)) fiir ein-

fache Funktionen folgt sofort die Behauptung. |

Hinweis: Sei v ein weiteres Ma auf ({1,...,n},P({1,...,n})). Aus
#(A) =0 fir A C {1,...,n} folgt A =0 und daher auch v(A) = 0.

Folglich: v <« # und v besitzt eine Dichte bzgl. f.

b) Abzihlbar unendlicher Fall

Sei 2 =N, A=P(N) und # das Zdhlmas hierauf (vgl. Abschnitt [4.2.2)).
Dann gilt

e Fiir jede positive Funktion f: N — R ist

[t = if(i)
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e Fiir jedes Maf v auf (N, P(N)) gilt
v < f

e Fiir jedes o-endliche MaB v auf (N, P(N)) ist die Dichte von v bzgl.
f gegeben durch

i — v({i})
e Fiir jedes o-endliche MaB v auf (N, P(N)) und jede positive Funktion
g: N — Rist
Joar =3 ati)-v(ti)
i=1
Beweis: ~ Ubung! ]

7.2.3 Lebesgue-Mafl und Lebesgue-Dichten

Sei (Q, A) = (R™,B%7),
Sei v ein g-endliches Maf auf (R™, B®"). v heifit absolut stetig, falls

v A"

Das heifit: v ist absolut stetig genau dann, wenn v eine Dichte bzgl. dem
Lebesgue-Mafl \™ besitzt:

dv = fd\", f>0 B _messbar
Eine solche Dichte f heifit Lebesgue-Dichte.

Beispiel 7.6 (1-dim. Normalverteilung)
Sein=1undv = N(a,c?). Es gilt

dN(a,0%) = faq2d)
wobei )
Jao2(z) = \/;76Xp<—(x2;g) > VzeR
Aus Satzfolgt fir g € L1(R,B,N(a,0?))

[oawtac) D [orar = [ o)

7.3 Einschub: Zufallsvariablen

Seien (2, 4) und (', A’) Messrdume. In der Stochastik heilen die A/A’-
messbaren Abbildungen

exp (- (= 2;3)2>A(dx) (7.5)

1
V2mo?

X: Q0 - Q

auch Zufallsvariablen.
Meistens ist in der Statistik Q' =R™ oder Q' = {1,...,n}.
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e Was ist eigentlich die exakte mathematische Formalisierung fiir den Aus-
druck

»Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.
bzw. X ~ N(0;1).

Das bedeutet:

Wir haben einen Messraum (€2, A) und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
(9, A). X ist dann eine A - messbare Funktion

X: Q2 ->R
und das Bildma$} von P unter X ist (,Die Verteilung von X“)
Px := X(P) = N(0,1)
Dh: P(X '(B)) = (N(0,1))(B) VBe®

Normalerweise wird (Q,.4) und P nicht erwiihnt oder gar genauer ange-
geben.

Der Raum 2 enthiilt die Ereignisse w € €, die irgendwie zufillig geschehen.
Von diesem ,,irgendwie* weifl man nicht viel. Im Experiment beobachten
wir nicht das zugrundeliegende Ereignis w sondern nur die Auswirkung
dieses Ereignisses w; die Beobachtung ist ein Datenpunkt

r = X(w)
Wir berechnen nun den Erwartungswert von X. Sei dazu
g: R - R, x — g(x) mit g(z) =2 VzeR

Der Erwartungswert von X ist
E[X] = /XdP - /QX(w)P(dw) - /ngX(w)P(dw)

[ o) (P = [ 2 (N 0.1)(do)
/Rxe*%ﬁ Adz) :[wxe*%mz dz = ...

Normalerweise wird nicht nur ein Wert beobachtet, d.h. man hat nicht nur
einen Datenpunkt x sondern mehrere Daten

Tlyeeey Xy
Dies wird dann durch entsprechend viele Zufallsvariablen
X;: (,4) — (R,9), ie{l;...;n}

modelliert.
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Man beachte hierbei besonders, dass die verschiedenen X; alle auf demsel-
ben Messraum (£2,.4) definiert sind. Und ein und dasselbe Ereignis wy € €
hat dann zu den Beobachtungen

1= Xi(wo), x2=X2(wo), x3=X3(wo), ..., Tn=Xn(wo)
gefithrt. Im ¢.5.d. — Fall sind dann Xy, ..., X,, sochastisch unabhéingig
und
X1(P) = ... = X,(P)

Sei nun X eine binére Zufallsvariable, die nach Bin(1; %) verteilt ist. Dabei
bedeute
X =1 dass es regnet

und
X =0 dass es nicht regnet

Die Wahrscheinlichkeit, dass es regnet ist %
Wir haben also einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) und das Bildmaf}
von X bzgl. P ist

X(P) = Bin(1; %)

Dabei enthélt © alle moglichen Gesamtwetterlagen (inkl. physikalischer
und chemischer Vorgiinge z.B. auch auf molekularer Ebene). Jedes wg €
beschreibt eine spezifische Wettersituation. Naturgesetze bestimmen dann,
ob es in der Situation wg regnet oder nicht:

X(wg) =1 oder X(wg) =0

Wie wahrscheinlich welche Wettersituation w ist, wird von dem Wahr-
scheinlichkeitsmafl P auf (2, A4) angegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Wettersituation vorliegt, die zu Regen fiihrt, ist dann

P{we | Xw) =1}) = P(X7'({1})) = [X(P)]({1})

Normalerweise wird €2 nicht néher spezifiziert und P kennen wir gar nicht;
aber aufgrund statistischer Untersuchungen , wissen“ wir, dass

. 1
X(P) = Bin(l; 5)

also 1
X)) =

und das reicht uns.
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7.4 Transformationssatz fiir Dichten

Ist man an einer Transformation 7' einer Zufallsvariablen X interessiert, so
gibt die Transformationsformel aus Satz keine praktische Hilfestellung im
fiir die Statistik relevanten Fall, dass Px := X(P) eine bekannte Lebesgue-
Dichte besitzt. Der Satz trifft eine Aussage auf dem Niveau der beteiligten
Wahrscheinlichkeitsmafle:

[ sl = [ (fom@ s vBew

Der folgende Satz zeigt, wie sich die Dichte des transformierten Wahrscheinlich-
keitsmaBles T'(Pyx) aus der Dichte von Px berechnen lisst.

Satz 7.7 Sei f : RP — R, (x1,...,2p) — f(x1,...,2p) die NP-Dichte eines
Wahrscheinlichkeitsmafles Px. Seien G, G’ € B%P offen und die Abbildung

T: G = G’

(1,...,2p) — (Tl(:cl,...,zp),...Tp(:cl,...,:rp)>

=Y =Yp

bijektiv und samt T~ messbar und differenzierbar.
Dann gilt fiir die \P-Dichte g von T(Px):

-f(T_l(yl,...7yp))
- -f(T_l(yl,...,yp))

g(y1, -y Yp) = ‘det Jr-1(y1, ., Yp)

= ‘ det JT(T‘l(yl, . 7%))’

Bemerkung 7.8 Im eindimensionalen Fall (p = 1) vereinfacht sich die Dich-
tetransformationsformel zu

Beispiel 7.9 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei X eine A-messbare
Zufallsvariable, so dass das Wahrscheinlichkeitsmaf$ X (P) die Lebesque-Dichte
f(@) = 0e791 (o, (2) besitzt; oder kurz: X ~ Exp(6).

Die Abbildung

T : Rt - R"
T =z
ist bijektiv mit Umkehrfunktion
77! . Rt 5 RT
y =y

mit Ableitung



Mit dem Satz[7.7] kénnen wir nun einfach die zur Zufallsvariable Y := T(X)
gehorige Lebesgue-Dichte angeben:

firy > 0. Firy <0 setzte g(y) = 0.

Eine Verallgemeinerung der Transformationsformel auf nicht-bijektive Abbil-
dungen T ist moglich, indem man T in bijektive Abbildungen aufspaltet. Dies
wird anhand von zwei Beispielen dargestellt.

Beispiel 7.10 Betrachte die A-Dichte der Laplace-Verteilung (auch Doppelex-
ponentialverteilung genannt):

1
f(z) = 596_9“”‘ reR

Die Abbildung

T:R —RE

z — 2

ist nicht bijektiv, aber eine Aufspaltung in zwei bijektive Abbildungen ist maéglich:

T_: R™—RF T, : Rt - R*Y
T 1 T 2

T-': Rt - R~ T : R - RT
y= vy y= +Vy

Somit ist die transformierte Dichte

d _ d __ _
oly) = dyT_%y)\ T ) + \dyTJ(y)\ T )
N NG S B TR B ! —6l3l
—’2y2206 —|—2y2 Oe

1
:gy’%%*eﬁ

fiir y € R, sonst setze g(y) = 0. Es ergibt sich also die gleiche Dichte wie in
Beispiel[7.9

Beispiel 7.11 Uns interessiert im Folgenden die Dichte der Orderstatistik, d.h.
der Abbildung
(X1, Xn) 2 (X1y,eo X)),

wobei (X1,...,X,) die gemeinsame Dichte [ haben.
Wir betrachten zundchst den Spezialfall n = 2. Definiere dazu die Mengen

G1:={(x1,22) e RxR:xy < a5}
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und
Go :={(x1,22) ER xR : 21 > a2},

wobei also G die Vektoren in richtiger Reihenfolge enthdlt. Dann sind

o1 : G1—>G1 09 : G2—>G1
(w1, 22) = (21, 22) (w2, 21) = (21, 22)
01_1: G1—>G1 02_15 G1—>G2
(1), Z(2)) = (T(1), T(2)) (1), (2)) = (T2),T(1))

zwei bijektive, stetige Abbildungen mit differenzierbaren Umkehrabbildungen. Die

Anwendung von Satz auf jede einzelne Abbildung ergibt fir o,k € {1,2}:

‘ det Jo,j (1), iU(Q))‘ -f (01;1(33(1), $(2)))

=1

Die Dichte der Orderstatistik ist dann
9wy z@) = 3 f (o5 (@) ee)) = Faa),oe) + F@e), o)
k=1

fir xy < x(9)-
In Kapitel@ wird die Unabhingigkeit (von Zufallsvariablen) behandelt. Ist diese
gegeben, so folgt

9(x), T2) =2 fxo (@) [xp (T(2)

Sind die beiden Zufallsvariablen unabhingig und identisch mit Dichte fx wver-
teilt, so vereinfacht sich die Dichte der Orderstatistik zu

9@y, ®(2)) =2 fx(x0)fx(22)

Im allgemeinen Fall von n Zufallsvariablen gibt es n! Permutationen fir die
Reihenfolge und somit eine Aufspaltung in n! einzelne bijektive Abbildungen
G1,...,Gn. Die Dichte der Orderstatistik fiir unabhingige und identisch ver-
teilte Zufallsvariablen ist dann

9Ty xTmy)) =0l fx(@ay) - fx(@w) o)< <z
Sind beispielsweise X1, ..., X, ud U(0;1), so gilt

g(z(1y, ...

o) = n! fallsxy < - <y
0T Y00 sonst
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7.5 Ausblick: Gemischte Verteilungen

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B). Seien z1 € R,z2 € R, ...,z € R,
so dass gilt:

(a) Pist auf R\ {z1,...,2} absolut stetig, also
P(B) = /f(x))\(dx) VBe®B mit z; ¢ B Vje{l,... .k}
B

fiir eine Lebesgue-Dichte f .
(b) P({z;}) >0 Vje{l,...,k}

P besitzt also einen absolut stetigen und einen diskreten Teil; P besitzt somit
keine Lebesgue-Dichte. Vergeiche hierzu auch den Satz von Radon-Nikodym

(Satz(7.4)).

Gibt es ein anderes Ma  auf (R, B) bzgl. welchem P eine Dichte f besitzt?
Betrachte
o= A+ 0y + ...+ 0,

Klar: p ist ein o-endliches Maf}!
Wir zeigen nun
P < p (7.6)

Sei dazu B € B, so dass pu(B) = 0. Also

—— = ——
>0 >0 >0
und somit
AB) =0, 0z,(B) = 0, 0,,(B) =0, ..., §,,(B) =0

= z; €B Vje{l,... k}
Schliefllich folgt daher

P(B) £ /B f(2) \(dz) = / @) s () Mdz) = 0

Also ist
P A+0s,+ ... 4062, = 1
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und damit existiert auch eine Dichte von P bzgl. w.
Es gilt

P(B) = /Bf(x))\(dx) VBe®B mit o; B Vje{l,...,k}

und

a; == P({z;}) >0 je{l,....k}
Setze nun

fx) = f(x) Ve e R\ {xy,...,2x}
und

flx) = aj fallsx = z;, ie{l,...,k}

Dabei ist f bereits passend normiert, so dass

/fdA:/RfdA:l_iak

R\{z1,....zx }

Dann ist . R
f: R=>R, =z~ f(x)

die Dichte von P bzgl. p = A+ 95, + ...+ 0y, das heiflt
P(B) = /f(x) pw(dr) VBeB

Beweis:

P(B) = /de(A—kdml—k...—HSzk)

k
= fdx+ /fd(smj
k
Satz [6.15]
= /fd)\+Zaj~5Ij(B)
B\{z1,.zx} =L

- [ras Y PUsh

j:x;€EB

Fazit: Wir haben nun eine mathematische Theorie, mit der wir einheitlich alle
erdenklichen Verteilungen behandeln kénnen. Listige (und verwirrende)
Fallunterscheidungen (stetig, diskret,...) sind damit nicht mehr nétig!
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7.6 Ausblick: Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt soll am Beispiel ,,Stochastische Prozesse* kurz angedeutet
werden, wie allgemein und weitreichend der mafitheoretische Aufbau tatséchlich
ist.

SeiT =[a;b] C Rmita € R, b€ R und a < b. T heilt Parameterraum. Man
kann sich T als einen Zeitraum vorstellen, t = a ist der Anfangszeitpunkt, ¢t = b
ist der Endzeitpunkt. Sei (€2,.4) ein Messraum und sei fiir jedes t € T

X Q- R
w = Xi(w)

eine A - messbare Zufallsvariable. Die Gesamtheit aller Zufallsvariablen
X, teT

heifit Stochastischer Prozess.
Man bezeichnet (X;)ier auch als Familie von Zufallsvariablen.

X; : 2 — R kann zum Beispiel jeweils eine Zufallsvariable sein, die den Wert
einer Aktie zum Zeitpunkt ¢ beschreibt: Ist das zuféllige Ereignis wq eingetreten,
dann betréigt der Wert der Aktie z.B.

X(wo) = 164

H&lt man ein wy € € fest und betrachtet dann die Wertentwicklung im Zeitraum
T bei vorliegendem wyq, so erhélt man eine Funktion

Xo(wg) @ [a;0] — R, t — Xi(wo)

Eine solche Funktion ¢t — X;(wg) bei festgehaltenem wy nennt man Pfad. Tm
Folgenden nehmen wir nun an, dass fiir jedes w € 2 die Funktion

X (w) : [a;0] = R, t = Xi(w)

stetig ist. Das heifft, wir betrachten der Einfachheit halber jetzt mal nur stetige
Pfade (z.B. bei Aktienkurse ist das durchaus sinnvoll und iiblich). Sei

C([a; 0])
die Menge aller stetigen Funktionen auf 7' = [a; b]. Also
C(la;b]) = {f:[a;b] = R| [ ist stetig}

und fiir jedes w € € ist
X.(w) € C([a;bl)

Natiirlich ist es recht umstédndlich und schwierig bei einem Stochastischen Pro-
zess immer an ,,Familien von Zufallsvariablen®

(Xt)tET
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zu denken. Das sollte man deswegen auch nicht tun. Stattdessen definieren wir
eine zusétzliche Zufallsvariable

X: Q= C([ab]), we— X.(w)

Das heifit, X ist eine Zufallsvariable, die einem zufilligen Ereignis w gleich
seinen ganzen Pfad zuordnet. Damit beschreibt X schon unseren ganzen Sto-
chastischen Prozess. Statt bei einem Stochastischen Prozess an eine Familie von
Zufallsvariablen (X;)ter zu denken, ist es einfacher, nur an dieses X zu denken.

Setzen wir nun

Q" = C([a;b])

Jetzt brauchen wir noch eine geeignete o-Algebra A’ auf Q’. Die genaue Defi-
nition einer geeigneten o-Algebra A’ wiirde jetzt zu weit fithren; wichtig ist im
Moment nur: es gibt so etwas.

Damit ist unser gesamter Stochastischer Prozess (X;)ier auch ganz einfach
darstellbar als eine A/.A’ - messbare Funktion

X:0 = Q

Ein Stochastischer Prozess ist also gar nichts neues. Mit solchen A/ A’ - messbaren
Funktion beschéftigen wir uns schon die gesamte Vorlesung iiber.

Wenn zum Beispiel P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2,.4) ist, so kénnen wir
nun auch wie gewohnt das Bildmafl P’ von X unter P definieren:

P'(A) = P(X71(A")) VA eA

Dass P’ eigentlich was ganz kompliziertes ist — ndmlich ein Wahrscheinlichkeits-
maf} auf einem Raum von Funktionen, muss uns (auf dieser Abstraktionsebene)
nicht storen. Mit den mafitheoretischen Grundlagen aus dieser Vorlesung ist so
etwas immer noch gut handhabbar.

Mehr zu Stochastische Prozesse findet sich z.B. in van der Vaart| (1997) ab
Kapitel 18.
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8 Unabhingigkeit

In der Statistik ist die Unabhéngigkeit von Ereignissen oder Zufallsvariablen ein
zentraler Begriff und schon in der Schule lernt man, dass Mengen Aq,..., A,
unabhéngig sind, wenn

P(A1NAy) = P(A;) - P(A2)

P(A1 N Ag) = P(Ay) - P(A4s)

P(A1NAy)=P(Ay) - P(Ay)

B

P(A1NAyN A3)
P(A1NAyNAy) =
P(A1 N AyN As)

|
)

(A1) - P(As) - P(A3)
(A1) - P(As) - P(Ay)
P(A1) - P(As) - P(As)

NU

P(A; N A3 Ag) = P(Ay) - P(A3) - P(A4)
P(A; N A3N As) = P(Ay) - P(A3) - P(A5)

P(Ay N As) = P(As) - P(As)
P(Ay N Ay) = P(A5) - P(Ay)

oder in formaler Schreibweise

P (ﬂ A,-) = J[P(4)  fiir alle Teilmengen I C {1,2,...,n}  (8.1)

i€l i€l

8.1 Unabhingigkeit bei Mengensystemen

In diesem Abschnitt ist (€2, .A) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf (£2,.A4).

Seien D1 ¢ A, Dy C A, ..., D, C A. So ein D; bezeichnet man auch als
Mengensystem.

In naheliegender Weise wird nun die Unabhéngigkeit von ganzen Mengensyste-
men definiert: Dy, D, ..., D, sind stochastisch unabhdingig bzgl. P, falls gilt

D1, Do, ..., D, sind stochastisch unabhéngig bzgl. P

fﬁraueD1€D1,D2€'D2,...,Dnepg.

Entsprechend Gleichung (8.1)) lautet die formale Definition
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Definition 8.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
DicA Dy CcA ..., D,CA
D1, Ds, ..., D, heiflen stochastisch unabhéngig bzgl. P, falls
P (ﬂ Di> = [[P@D:) VD;eD; Viel (8.2)
i€l iel
fir alle Teilmengen I C {1,2,...,n}.

Satz 8.2 (N-stabile Erzeuger und Unabhingigkeit von o-Algebren)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien

AL C A A, Cc A ..., A, C A

weitere o-Algebren auf Q und sei & jeweils ein N-stabiler Erzeuger von A;.
Seien &1, &, ..., €, stochastisch unabhingig bzgl. P .

Dann sind auch Ay, Ao, ..., A, stochastisch unabhingig bzgl. P .

8.2 Unabhingigkeit bei Zufallsvariablen

Sei (£2,.4) ein Messraum und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, .A).
Seien (£2{,.A7) und (3, Aj) zwei weitere Messrdume. Sei

Xi Q — Qll
eine A/A{ - messbare Abbildung (Zufallsvariable) und sei
X5 : Q — QZ/

eine A/Aj - messbare Abbildung (Zufallsvariable)
Unabhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen X7 und X5 soll in etwa bedeuten,
dass

P(Xl =T, XQZ.'EQ) == P(X]_ :ZCl)-P(XQZ.T}Q)

MafBtheoretisch sauber aufgeschrieben heifit das
P{we Q| Xi(w) =21} N{w € Q| Xp(w) = z2})
= P{we Q] Xi(w) =21}) - P({w € Q| Xz(w) = z2})
bzw.

P(XT'({m ) N X7 ({a2)) = P(XT'({m})) - P(X7({22]))  (83)

bzw.

P(A1NAy) = P(Ay) - P(Ay) (8.4)
fir Ay = X, ({x1}) und Ay = X5 ({z2}).

Damit sind wir also wieder bei der Unabhéngigkeit von Ereignismengen ange-
langt. Auf diese Weise kénnen wir die stochastische Unabhéngigkeit von Zufalls-
variablen auf die stochastische Unabhingigkeit von Mengen (bzw. Mengensys-
temen) zuriickfiihren.
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Definition 8.3 (Stochastische Unabhingigkeit)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien

QL AD,  (Q3,4), .., (2 A)
Messriume und sei firi € {1,2,...,n}
X;: Q= Qf
jeweils eine A/ A/ - messbare Zufallsvariable. Setze firi € {1,2,...,n} jeweils

A= X7HAD = {X71AD | Ale Ay A
X1, X5,..., X, heiffen stochastisch unabhingig bzgl. P, falls A, As,..., A,
stochastisch unabhdngig bzgl. P sind.

Mit anderen Worten:

X1, Xo,..., X, sind stochastisch unabhéngig bzgl. P genau dann, wenn
P (ﬂ X;l(Ag)> = [[P(x;'4)) VAl eAl Vie{1,2,...,n}
i=1 i=1

Bemerkung 8.4
(a) Das Mengensystem A; ist eine o-Algebra auf ).

(b) Hier tauchen jetzt keine Teilindexmengen I C {1,2,...,n} mehr auf wie in
Gleichung (8.2)). Wenn obige Gleichung erfiillt ist, so gilt sie automatisch
fiir alle Teilmengen I mit

Al =Q  Yie{L,2,...n}\I

da
X-*l(Ql-’) = {weQ ’ Xi(w) GQ[} = QecA

3

Und wieder geniigt ein N-stabiler Erzeuger &£/ statt der ganzen o-Algebra A :

Satz 8.5 (N-stabile Erzeuger und Unabhiingigkeit)
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien

QLAD, (Q5,4), oy (A7)
Messriume und sei firi € {1,2,...,n}
X, : Q= Qf
jeweils eine A/ A/ - messbare Zufallsvariable. Sei auflerdem firi € {1,2,...,n}

jeweils & ein N-stabiler Erzeuger von A mit Q] € €. Dann gilt:
X1, Xo, ..., X, sind stochastisch unabhdngig bzgl. P, falls

P(ﬂxil(E;)> = [[Px;YE)) VE/ €& Vie{l,2,....n}
i=1 i=1
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Der Vollstindigkeit halber halten wir noch fest:

Satz 8.6 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
X, € El(Q,A,P), Xy € ﬁl(Q,A,P), ., X, € El(Q,.A,P)

stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen. Dann ist

Ep [ﬁ Xi] = ﬁEP [Xl] (8.5)
i=1 i=1
und

Var (zn: Xi> = zn:Var(Xi) (8.6)

(Hierbei ist ein Spezialfall des Satzes von Bienaymé, bei dem nur paarweise
Unkorreliertheit anstelle von Unabhiingigkeit verlangt wird.)

58



9 Produktmaifle

9.1 2-faches Produkt 2 x €2

9.1.1 Produkte von o-Algebren
Seien (21,.A1) und (Qs, Ay) Messraume.
Zum Beispiel
2, = [0;5], Qo = [0; 3]
Wir betrachten nun den Produktraum (kartesisches Produkt) von €; und s
Q=M xD = {(w,wa) | w1 €D, wye}
Zum Beispiel

Q1 xQy = [0;5] x [0;3] = {(wi,w2) ER*| 0<wy <5, 0<wy <3}

4 4
3
S S S S S s
2 /
Y
Qo v /XK
JSSS S S S S /
1 JSSSS S S /
JSS S S S S /
S S SSS Va4
0 = L/ /
Q1
1
1 ! I T
0 1 2 3 4 5 6

Was sind nun die messbaren Mengen in £2; X €23 7 Das heifit: Was ist eine ge-
eignete o-Algebra A auf Q = Q) x Q7

Wenn A; C 2y messbar ist (also A; € A;) und As C 5 messbar ist (also
As € As), dann soll auch

A1><A2 = {(al,ag)’ CL1€A1, CLQEAQ} c Q

messbar sein (also A; x Ay € A).

4 4 (Blucl)X(32UCQ)
(B1 x B2)U(B1xC2)U(C1 X B2)U(Cy x Ca)
3 3 —
> B A7 v/
2= 2= -
1 - 1 -
IB: [B:553 [C1xBa]
0 0
Al B1 Cl
| [| | | 1 [
T \I T T I r T I T I T I T I r T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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Einfachste Idee:
Nehme kleinste o-Algebra auf 2 = Q2 x Qs , die

E = A x Ay = {A1><A2| A1€A1, AQGAQ}
enthélt.

Definition 9.1 (Produkt-o-Algebra)
Seien (Q1, A1) und (2, As) zwei Messridume. Sei A die von

£ =AxAy = {A x Ay | A1 € A, Ay € A}
erzeugte o-Algebra auf Q = Qq x Qq, d.h.
A= U(.Al X Ag)

Dann heifit A Produkt-o-Algebra von A; und Ay auf @ = Qp x Qo . Fir die
Produkt-o-Algebra A schreibt man auch

A= A ® Ay
Achtung: Nicht jede Menge A € A; ®As ist darstellbar als ,, Rechtecksmenge*

A:A1XA2; A1€A1, AQE.AQ

C1 xCa“fehlt“
T

—
Cz |B{XCx ‘ |

j:Bz [Brx B3] [CLXBs]

0
B, C1
1 I I
I T I U T I T

0 m——

0 1 2
Beispiel 9.2 (2-dim. Borel-Mengen)
B = BB

Der Beweis von B%? = B ® B ist nicht ganz trivial und bendtigt ein bisschen
Topologie.
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9.1.2 Produkte von Maflen

Seien (Q1,A4;) und (2, .A3) zwei Messrdume. Sei p; ein Mafl auf (Q4,.41) und
M2 ein Maf} auf (QQ, Ag)

Wir wollen nun ein Mafl p auf (€7 x Q9,41 ® Ay) definieren, so dass
N(Al X Az) = /Ll(Al) . ‘[LQ(AQ) VAl S ./41 5 VAQ S .AQ (91)

Beispiel 9.3 (2-dim. Lebesguemaf} \?)
Sei Q1 =R und Q9 = R.

)\2([a1;b1] X [az; bg]) = (bl — a1) . (bg — ag) = /\1([@1; bl]) '/\1([a2;b2])

4

1w A%([1;5]%[1,5;3]) = 4-1,5
3 - —

H /S S/ Vv avd

= LSS
21 2 o,
A = i

<
1
o 4

A([1;8]) = 4
1

An dieser Stelle ist noch nicht klar, ob durch (9.1) immer ein Maf§ 4 auf (€ x
02, A1 ® As) definiert ist.

Als Hilfsmittel brauchen wir zunéchst folgendes Lemma:
Lemma 9.4 Seien (Q1, A1), (Q2, A2) und (', A’) Messriume. Sei
fi U xQ — Q

eine A1 ® Ay | A’ - messbare Abbildung. Dann ist fiir jedes w1 € Q4
for i Q2 — Q' we = f(wr,w2)

eine Ag/ A’ - messbare Abbildung und fiir jedes wa € Qs
for 0 1 = Q' wi = f(wr,w2)

eine Ay /A’ - messbare Abbildung.

Auflerdem bendtigen wir folgenden beriihmten Satz:

Satz 9.5 (Existenz des Produktmafes)

Seien (1, A1) und (a2, A2) zwei Messrdume. Sei py ein o-endliches Maf$ auf
(Q1, A1) und pg ein o-endliches Maf auf (Q2, As).

Dann gibt es genau ein Maff pn auf (21 X Qo , A1 ® Ag) mit

/J(Al X Ag) = /,Ll(Al) . ,LLQ(AQ) VAl € Al y VAQ S .AQ (92)
Dieses MafS u ist ebenfalls o-endlich.
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Beweisskizze: Sei A € A; ® A;. Nach Lemma[9.4] ist fiir jedes wy €
fwl : QQ — R, wo > IA(U}17U.)2)

Ao - messbar. Also ist

w1 /IA(wl,LUQ)/J,Q(dUJQ)

wohldefiniert und nach dem Satz von Tonelli (vgl. Bauer| (1992); S. 155, oder
Satz sogar Aj; - messbar. Setze

H(A) = / / La(wr, wo) pa(dn) pn (deon)

Dies definiert ein Maf} auf (21 x Q2 , A1 ® As), woraus die Existenz folgt.
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz |3.9
Die o-Endlichkeit folgt aus der o-Endlichkeit von pq und ps. (I

Definition 9.6 (Produktmaf)
Das Map p aus Satz[9.5 heift Produktmafl von p1 und po. Fir das Produktmaf
w schreiben wir auch

1 @ po

Der nachfolgende Satz beschreibt, wie man Integrale bzgl. u; ® us berechnen
kann:

Satz 9.7 (Satz von Fubini)
Seien (1, A1) und (a2, Az) zwei Messriume. Sei py ein o-endliches Maf auf
(Q1, A1) und pg ein o-endliches Maf$ auf (Qa, As).
Sei f € L1(1 X Qo, A1 ® Ag). Dann ist
fwl : QQ — ]R, Wy > f(wl,wg)

fir py —fast alle wy € Q4 integrierbar bzgl. ps und

w1 /Q Joor (W2) p2(dws)

ist integrierbar bzgl. py . Die analoge Aussage mit vertauschten Indizes 1 und 2
gilt ebenso.
Auflerdem gilt

/ Flwi,wa) 1 @ pa (d(wr,wa)) = / f(wi, w2) p2(dws) pr (dwr)
Q1 x o, Ja,

= / f (w1, wa) 1 (dw) po(dws)
Qo J Q1

Der Satz von Fubini besagt insbesondere, dass beim Integrieren die Reihenfolge
der Integration vertauscht werden darf.
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9.2 n-faches Produkt 2; x --- x Q,
Definition 9.8 (Produkt-o-Algebra)
Seien (1, A1), ..., (Qn, An) Messraume. Sei A die von
E=Ax - xA, = {Ad1x-xA, | Aje Ay Vie{l,...,n}}

erzeugte o-Algebra auf Q = Qp x -+ x Q,, .
Dann heifit A Produkt-o-Algebra von A; ..., A, auf Q = Q; x --- x Q,,. Fiir
die Produkt-c-Algebra A schreibt man auch

A=A ®A,

Satz 9.9 (Existenz des Produktmafles)

Seien (1, A1),..., (Qn, An) Messraume. Fir jedes i € {1,...,n} sei u; ein
o-endliches Maf$ auf (£, A;) .

Dann gibt es genau ein Maff pp auf (1 X - x Q,, A1 @ -+ ® Ap,) mit

Ay x - x Ap) = p(Ar) - oo pn(An) VA €A ie{1,....,n} (9.3)
Dieses Maf p ist ebenfalls o-endlich.
Beweisidee: Wie beim 2-fachen Produkt. O

Definition 9.10 (Produktmaf)
Das Maf$ i aus Satz[9.9 heifft Produktmafl von py ..., pin. Fir das Produkt-
maf p schreiben wir auch

H1 D ... @ Un
Notation 9.11
o Falls u = pu1 = ... Wy, schreiben wir auch
1
bzw. falls A=Ay = --- = A,, schreiben wir auch

A" = A A = A Q-0 A,
———

n-mal

e Abkiirzend schreiben wir auch

und
A = A4 A4,

und
Dt = 1 @ fin
Also zum Beispiel auch
L1( %Xy, &A@ @Ay, 11 @+ @ fiy)
= L1(xi{=1$%, @= 1 Aiy ®_1p4)
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Satz 9.12 (Satz von Fubini)
Seien (1,A1),..., (O, An) Messriume. Fir jedes i € {1,...,n} sei u; ein
o-endliches Maf$ auf (£2;, A;).
Sei
e Li(xii i, @71 Ai, ®T—1144)

Dann ist
/n o flwr, - wn) @Y (d(wl,...7wn))
— /Q1 /Qz .../Qn flwi,wa, - ywp) i (dwp) - -+ pa(dws) pr(dwy) — (9.4)

und die Reihenfolge der Integration in (9.4)) darf beliebig vertauscht werden.

Satz 9.13 (Satz von Tonelli)
Seien
(leAlnu‘l)a ) (QnaAnmun)

Messrdume und sei
f:Qx---xQ, - R

eine A1 ® -+ ® A, - messbare Funktion mit
flw) >0 Vwe Qg X - xQ,

Dann gilt
[ ) @l e w0)
X718
- / / / Fwr,wa o) fin(dan) - pa(den) pn(dwn)  (9.5)
Q1 J Qo Qn
und die Reihenfolge der Integration in (9.5) darf beliebig vertauscht werden.

Mit Hilfe des Satzes von Tonelli kann man also die Integrierbarkeit einer Funk-
tion bzgl. des Produktmafles zeigen. Der Satz von Fubini setzt diese Integrier-
barkeit ja voraus.

Beispiel 9.14 FEs gilt
BR @B = B (9.6)

und
AQ @A = A" (9.7)

Der Beweis von bendtigt ein bisschen Topologie.
9.7

Der Beweis von (9.7) ist eine einfache Ubung.

Zum Abschluss noch ein Messbarkeitskriterium fiir Funktionen

FiQ = xm,0/
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Satz 9.15 Seien (2, A), (2, A]), ..., (), A}) Messriume.

Fiiri € {1,...,n} sei f; eine Funktion
Setze
f:Q = x99, we— (fl(w),...,fn(w))
Dann gilt:
fist A/ %, Al -messbar genau dann, wenn f; fir jedesi € {1,...,n} eine

A/ A! - messbare Funktion ist.

Beweis:

e Sei zunéchst f eine A/ ®], A/ - messbare Funktion.
Seii € {1,...,n} und A/ € A/.

Dann ist

A" = QXX QXA X Q) x o x Q) e xP Al C e Al (9.8)

und es gilt
N A]
= QD) N0 QD) n AN 0 QL) N0 £
——— ——
=Q =Q =Q =Q
19.8)
iy B

aufgrund der A/ ®j_; A/ - Messbarkeit von f.
Da dies fiir jedes A/ € A/ gilt, folgt die A/ A/ -Messbarkeit von f; .

e Sei nun f; fiir jedes ¢ € {1,...,n} eine A/ A/-messbare Funktion. Sei
&= Al x...x A = {A]x...x A | Ale A{Vie{l,...,n}}

Dies ist ein Erzeuger von ®7 ;.A/. Aufgrund von Satz reicht es daher zu
zeigen, dass

FTHAx...xA)) € A VA x...x A € &'
Sei also A] x ...x A} € &', dh.

Al e Al Vie{l,...,n}

Dann ist .
FHADx - x AL) = () fiH(A]) € A
i=1
aufgrund der A/ A/ - Messbarkeit der Funktionen f;. O
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Ubung 9.16 (Unabhiingigkeit und Produktmaf)
Seien (Q, A), (21, A]), (Q3, A) Messridume. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (2, A). Sei

X1 : Q- Qll

eine A/ A{ - messbare Zufallsvariable und sei
Xo 1 Q= Q)
eine A/ A} - messbare Zufallsvariable. Setze
X0 5 Qx0, we (X)X (w))

Dann gilt:
X1 und X5 sind stochastisch unabhdngig, genau dann wenn

X(P) = [X:i(P)] ® [Xa(P)]

Ubung 9.17 Firie {1,...,n} sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf (R,B)
mit Lebesgue-Dichte f;. Dann ist

f:R" > R, (x1,...,20) = fi(z1) ... fulzn)
eine Lebesgue-Dichte von Py ® --- @ P, auf R™, das heifit
AP®---®@P,) = fd\"

9.3 Faltung von Wahrscheinlichkeitsmaflen

Ziel: Berechnung der Verteilung der Summer von Zufallsvariablen, am besten
dargestellt durch ihre Dichte.
Voraussetzungen:

e Wahrscheinlichkeitsmafe p1, ..., p, auf (R, B®™)

e Produktmafl p1 ® -+ ® py, auf R™ x -+ x R™ versehen mit der o-Algebra
NS —

n-mal
BO" R ... @ BE"

n-mal

e Darstellung der Summe durch die Abbildung

A, : R"x...xR™ — R™
n

(a:l,...,xn) — Z.Z‘i
=1

A,, ist messbar (vgl. Satz[5.9).

Definition 9.18 (Faltungsprodukt)
Unter obigen Voraussetzungen heifit

pykk gy = Ap(pr @ - @ lp)

Faltungsprodukt von p1, ..., u, (Verteilung der Summe).
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Dies ist ein Ma$ auf (R, B®™) und nach Definition [5.3| gilt fiir B € B®™
[ % pn] (B) = [ © - @ pa] (A7 1(B))
Bemerkung 9.19 Sei
(X1yeo s Xps1) ~ 1 ® - @ g1

(d.h. insbesondere, dass X1, ..., Xp41 stochastisch unabhingig sind (vgl. ﬁbung)
und

Bhi1 : R x--- xR™ — R™ x R™
(mla"'axn-‘rl) — (in)xn-‘rl) = (An(x17"'xn)axn+l) )
i=1

dann gilt:
An+1 = A203n+1 ,

d.h. man kann sich auf zweifache Faltungen beschrdinken, z.B.
(z1,72,23) = (21 + T2, 23) = (21 + 22) + 23

Lemma 9.20 Sei f > 0 eine messbare reellwertige Funktion. Dann ist
[t = [ foradgnep)
S. [@13
=[] 1+ punldpaas)

Mit f = Ig, B € B®™, gilt somit
[ % p2] (B) = /IB d(pun * o)

— // Ig(z + y)p (dw)p2(dy)

-/(/ . ) ) ey
= /ul(B—y)uz(dy)

Analog auch mit vertauschten Rollen von 1 und pso.

Beispiel 9.21

] (B) = [ (B - 2)6.(da) = (B — @) = p(T_o(B)
Fiir p = 6y

1 beT_(B)ea+beB

=90 B
0 sonst a+v(B)

[0a * 6] (B) = 0(T-a(B)) = {
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Satz 9.22 Seien py und uy Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R™,B%™). Das Maf
1 besitze die Lebesgue-Dichte f.
Dann gilt fiir jede Borelmenge B € B®™

s 1s] (B) = [ ( / f(x—y)uz(dy)> A" (d)

Somit besitzt iy * po (mittels f von py) ebenfalls eine Lebesgue-Dichte.

Beweis: Definiere die Translationsabbildung duch Ty(z) = z + y. Mit der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles, der Transformationsformel, sowie
dem Satz von Fubini folgert man die Behauptung:

o) (8) " [ [ 1o+ gy (@natay

= [ ([ e+ nsannan)) et

E2 (] 1ate 4 -, 00 0) ) el
/ < / I5(T_ ) (x + 1)) f(T_y(z))/\m(d:c)) 12 (dy)
=

/ — y)pa(dy)A™ (der)

/ (/ - y)uz(dy)> A" (dz)

Notation 9.23 Die Lebesgue-Dichte von py * po wird mit f * ps bezeichnet:

[f % p2] (= /fz— ) k2 (dy)

O

Um Verwechselungen vorzubeugen, wird hier der Buchstabe z fiir die Summen-
variable (Ergebnis der Faltung) verwendet.

Korollar 9.24 Besitzen nun sowohl 1 als ach ps Lebesque-Dichten du, =
fdN™ und dus = gd\™, dann gilt

f * Mz / flz— y) AN (dy) = [f * g] (z)
und die Dichte des Faltungsprodukts wird mit f % g bezeichnet.

Bemerkung 9.25 Sind X; und Xy unabhingige und identisch mit Lebesgue-
Dichte [ wverteilte Zufallsvariablen, dann besitzt Z := X1 + Xo die Lebesque-
Dichte

/ f(z —x)f(x) A(dx)
Beispiel 9.26 Sei f die A-Dichte der stetigen Gleichverteilung auf dem Inter-

vall [0;1], d.h. f = Ijgq). Seien X1, Xo g U(0;1) und Z := Xy + Xa. Dann
ist die A-Dichte der Faltung Z gleich

75 11) = [ Tou(e =)o) M)
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Der Integrand nimmt nur die Werte 0 oder 1 an. Er hat den Wert 1 genau
dann, wenn

0<z—2<1 und 0<z<1
<— <z und x>z—1 und 0<x<1
< max(0,z—1) <z <min(l,2)

0<z<z falls 0<z<1
z—1<z<1 falls 1<2z<2

Somit ergibt sich fir die Dichte

min(1,2) z alls 0<2<1
i) = [ M) = L fboses
max(0,z—1) 1—-(z-1)=2—-2 falls 1<2z<2
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10 Bedingte Erwartungen

10.1 Einleitung
10.1.1 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten
Die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B)
hat die intuitive Bedeutung;:

P(A|B) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass Ereignis A eintritt,
wenn man schon weifl, dass Ereignis B eingetreten ist.

P(A| B) errechnet sich mit Hilfe der Formel

P(ANB

P(A|B) = (P(B) )

Entsprechend hat der (elementare) bedingte Erwartungswert
Ep[Y | B]

die intuitive Bedeutung:

Ep[Y | B] ist der Erwartungswert von Y, wenn man schon weif},
dass Ereignis B eingetreten ist.

Ep[Y | B] errechnet sich mit Hilfe der Formel

Ep[Y|B] = ﬁ/BYdP

Fiir unseren allgemeinen maftheoretischen Aufbau sind das aber keine tragfihi-
gen Konzepte, mit denen man arbeiten konnte.
Problem: Diese Definitionen sind nicht méglich, falls
P(B) =0
Aber dieser Fall ist auch wichtig, wie sich im folgendem Beispiel zeigt.

Beispiel: Seien Y und T Zufallsvariablen. Sei T" normalverteilt. Die Beobach-
tung fiir 7" in einem Experiment sei zum Beispiel

T = 0.2641

Uns interessiert jetzt

P(Y eA"|T=0.2641)
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also
P(Y ' (A")|T7'({0.2641})) = P(A|B)

wobei A=Y 1(A’) und B := T~1({0.2641} .
Allerdings ist

P(B) = P(T7'({0.2641}) = MN(0,1)(0.2641) = 0

Diese Art von bedingter Wahrscheinlichkeit und bedingtem Erwartungswert be-
trachten wir daher im Folgenden nicht mehr. Stattdessen betrachten wir ein
anderes (mafitheoretisches) Konzept, ndmlich den allgemeinen bedingten Er-
wartungswert.

Viele Biicher tiber Wahrscheinlichkeitstheorie stellen dieses Konzept des allge-
meinen bedingten Erwartungswertes als eine einfache, direkte Verallgemeine-
rung des elementaren bedingten Erwartungswertes hin.

Das ist aus zwei Griinden problematisch:

e Der allgemeine bedingte Erwartungswert ist nicht einfach!

e Der allgemeine bedingte Erwartungswert ist keine direkte Verallgemeine-
rung des elementaren Erwartungswertes! Das heifit: Der elementare be-
dingte Erwartungswert ist kein Spezialfall des allgemeinen bedingten Er-
wartungswertes.

Natiirlich bestehen trotzdem gewisse Beziehungen zwischen dem elementaren
bedingten Erwartungswert und dem allgemeinen bedingten Erwartungswert.

Trotzdem sollte man sich das Ganze nicht schwerer als nétig machen. Am Bes-
ten vergifit man voriibergehend den elementaren bedingten Erwartungswert
(bedingte Wahrscheinlichkeiten) und denkt beim allgemeinen bedingten Erwar-
tungswert NICHT an das ,,Bedingen nach irgendwas“, sondern an den ,,Infor-
mationsgehalt einer o-Algebra “ (vgl. Abschnitt — auch wenn der Name

allgemeiner bedingter Erwartungswert etwas anderes nahelegt.

10.1.2 Der Informationsgehalt einer o-Algebra

Sei €2 eine Menge und A eine o-Algebra auf Q.
Information lisst sich formalisieren als eine Menge C von Ereignissen C' € A

Ccc A

von denen wir entscheiden kénnen, ob sie eingetreten sind oder nicht.
C enthilt also genau die Teilmengen C C ) (= Ereignisse), von denen wir
wissen, ob sie eingetreten sind oder nicht.

Wenn wir entscheiden kénnen, ob C' C 2 eingetreten ist, dann ist klar, dass wir
auch entscheiden konnen, ob das Gegenereignis C© eingetreten ist. Das heif}t:

cec = C°cc (10.1)

Wenn wir fiir jedes n € N entscheiden kénnen, ob C,, C € eingetreten ist, dann
ist es plausibel, dass wir entscheiden kénnen, ob (J;—, C, eingetreten ist. Das
heif3t

Cu)pew ©cC = YCuec (10.2)
n=1
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Wir wissen auch, ob das unmdgliche Ereignis () eingetreten ist. (Es ist natiirlich
nicht eingetreten.) Also
hec (10.3)

Aus (10.1] - 10.3)) folgt, dass C eine o-Algebra ist. Somit 148t sich Information
also durch eine o-Algebra

CcA
formalisieren.

Eine o-Algebra C auf 2 mit C C A heifit Unter-o-Algebra von A.

Information kann man sich auch als ein Netz auf ) vorstellen, so dass zwei
Ergebnisse eines Experiments nicht voneinander unterschieden werden kénnen,
wenn sie in der selben Masche des Netzes auf 2 liegen. Auf einer Weltkarte
kann man nicht zwischen dem EZB-Geb#ude in Frankfurt und der Paulskirche
in Frankfurt unterscheiden. Aber ein Stadtplan von Frankfurt enthilt geniigend
Informationen, um die beiden Geb&dude voneinander zu unterscheiden.

Punkte nicht unterscheidbar
bei “Maschengenauigkeit®

Q

Beispiel 10.1 Sei 2 =R und A =B: Seiw € R das Ergebnis eines normal-
verteilten Experimentes, z.B.

= 0,2417269253751908503217094378 . ..

Allerdings kann man das Ergebnis normalerweise gar nicht so genau beobachten
(Messgenauigkeit!). Zum Beispiel zeigt das Messgerdit das Ergebnis nur auf zwei
Nachkommastellen an. Das angezeigte Ergebnis ist dann 0,24 und man weif
nur, dass w € [0,235; 0,245). Das heifit also

e z}>

k k
C=o <{[100 0,005; — +0 005)
k
Cy = [ 0005 +O OO5> VkeZ

wobei C C B . Setze
100
K C Z}

Dann ist

cz{Uok

keK
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Sei (Q,.A) wieder ein Messraum und

Cc A
eine Unter-o-Algebra von A, welche die zur Verfiigung stehende Information
reprisentiert.
Sei

Y : Q- R

eine C - messbare Zufallsvariable.

Die o-Algebra C représentiert die verfiigbare Information. Aufgrund der C-
Messbarkeit von Y kennen wir dann das Ergebnis von Y, denn:
Wir wissen fiir alle a € R, ob

C =Y ((a;00))

eingetreten ist, weil Y ! ((a;00)) € C.
Also: Y ist durch die verfiighare Information vollstindig bestimmt.

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2,.4) und sei
Y :Q —=>R

eine A - messbare Zufallsvariable.
Wir wollen jetzt eine ,,beste Schitzung” von Y basierend auf der verfiighbaren
Information C suchen.

Die C-messbaren Zufallsvariablen sind die Zufallsvariablen, die durch unsere
verfiigbare Information (reprisentiert durch C) vollstindig bestimmt sind.

FEine ,,beste Schiatzung* von Y basierend auf der verfiigharen Information C ist
daher eine C - messbare Zufallsvariable Yj, die ,,so nahe wie moglich* an Y liegt.

Eine C - messbare Zufallsvariable Y} liegt ,,so nahe wie moglich“ an Y falls
/CY—YOdP =0 vC e C (10.4)
oder anders geschrieben
/CYdP = /CYOdP vC e C (10.5)

Fiir Yy schreiben wir dann auch

Yo = Ep[Y[C]
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Beispiel 10.2 (Fortsetzung von Beispiel
Wie vorher ist (2, A) = (R,B) und P = N(0,1). Sei Y eine B - messbare
Zufallsvariable

Y:R >R

Da wir die Ereignisse w nicht genau beobachten kénnen, sondern nur wissen, ob
ein
w € Cg

eingetreten ist, kennen wir Y nicht vollstindig. Wir wissen nur, ob
Y € {Y(w)'w € Cy}

Eine naheliegende Schitzung fiir Y auf Cy wdre der relative Mittelwert

1

N7(071)(Ck) . . Y dN(0,1)

Insgesamt wdire dann also eine C - messbare Schitzung von Y

Yo : w — Z ek - Io, (W)
kEZ

wobei )
= . Y dN (0,1 VkeZ
* T N () /c ©.1)

Und dieses Yy erfiillt tatsdchlich Gleichung (10.5): Fiir C = (J,cx Cr € C ist

[ voan . LY eude, @) V0.1 (@)

keK

= > a-N(01)(Ck)

keK

£ N[ YaN(o,1)
kek 7 Cr

etnsetzen

= /CY dN(0,1)

10.1.3 Der Informationsgehalt einer Zufallsvariable

Sei (2, .A) ein Messraum und
Y : Q=R

eine A-messbare Zufallsvariable.

Sei (', A’) ein weiterer Messraum und
T:Q — Q

eine A/A’-messbare Zufallsvariable, die wir beobachten kénnen.

74



Das heifit: Fiir jedes A’ € A’ wissen wir, ob
TeA oder T¢gA

Oder mit anderen Worten: Wir kénnen fiir jedes A’ € A’ entscheiden, ob das
Ereignis

T A e A

eingetreten ist.
Also wird unsere Information iiber die beobachtete Zufallsvariable T durch

C={T'(A")]A" e A"}

repréisentiert.

Beachte: Dieses C C A ist eine Unter-o-Algebra von A.
Der Informationsgehalt einer Zufallsvariable 148t sich also durch eine Unter-
o-Algebra von A ausdriicken.

10.2 Definition und grundlegende Eigenschaften

Ein beste Schitzung Yy von Y ergibt sich aus Gleichung (10.5) unter der An-
nahme, dass C unsere zur Verfiigung stehende Information darstellt. Eine solche
,beste Schitzung® nennt man Bedingte Erwartung von Y gegeben C.

Definition 10.3 Sei (Q2,.A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
(QA) und Y € L1(Q, A, P).
Sei C C A eine Unter-o-Algebra von A. Sei

Yo : @ - R
mit folgenden FEigenschaften
(i) Yo € L1(R, A, P)
(i) Yo ist C - messbar.

(iii) Fiir alle C € C ist
/YdP - /YOdP (10.6)
c c

Dann heif$t Yy bedingte Erwartung von Y gegeben C (unter P) und man schreibt
Yo =Ep[Y |C]
Diese Definition wirft sofort zwei Fragen auf:

1. Existiert zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P), zu jedem
Y € £1(2, A, P) und zu jeder Unter-o-Algebra C C A eine bedingte Er-
wartung von Y gegeben C unter P 7

2. Ist die bedingte Erwartung von Y gegeben C unter P eindeutig oder gibt
es zu einem Y mehrere bedingte Erwartungen?
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Die Antwort auf beide Fragen ist (im Wesentlichen) ,ja“, wie der nachfolgende
Satz zeigt:

Satz 10.4 (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung)

(a) Zu jedem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), zu jedem Y € L1(2, A, P)
und zu jeder Unter-o-Algebra C C A existiert eine bedingte Erwartung von
Y gegeben C unter P, also ein

Yo =Er[Y|c]
(b) Seien Yy und Xy zwei bedingte Erwartungen von Y gegeben C unter P,
dann ist
Yy = Xo P -fast sicher
Beweis:

(a) Sei Y+ der Positivteil von Y und Y~ der Negativteil von Y. Also
Yt+>0, Y >0 und Y=Yt_Y"~

Setze
V+(A):/Y+dP VAe A
A
und

u*(A):/Y*dP VAe A
A

GemiB Satz und Satz sind v und v~ zwei Mafe auf (Q,.A) so
dass
vt < P und vm K P (10.7)

Wegen C C A werden durch
P(C)=P(C) vCecC
ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2,C) und durch
vH(C) =vT(0), v (C)=v~(C) vCecC

zwei Mafle auf (£2,C) definiert.
Wir betrachten also jetzt den Messraum (£2,C). Offensichtlich folgt aus

(110.7) auch

/W< P ud T <P (10.8)
Nach Satz [T.4] existieren dann

Yyt € £,(,C,P) und Yy € £1(Q,C, P)
so dass

19+(C):/Y0+df3, z)‘(C):/YO*dP vCecC
C c
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Setze Yy = Y;" — Y, . Dann gilt:
e Yo e L1(0,A,P)
e Y| ist C-messbar.
e Fiir alle C € C ist

/YOdP /Y+dp /Y AP = i+ (C) — i (C)

=vH(C) - v ( /Y*dP /Y dP
C C
:/de
C

Yo =Ep[Y |C]

und die bedingte Erwartung von Y gegeben C unter P existiert.

Also ist

(b) Sei Xy neben Yy eine weitere bedingte Erwartung von Y gegeben C unter
P. Dann folgt aus

/YOdP:/dez/XOdP vCecC
C C C

und Satz [6.15 (b) R
Yy = Xo P -fast sicher

Und hieraus folgt schliellich
Yo = Xo P -fast sicher

O

C stellt unsere zur Verfiigung stehende Information dar. Falls diese Information
von einer beobachteten Zufallsvariable

T:Q — Q
stammt (vgl. Abschnitt , so schreiben wir auch
Ep[Y|C] =Ep[V|T]
Dies ist der Inhalt folgender Definition:

Definition 10.5 Sei (2, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
(Q,A) undY € L1(Q, A, P).

Sei (', A") ein weiterer Messraum und
T:Q — Q
eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C={1T""A")|A" e A"}

Dann heifst die bedingte Erwartung von'Y gegeben C unter P (Ep [Y | C]) auch
bedingte Erwartung von Y gegeben T (unter P) und man schreibt

p[Y|T]
anstelle von Ep [Y | C]
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Eine entsprechende Definition ist auch bei mehreren Zufallsvariablen
T, : Q = Q'

moglich und sinnvoll. Diese Situation liegt vor allem bei Stochastischen Prozes-
sen hiufig vor (vgl. Markov-Ketten).

Definition 10.6 Sei (2, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
(Q,A) undY € L1(Q, A, P).
Sei I eine Indexmenge. Fiir jedes i € I sei (], A!) ein Messraum und

T, : Q = Q
eine A/ Al - messbare Zufallsvariable. Setze

Ci={T7(A) | 4] € A]}

o)

Dann heifst die bedingte Erwartung von'Y gegeben C unter P (Ep [Y ’ C]) auch
bedingte Erwartung von Y gegeben (7;);c; (unter P) und man schreibt

und

EplY | T i€ I

anstelle von Ep [Y | C] .

Bevor wir einige Eigenschaften der bedingten Erwartung festhalten, betrachten
wir zwei Beispiele

Beispiel 10.7 (Véllige Unwissenheit)

Sei (Q, A) ein Messraum, P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, A) und Y €
L1(Q, A P).

Villige Unwissenheit iber das eingetretene Ereignis wird durch die Unter-o-Algebra

c=1{0,9}

reprisentiert. Wir wissen ndmlich nur, dass das unmdgliche Ereignis O micht
und dass das sichere Ereignis §) eingetreten ist; von den anderen Ereignissen
A € A wissen wir nicht, ob sie eingetreten sind.

In diesem Fall ist
Ep[Y |C] =Ep[Y]

Der gewohnliche Erwartungswert ist in diesem Fuall die ,beste Schdtzung® fiir

Y.
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Beispiel 10.8 (Konkretes statistisches Beispiel) Seien yD oy un-
abhdngig identisch nach P verteilte Beobachtungen auf R

y(i)GR, y(i)wP, i=1,...,n

Das heifst also: Der zugrundeliegende Messraum ist (R™,B®") und das entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R™, BE") st

P®"=Pg.-.-QP
————

n - mal
Der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Experiment ist somit
(R™, 3™ pe™)
Beim Sammeln der Daten wurde nicht auf die Reihenfolge geachtet. Sei

(yla"'ayn)

der Beobachtungsvektor in der richtigen Reihenfolge. Wir wissen also nicht, ob

(y17y2711/3> .. 7yn) = (9(1)73/(2)72/(3), e ;y(n))

oder ob
(ylvy27y37 L) y’n) = (y(7)7y(5)7y(n)7 ) y(3))

Formal lafst sich das jetzt so aufschreiben:
Sei
Sp={r:{1,...,n} = {1,...,n}| 7 ist bijektiv}

die Menge der Permutationen von {1,...,n}. Jedes T € S,, permutiert also die
Koordinaten und wir schreiben

T((yla Yz, - 7yn)) = (y‘r(l)a Yr(2)s- -+ yT(n))
Unser Wissensstand wird nicht durch B®" ausgedriickt sondern durch
C:{C€%®"|T(C):C VTESH}

Denn wir wissen nicht, welches (y1,Y2,Ys,--.,Yn) eingetreten ist. Wir wissen
nur, welche Ereignismenge

U {T((?Jl,y27~-~,yn))}

TESK

eingetreten ist.

Entsprechend wissen wir nicht, ob B € B®" eingetreten ist. Wir wissen
nur, ob

eingetreten ist.
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Sei
f:R* 5 R

eine BE™ /B - messbare Funktion. Wir wollen jetzt

EP@TL [f ‘ C}
berechnen.
Ergebnis:
1
IEP®" [f ’ C] (y17y27 ) 7yn) = g Z f(y‘r(l)7y7'(2)7 v ay‘r(n))
" T€ES,

v(ylay25-~-ayn) cR"
Sei nun
f(y17y23"'7y7l):y1 +y2++yn

Dann st
Epen[1]C) = 1
Der tieferliegende Grund fiir diese Gleichheit ist:

f ist schon C -messbar! Und daraus folgt immer Epon [f | C] =f

Dies ist eine grundlegende Eigenschaft der bedingten Erwartung; weitere Eigen-
schaften sind in nachfolgendem Satz festgehalten.

Grundlegende Eigenschaften:

Wie in der Stochastik iiblich schreiben wir das Integral bzgl. einem Wahrschein-
lichkeitsmafi P auch hiufig als Erwartungswert

Be(f] = [ £
Satz 10.9 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien
f:Q =R, fi:9Q = R, fo: Q>R

bzgl. P integrierbare Funktionen. Sei C eine Unter-o-Algebra von A.
Dann gilt:

(a) Ep[f|C] € £1(2,A,P)

(v) Ep|Ep[f|C]] = Ep[f]

(c) fistC-messbar =  Ep[f|C] = f P-fs.
(@) f =g P-fs. =  Ep[f|C] = Ep[g|C] P-fs.
(e) f = konst. = a =  Ep[f|C] =a P-fs

(f) Fiir ay,as € R ist

EP [Oélfl + O[Qfg |C] = Ozl]Ep [fl |C} + OLQEP [fg |C] P—f.S.
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(9) fr < fo P-fs = Ep[fi1|C] < Ep[f2|C] P-fs.
(h) [Ep[fIC]| < Ep[|f| |C] P-fs.

Fiir Folgen von integrierbaren Funktionen gelten analoge Aussagen zum Satz[6.9]
von der monotonen Konvergenz und zum Satz von der majorisierten Kon-
vergenz:

Satz 10.10 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fir jedes n € N sei
fn € L1(Q, A, P), so dass
0 < filw) < folw) < ... < lim fr(w) < © VweQ

- n—ooo

Dann ist

lim Ep[fa|C] = Ep| lim f,

n—0o0

c] P-fs.

Satz 10.11 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei g € L£41(£2, A, P)
und fir jedes n € N sei f, € L1(Q, A, P), so dass

|fx] <9 VneN

und
lim f, = f P-fs.

n—oo
Dann ist
lim Ep[f.[C] = Ep[f[C] P-fs

Glattungseigenschaften:

Satz 10.12 (Glittungssatz)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C eine Unter-o-Algebra von A.
Sei
feLi(Q A P) und g€ L(AP)
so dass auch

f‘geﬁl(QaAvp)

Sei g auflerdem C - messbar.
Dann gilt

(a) Ep[g- f|C] = g-Ep[f]|C]
(b) Erlg-f] = Er|g-Ep[f|C]]

Satz 10.13 (Iteriertes Bedingen)
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien C und D Unter-o-Algebren

von A, so dass
CcDcA

Sei
f € Li(Q2,A,P)

Dann ist

Er[Ep[f|D] || = Ep[s]|C]
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Beweis: Fiir alle C € C ist auch C' € D und somit

/CIEP[f}D}dP = /CfdP = /CIEP[HC}dP

Bedingte Erwartung und Unabhingigkeit
Satz 10.14 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Y € £1(Q,A,P)
Sei (', A") ein weiterer Messraum und
T: Q — Q

eine A/ A’ -messbare Zufallsvariable.
Falls Y und T stochastisch unabhdngig sind, dann ist

Ep[Y|T] = Ep]Y]  P-fs.
Beweis: Zu zeigen ist, dass mit

C:={T7'(A)|A' e A} C A

/CYdP:/CIEp[Y] P

Sei A’ € A’. Mit Transformationsformel (Satz[6.18) und Fubini (Satz[9.7) gilt:

fiir alle C' € C gilt:

/ Ep[v]aP “L Ep[v] / dp
T-1(A") konstant T-1(A")

0 Eply] [ dT(P)
A/

~ [ mb)ane
.

= /Al/QYdeT(P)

Trato / L) / y[Y (P)] (dy) [T(P)] (")

Fugini / IA/(OJ/)y[T(P) « Y(P)] (d(w’,y))
i Q/'xR
e [ L)) )
QxR
Tlgfo /Q(IA’OT)YdP
= / Y dP
T-1(A")
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Satz 10.15 (Alternative Formulierung von Satz [10.14))
Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

Y € £1(Q, A P)

Sei C eine Unter-o-Algebra von A, die von Y stochastisch unabhdngig ist; das
heifst, die o-Algebren

{y=*(B)| B €3} und  C
sind stochastisch unabhdngig. Dann ist

Ep[Y|C] = Ep[Y]  P-fs.

10.3 Faktorisierte bedingte Erwartung
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (2,.4") ein weiterer Messraum und
T:Q — Q'

eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable.

Wenn wir T beobachten kénnen, spiegelt
C = {Tﬁl(A’) |A’ EA’}

die zur Verfiigung stehende Information wider.
Jede Funktion der Form

goT mit g: (,A4) = (R,B) (10.9)

ist natiirlich C-messbar. Nachfolgendes Lemma zeigt, dass aber auch jede C-
messbare Funktion eine Darstellung der Form ((10.9) hat.

Lemma 10.16 (Faktorisierungslemma)
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und

g: Q2 =R

eine A - messbare Funktion.
Sei (', A") ein weiterer Messraum und

T: Q — Q
eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C = {14 A A}
Dann gilt: g ist genau dann C - messbar, wenn g darstellbar ist als

g=goT mit  §: (Q,A) = (R,B) (10.10)
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Dies ermdglicht folgende Definition:

Definition 10.17 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
f: 9 —=>R

eine bzgl. P integrierbare Funktion.
Sei (', A") ein weiterer Messraum und

T:Q = Q'

eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable.
Nach Lemma gibt es eine A’ - messbare Funktion

g:Q - R

so dass
Ep[f|T] = goT

Dieses g heifst faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T' (unter P) und
man schreibt
gty = Ep[f|T=t] VteQ’

Satz 10.18 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
f:Q—=>R

eine bzgl. P integrierbare Funktion. Sei (', A’) ein weiterer Messraum und
T:Q — Q

eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Dann gilt:
Die faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T

g: Q' - R, g(t) = Ep[f|T =t Vte Q'

ist integrierbar bzgl. dem Bildmaf$ T(P) und

[ EelriT =t [T = [ Eelf]7]() P
A T-1(A")

- / F(w) P(dw) (10.11)
T-1(A%)

VA e A
Die faktorisierte bedingte Erwartung von f gegeben T ist nur T(P) - fast sicher
eindeutig bestimmdt.

Beweis: Die Integrierbarkeit von g bzgl. T(P) und Gleichung ((10.11)) folgen
direkt aus der Transformationsformel (Satz [6.18) und der Definition der be-
dingten Erwartung (Definition [10.3)

Die T(P) - fast sichere Eindeutigkeit folgt aus (10.11)) und Satz[6.15 (b)] O
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Bemerkung 10.19 An dieser Stelle ergibt sich (zum ersten Mal) tatsichlich
ewn direkter Zusammenhang mit dem elementaren bedingten Erwartungswert aus

Abschnitt [0 17
Aus (10.11)) folgt fiirt € Q'

dP = w) P(dw
/{T=t}f /{wen|T<w)=t} fl)pids)
[, Erlr 17 =] (e (@)

[T(P)]({1}) -Ep[f [T =1]
= P(T=t)-Ep[f|T =1

Also

Ep[f|T=t] = P(Tl_t)/{T:t}fdP (10.12)

Das heifit, Ep [f | T= t] ist genau der elementare Bedingte Erwartungswert von
f gegeben T =t. Allerdings ergibt Gleichung (10.12)) keinen Sinn, falls

P(T=t) =0

Im Allgemeinen wird genau dieser Fall P(T = t) = 0 fiir die meisten Punkte
t € Q' eintreten (z.B. falls T normalverteilt). Der elementare bedingte Erwar-
tungswert kann dann nicht definiert werden, aber die Definition der faktorisier-
ten bedingten Erwartung ist auch hier problemlos mdglich.

Bemerkung 10.20 (Ergiinzung zum Beweis von Satz [10.18]
Sei (2, A) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, A)
Sei (', A") ein weiterer Messraum und

T:Q — Q
eine A/ A’ - messbare Zufallsvariable. Setze
C={T"YA)]|A €A’}

Seien hy € L1(Q, A", T(P)) und hy € L1(Q, A", T(P)).
Dann folgt aus der Transformationsformel (Satz[6.18) und aus Satz[6.15 (b)

folgende Aquivalenz:

hioT = hyoT P-fs. < hi = hy T(P)-fs.

10.4 Bedingte Dichten

Natiirlich stellt sich nun die Frage, wie man (faktorisierte) bedingte Erwartun-
gen ausrechnet. Dies ist in der Praxis hiufig wesentlich einfacher, als es auf den
ersten Blick scheint.

In diesem Abschnitt ist (€, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(©1, A1) und (922,.A2) sind zwei weitere Messraume.
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S:Q =0

ist eine A/.A; - messbare Zufallsvariable und
T:Q — Qg

ist eine A/ As - messbare Zufallsvariable.

Dann ist das BildmaB (S, T)(P) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf

(U x Q2, A1 ® As)

Annahme:

Sei p1 ein o-endliches Maf} auf (21,.4;) und ps9 ein o-endliches Mafl auf (2, .45),
so dass
(S.T)(P) < 1 ® p

Das heift also nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz [7.4)):
Es existiert eine Dichte

f(S,T) Dy xQy — [0300)7 (S,t) = f(&T)(Svt)
von (S,T)(P) bzgl. p3 ® po:

d[(s> T)(P)] = f(S,T) d(#l (24 MQ)

Berechnung der bedingten Erwartung iiber die bedingte Dichte

Sei
1,[}291)(92 — R

eine A; ® A, -messbare Funktion, so dass
(S, T) : Q@ = R, w = P(Sw), T(w))

integrierbar bzgl. P ist, d.h. ¢(S,T) € £1(Q2, A, P).

Wir wollen nun
Ep[(S,T)|T] und Ep[(S,T)|T = t]

berechnen.
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Aufgrund der Voraussetzungen ist automatisch auch
T(P) < p2
Sei dann fr : Qy — [0;00) die Dichte von T'(P) bzgl. us:
d[T(P)] = frdus

(fr 188t sich iibrigens ganz einfach aus f(g 7y mit Hilfe des Satzes von Fubini
(Satz berechnen. Wie?)

Setze (5.)
For(s|t) = % falls  fr(t) > 0
und
fsr(s|t) == 0 falls fr(t) = 0
Dann gilt
Ep[¢(S,T)|T =t] = /Q U(s,t) fsyr(s|t) pa(ds) (10.13)

und

Ep[¥(S,T)|T](w) = i U(s, T(w)) fsir (s | T(w)) pa(ds) (10.14)

Beweis von (|10.13) und ((10.14]):

Sei zunéchst
P xQy = R, w = P(s,t)

eine nicht-negative bzgl. (S, T)(P) integrierbare Funktion. Sei Ay € Aj fest.
Trivialerweise ist
fr >0 T(P) - fast sicher

und somit existiert eine T'(P)- Nullmenge Ny € Ay (Def. , so dass
fr >0 Vt e Qy \ Ny

und
fisry(s,t) = for(s|t)fr(t) VseQi, VEeQa\ N
Setze

V) = [ e arGlOmds) Ve

Zeige nun U € L1 (Q2, A2, T(P)):
Die Funktion
wf(S,T) : (Sa t) = 7/}(57 t)f(S,T) (Sv t)
ist A1 ® As - messbar und nicht-negativ. Wegen der Integrierbarkeit von (S, T)
bzgl. P und

/ (S, T) dP :/ o (S,T)dP
T-1(A2) T-1(A2)

D[l (1)) A1)
= /Q ) W(s,t) fes,ry(s,t) [ @ pe] (d(s, 1)) (10.15)
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ist ¢ f(s,r) auch integrierbar bzgl. pu; ® po . Hierbei folgt (x) aus der Transfor-
mationsformel (Satz [6.18)).

Nach dem Satz von Fubini (Satz ist dann

= ; Y(s,t) fis,m)(s,t) ui(ds)

eine Aj - messbare (reellwertige) Funktion. Somit ist auch

1
Ut IN?C(t)fT(t) o, 7/J(S,f)f(5,T)(S,t)M1(d8)
eine As - messbare Funktion und
[ v e = [ 20 [ s 60mia 1) @)
IO 0 sy 6 )£ 0 )
= o, fT(t) o, s, (5,78, 1) p1(as)jrit) p2

:/ 77[}(57t)f(S,T)(Sat) [,Uq ®M2] (d(S,t)) < ®
QI xXN§

Also ist ¥ € El(QQ,AQ,T(P)).

Dann ist nach dem Transformationssatz (Satz[6.18) auch W o T € £1(Q, A, P)
und es gilt

/ " vordp / U(t) [T(P)] (dt)
@ / ) (1) o) /A [ s s 5.0 ) ot

ST)(Svt) [Hl ®N2]( (57t))

- / w0 [(ED)P]s0) © [ versmyar
Q1% Ay 1(Az)

wobei (*) jeweils eine Anwendung der Transformationsformel (Satz|6.18]) ist und
(*%) aus dem Satz von Fubini (Satz folgt.

Dies zeigt (10.14) und daraus folgt sofort (10.13)).

Der allgemeine Fall, bei dem 1 sowohl positive als auch negative Werte an-
nehmen kann, folgt hieraus, indem man einfach v in seinen Positivteil ™ und
seinen Negativteil 1~ zerlegt.
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Beispiel:
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien
Y Q>R

und
X :Q > RF

zwei A - messbare Zufallsvaiablen.
Sei (Y, X) eine stetige Zufallsvariable, d.h.

(Y, X)(P) < AFH!
zum Beispiel sei (Y, X) multivariat normalverteilt:

(Y, X)(P) = Niyi(a,C)

Wir kénnen nun die bedingten Erwartungen

EplY | X] und Ep[Y | X =]
berechnen.
Dazu setzten wir

S =Y, T = X, (Q1, A1) = (R,B), (Q2, A2) = (RF,B%k)

und
p1 o= A pa = AF
und
Y(y,z) =y VyeR, VzeRF
Die Dichte

fovxy t RxRF = [0;00),  (y,2) = fiv.x)(y,2)

ist dann einfach die Normalverteilungsdichte von Ny11(a,C) und die Vertei-
lungsdichte von X bzgl. A* ist

fx(@ = [ oo M) aeR
Die sog. ,,bedingte Dichte“ fy|x ist dann

frix(yle) == W falls  fx(z) > 0

und
frix(ylz) =0 falls fx(z) = 0

Die bedingten Erwartungen sind schliellich

Be[Y X =a] = [ ufvix(yla) Ac)

und
Ep[Y | X](w) = /R ufyix (] X (@) A(dy)
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10.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

10.5.1 Idee: Wahrscheinlichkeiten als spezielle Erwartungs-
werte

Bisher haben wir uns ausschliefSlich mit bedingten Erwartungen beschéftigt; nun
wollen wir zu bedingten Wahrscheinlichkeiten iibergehen.

Normale Wahrscheinlichkeiten kann man auch als spezielle Erwartungswerte
ansehen:

P(A) = Ep[l4]

Daher ist es naheliegend, bedingte Wahrscheinlichkeiten in analoger Weise als
spezielle bedingte Erwartungen zu definieren:

P(A|C) = Ep[la|C]

bzw.

P(A|T) = Ep[la|T]

und
P(A|T=t) = Ep[Ia|T =1

Achtung: Eine so definierte bedingte Wahrscheinlichkeit ist keine Zahl zwischen
0 und 1, sondern eine Funktion

w — P(A|C)(w)

Fiir jedes t ist jedoch

P(A|T =t)
eine Zahl zwischen 0 und 1; und wie bei der faktorisierten bedingten Erwartung
ergibt sich auch fiir P(A|T =t) ein enger Zusammenhang mit den elementaren
bedingten Wahrscheinlichkeiten aus Abschnitt
Die Zahl P(A ‘ T= t) konnen wir tatséchlich dann als Wahrscheinlichkeit von
Ereignis A unter der Bedingung T = t interpretieren.

Der Abschnitt iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten ist folgendermaflen an-
geordnet:

1. Im néchsten Abschnitt werden bedingte Wahrscheinlichkeiten formal in
der oben beschriebenen Weise definiert.

2. Der darauffolgenden Abschnitt [10.5.3] behandelt Markov-Kerne. Markov-
Kerne sind mathematische Konstrukte, die fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie wichtig sind.

3. Hiufig (und zwar in den wichtigsten Féllen) sind bedingte Wahrscheinlich-
keiten auch Markov-Kerne. Davon handelt Abschnitt [I0.5.5] in dem ein
verallgemeinerter Satz von Fubini vorgestellt wird. Hier zeigt sich deutlich,
was man unter bedingte Wahrscheinlichkeiten versteht.

4. ITm Abschnitt [10.5.6] werden bedingte Wahrscheinlichkeiten konkret be-
rechnet - und zwar mit Hilfe von bedingten Dichten.
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10.5.2 Definition: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten werden (wie bereits beschrieben) iiber bedingte
Erwartungen in naheliegender Weise definiert:

Definition 10.21 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und C eine Unter-
o-Algebra von A. Dann heifst fir A € A

P(A[C) = Ep[la]|C]
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben C (unter P).

Definition 10.22 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei (', A") ein Messraum und

T: Q0 = O

eine A/ A’ -messbare Zufallsvariable.
Dann heifst fir Ae A
P(A|T) = Ep[I4|T]

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben T (unter P) und
t = PA|T=t) mit PA|T=t)=E Ep[la|T=t] VteQ
faktorisierte bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben T' (unter P).

Wie wir das von einer Wahrscheinlichkeit erwarten, gilt dann (aufgrund von
Satz tatséchlich fiir jedes A € A

0 < P(A|C) <1  P-fs.

und
P@®|c) =0, P@Q|C) =1 P-fs

Aufgrund von Satz[10.10]ist auflerdem fiir (A, )neny C Amit A,NA,, =0, n #m
P( QlAn c) = Ep mlgan:lIAn

> P(A.|C)  P-fs.
n=1

C] = lim Y Ep[ls,[C] =

n=1

Die Funktion
t— P(A|T=t)

wird im Folgendem mit
P(A|T=")

bezeichnet. Aus Bemerkung folgt hieraus dann auch fiir jedes A € A
0<PA|T=") <1 T(P)-fs.
und

PO|T=-) =0, PQT=-)=1 T(P)-fs.
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und fiir (Ap)ney C Amit A, N A, =0,n#m

P( DAn T:-) = ZP Z|T=") T(P)-fs.

oder mit anderen Worten
Fiir jedes A € A ist
0 < PA|[T=t) <1 firT(P)-fast allet € Q'
und
PO|T=t) =0, PQ|IT= fiir T(P) - fast alle t €

und fiir (Ap)pey C A mit A, N A, =0,n#m

P( GAn T =
n=1

o0
t> = ZP(A”T:)&) fiir T'(P)-fast alle t € Q'

Es stellt sich daher die Frage, ob dann auch fiir T'(P) - fast alle t € Q/
A P(A|T=t)
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, .4) ist.

Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall!!!

Grund: Die T(P) - Nullmengen, auf denen die obigen Aussagen gelten, kénnen
von A abhéngen.
Zum Beispiel ist fiir jedes A € A

0 < P(A|T=t) firT(P)-fast allet € Q'

Das heifit: Es gibt eine Menge N} € A’ mit

und
0 < PA|T=t) VteQ \Nj

toe o\ (U M)

AcA

Das heif3t fiir jedes

ist tastsédchlich
0§P(A|T=t0) VAe A

Weil A im Allgemeinen iiberabzihlbar ist, kann es allerdings sein, dass

P)(UNA) >0

AcA
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— und noch schlimmer, es kann sogar sein, dass

UNi=9 also Q\(UN;,) =0
AeA AcA
In dem Fall, dass fiir jedes t € Q'
A P(A|T =t)
tatséchlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2,.4) definiert, ist die Abbildung
(t,A) — P(A|T =t)

ein ,Markov-Kern®“. Diese Situation ist besonders wiinschenswert und héufig
auch erreichbar.

10.5.3 Markov-Kerne

Markov-Kerne spielen in der Stochastik eine grofie Rolle, zum Beispiel als be-
dingte Wahrscheinlichkeiten, bei Stochastischen Prozessen oder als randomisier-
te Tests.

Definition 10.23 Seien (2, A) und (2, D) zwei Messriume. Eine Funktion

K:Z2xA =< R
(z,A) — K(z,A)

heifst Markov-Kern, falls
(i) fiir jedes A € A
K(A,) : 2 = R, xz — K(Azx)
eine D - messbare Funktion ist und
(i) fiir jedes x € E
K(,z) : A = R, A~ K(A )
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (0, A) ist.
Aus der Definition folgt sofort, dass fiir einen Markov-Kern K

0< K(z,A) <1 V(@ A)ecExA
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Beispiel: randomisierte Tests
Sei (E,D) ein Messraum, Py und P; seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf
(2,D). Wir betrachten das Testproblem

H() : PO gegen H1 : P1
Ein Test ist eine A - messbare Abbildung

v 2 = [0;1]

Sei x € = die Beobachtung. Dann bedeutet
o(z) =1 Lehne Hy ab.

und

e(x) =0 Lehne Hy nicht ab.
und

o(z) = 0,83
bedeutet

Starte einen (kiinstlichen) Zufallsprozess mit Verteilung
Bin(1; 0,83)

Wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses gleich 1 ist, dann lehne
die Hy - Hypothese ab, und wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses
gleich 0 ist, dann lehne die Hy- Hypothese nicht ab.

Allgemein formuliert, lautet die Testentscheidung:

Wenn z € E die Beobachtung ist, dann starte einen (kiinstlichen)
Zufallsprozess mit Verteilung

Bin(1; ()

Wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses gleich 1 ist, dann lehne
die Hy - Hypothese ab, und wenn das Ergebnis dieses Zufallsprozesses
gleich 0 ist, dann lehne die Hy- Hypothese nicht ab.

(Die Fille ¢(x) =1 und ¢(x) = 0 sind hierbei als Spezialfille schon enthalten.)

Ein solcher randomisierter Test ¢ 148t sich auch in einen Markov-Kern umschrei-

ben: Setze

und
K(z,A) = Bin(1; ¢(z))(A) VeeZ, VAcC{0,1}

Dann ist
(z,A) = K(z,A)

ein Markov-Kern.
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Notation 10.24 Seien (22, A) und (2, D) zwei Messrdume und
K:EZxA - R
ein Markov-Kern. Dann ist fir jedes x € =
A K(z,A)
ein Wahrscheinlichkeitsmajs
[ mit  pg(A) = K(z,A) VAe A

Fiir das Integral bzgl. p,
[ 16 )

A
schreibt man auch einfach

flw) K(z,dw)
A

10.5.4 Exkurs: Zufillige Mafle auf (R?, BP)

Betrachtet man einen Markov-Kern

Ox A" —R

so kann dieser auch aufgefasst werden als eine Abbildung, die jedem w € Q
ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf (€', A’) zuordnet. Ist diese Abbildung in ei-
nem geeigneten Sinn messbar, so hat man es mit einer Zufallsvariablen zu tun,
die Werte in einem ,Raum von Maflen“ annimmt. Von einer messbaren Ab-
bildung ist nur zu sprechen, wenn auf ,der Menge der Mafle“ eine geeignete
o-Algebra definiert ist. Diese Zusammenhinge gehen in die folgende Definition
ein. Zunichst jedoch einige Begriffsbildungen:

1. Ein Maf} p auf (RP, BP) heiit lokal-endlich, wenn jeder Punkt aus z € RP
eine Umgebung U(z) hat, fur welche gilt: u(U(x)) < oco. Mit M sei die
Menge aller lokal-endlichen Mafle bezeichnet.

2. Ein A € 8P heifit beschrinkt, wenn A in einer ¢ - Kugel liegt.
3. Fiir jedes beschriinkte A € BP ist eine Abbildung wie folgt definiert:
pa: M — RT
po— pa(p) = p(A)
4. Sei M :=o0(pa : A beschrinkt). Dann ist (M, M) ein Messraum.

Definition 10.25 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (M, M) der
Messraum aller lokal-endlicher Mafe auf (RP,BP),

(i) Dann heifit jede messbare Abbildung
X: Q — M

zufélliges Maf.
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(i) Fir jedes A € BP ist
X(A): Q — RT
w — X(w)(A)

eine Zufallsvariable, genannt das ,zufillige Maf$ der Menge A*.

(iii)

ist ein Maf$, das Intensitatsmall von X. Ist Ex lokal-endlich, so heifit X
integrierbar.

Bemerkung 10.26

(a) Ein Kern von (2,.A) nach (RP,B?) ist ein zufillige Mafs, wenn auf (RP, BP)
ein W-Maj$ definiert ist.

(b) die Anzahl zufilliger Ereignisse, die in einem Zeitintervall statt finden,
kann als zufilliges Mafl modelliert werden.

(¢) Punktprozesse, wie beispielsweise der Poisson-Prozess, konnen als zufillige
Mafle modelliert werden.

10.5.5 Verallgemeinerter Satz von Fubini

Wie wir in Abschnitt [I0.5.2] gesehen haben, definiert nicht jede bedingte Wahr-
scheinlichkeit einen Markov-Kern

(z,A) — P(A|X =x)

Aber in fiir die Statistik wichtigen Féllen kann P(A | X = x) so gewéhlt werden
(P(A| X =) ist ja nur X(P)-fast sicher eindeutig), dass

(z,A) — P(A|X =x)

ein Markov-Kern ist.

Im Folgenden sind (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (21,.4;), (22, 42)
zwei Messrdume.

Hierbei sei (€21, .A1) gleich
(RF,8%%),  ({1,....,m},P({1,...,m}))  oder  (N,P(N)) (10.16)

Sei auflerdem

Z Q- Ql
eine A/A; - messbare Zufallsvariable und
X :Q - QQ

eine A/ As - messbare Zufallsvariable.
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Bemerkung 10.27 Man denke hierbei ruhig an eine Regression, wobet Z die
Zielvariable (Response) und X die erklirende Variable (Kovariable) ist. Bedin-
gung (10.16]) besagt also nur, dass die Zielvariable (k-dimensionale) relle Werte

Z =z € RF
oder diskrete Werte
Z =z¢€ {l,...,m} bzw. N

hat.
Wir interessieren uns dann fir die bedingte Vereilung von Z gegeben X = x:

PZ\X::E

Definition 10.28 Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Q1,.A1),
(Q2, A2) zwei Messrdume.

Sei auflerdem
Z Q- Ql

eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable und

XZQ—)QQ

eine A/ As - messbare Zufallsvariable.
Die faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben X ist definiert als

PAX= A = P(Z7N (A [ X =)

Das heifit: PZ\X="(A) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von Z~' (A1) gegeben
X unter P)
Falls fiir alle x € Qs

Al — PZ‘X:I(Al)

ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf (Q1, A1) ist, so heifit PZ1X=" regulire faktori-
sierte bedingte Verteilung von Z gegeben X

Es gilt
PAX=r(A)) = P(Z7Y (A1) | X =2) = Ep[lz-1(a, | X = 2]
und daher
/AQ PZX=2(4) [X(P)|(dz) = P(Z7' (A1) N X~ 1(Ap))
= P(Z €A, X € 4)

Aus den Definitionen folgt sofort:

PZIX=" it genau dann eine regulire faktorisierte bedingte Vertei-

lung von Z gegeben X, wenn
(2, A1) = PZ=(AY)

ein Markov-Kern ist.
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PZIX=2 158t sich nun wirklich als die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z in-
terpretieren, wenn wir wissen, dass X = x vorliegt.
Der nachfolgende Satz ist der letzte grofle Satz dieses Vorlesungsteils. Er be-

schreibt, dass
PZ | X =z

genau das tut, was wir von einer bedingten Verteilung von Z gegeben X = x
erwarten.
Fiir die Bildverteilung von P unter einer Zufallsvariablen Y schreiben wir im
folgenden auch

PY  statt  Y(P)

Satz 10.29 (Verallgemeinerter Satz von Fubini)
Seien (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (1, A1), (Q2, A2) zwei Mess-

riaume. (1, A1) erfille Bedingung (10.16)).

Sei auflerdem

ZIQ—)Ql

eine A/ Ay - messbare Zufallsvariable und
X :Q - QQ

eine A/ Ag - messbare Zufallsvariable.

Dann existiert eine requlire faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben X

PZ\X:~

Fiir jede A; ® As - messbare Funktion
w : Ql X QQ — R

gilt dann
Ep[0(Z,X)| X =2] = [ o(z,2) PAX=%(dz)  X(P)-fs.
(951

und daher auch
/ Oz, 2) PEX) (d(z,2)) = / (2 ) PZX=2(dz) PX (da)
Q1 %X Qs JQ1

Bemerkungen zum Beweis:
Der Beweis, dass eine requldre faktorisierte bedingte Verteilung von Z gegeben
X existiert benttigt ein wenig Topologie. (Es wird benutzt, dass (Q1,.41) in
jedem der drei zugelassenen Fillen ein sogenannter ,,Polnischer Raum*® ist.)

Fiir die Gleichung

Ep[¥(Z,X)| X =a] = i Y(z,x) PPX=(dz)  X(P)-fs.

ist es entscheidend, dass
Ay — PPEET(A)
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tatsichlich ein (Wahrscheinlichkeits-)Maf ist. Sonst wire das Integral bzgl.
PZIX=% ia auch gar nicht definiert.

Die letzte Aussage folgt dann aus
/ U(z,x) PPX=(dz) PX (da)
Qo J O

= /Q Ep[¥(Z,X)| X = 2] PX(dx)

= / Ep[w(Z,X) | X] dP = / V(Z,X)dP
Q Q

= / QZ)(Z, :E) dP(Z’X)
Q1 xQ2

Beispiel 10.30 Se:
(leAl) = (R’%)

und
Y(z,x) = 2 YV (z,x) € 1 X Q2

Dann gilt also

Ep[Z| X =2] = /Q 2 P?X=2(dz) X (P)-fs.

10.5.6 Berechnung der bedingten Verteilung
In diesem Abschnitt ist (€2, .4, P) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum und (£24,.44)
und (s,.43) sind zwel weitere Messraume.

Z Q- Ql

ist eine A/A; - messbare Zufallsvariable und
X :Q = QQ

ist eine A/ Az - messbare Zufallsvariable.

Dann ist das Bildma8 P(%X) von P unter (Z, X ) ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

auf
(91 Xy, Ay ®A2)

Sei p11 ein o-endliches Mafl auf (21,.4;) und ps9 ein o-endliches Mafl auf (22,.45),
so dass
PZX) < g @ pg

Das heifit also nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz :

99



Es existiert eine Dichte
fizx) + S xQy — [0;00), (z,2) = fzx)(2,7)
von P%X) bzgl. g ® pug:

AP = fiz x)d(im ® pa)

Aus Abschnitt folgt dann unmittelbar
PN ) = [ faxClam()  vae
Ay

und daher
PZIX:z(dZ) = fZ|X(Z|$)M1(dZ)
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11 Gesetze der Grofien Zahlen und
Grenzwertsatze

Aus dem Bachelorstudium sind verschiedene Gesetze der Grofien Zahlen und
Grenzwertsitze bereits bekannt. Sie seien nachstehend zur Wiederholung auf-
gefithrt. Wesentlich fiir Grenzwertsétze und die Gesetze der Groflen Zahlen sind
die verschiedenen, dort verwendeten Konvergenzbegriffe.

11.1 Konvergenzbegriffe

Im Folgenden sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ),en, abgekiirzt
(X,), eine Folge reeller Zufallsvariablen auf (€2, A, P) sowie X eine weitere Zu-
fallsvariable auf (2, A, P). Px, = X,(P) bzw. Px = X(P) bezeichnen die
Verteilungen der Zufallsvariablen.

Definition 11.1 (Fast sichere Konvergenz, starke Konvergenz)
FEine Folge (X,)nen konvergiert fast sicher (oder stark) gegen X, genau dann
wenn gilt:

Ve >0 : ILmP(sup|XmX|>s>0.

m>n

Dies ist dquivalent zur folgenden Bedingung:

Die Folge (X, )nen konvergiert fast sicher gegen X, genau dann wenn
Ve>0: P <limsuan—X| > 6) =0,
n—roo

gilt, was gleichbedeutend damit ist, dass fiir alle € > 0 gilt:

Die Menge aller w € Q, fiir welche der grofite Hiufungspunkt der Folge | X, (w) — X (w)]
grofler ist als e, ist eine P - Nullmenge.

Um zu verdeutlichen, dass die Konvergenz elementweise gemeint ist findet sich
auch alternativ die folgende Formulierung der Bedingung;:

P({w €0 Xy(w) 22 X(w)}) =1

Notation 11.2 Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen (X, )nen fast si-
cher gegen eine Zufallsvariable X, dann schreibt man abgekiirzt

X, =2 X P-fs.

Fiir fast sichere Konvergenz sagt man auch starke Konvergenz.
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Definition 11.3 (£ - Konvergenz, Konvergenz im p - ten Mittel)
FEine Folge (X, )nen ist LP-konvergent gegen X oder konvergiert im p-ten
Mittel gegen X fiir p € [1;+00), genau dann wenn

Jim Ep(|X, - X|?) =0

gilt.

Bemerkung 11.4 Aus der Konvergenz im p - ten Mittel folgt die Konvergenz
im 1 -ten Mittel. Hier spricht man von ,Konvergenz im Mittel“.

Notation 11.5 Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen (X, )nen tm p - ten
Mittel gegen eine Zufallsvariable X, dann schreibt man abgekiirzt

X, 25 X .

Definition 11.6 (Stochastische Konvergenz, Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit)
FEine Folge (X,,)nen konvergiert stochastisch oder nach Wahrscheinlichkeit ge-
gen X, genau dann wenn gilt

Ve>0: lim P(|X,—X|>¢)=0.

n— oo

Bemerkung 11.7 Zu der Bedingung in Definition [11.0] ist dquivalent:

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—roo

Notation 11.8 Fliir eine Folge von Zufallsvariablen (X, )nen, die stochastisch
gegen X konwvergiert, schreibt man auch

plim X,, = X .

n—oo

Definition 11.9 (Schwache Konvergenz, Konvergenz in Verteilung)
Eine Folge (Xn(P)>n€N der Verteilungen der Folge (X, )nen konvergiert schwach
gegen die Verteilung X (P) von X, genau dann wenn fir alle stetigen und be-
schrinkten Funktionen f

hm Ep(f o Xn) = Ep(f [e] X)

n—oo

gilt.

Notation 11.10 Fiir eine Folge von Verteilungen (Xn(P))nGN’ die stochas-
tisch gegen P(X) konvergiert, schreibt man auch

P(X,) -5 P(X)  oder X, -5 X

102



Diese Darstellung erlaubt auch eine Verallgemeinerung ohne Verwendung von
Zufallsvariablen.

Bemerkung 11.11 Wesl

nli_{IOloEp(fOXn):Ep(fOX) — /fOXndP o, /fOXdP

— /fd[xn(P)} RN /fd[X(P)]

gilt, kann durch Verallgemeinerung der letzte Darstellung auch (ohne abbildende
Zufallsvariaben) die stochastische (oder schwache) Konvergenz von Wahrschein-
lichkeitsmaflen py, auf (Q, A) gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf (£2,.A)
definiert werden.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 11.12 Sei (X,)nen eine Folge reeller Zufallsvariablen und X eine reel-
le Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und konvergiert
(Xn)nen stochastisch gegen X, dann konvergiert die Folge der Verteilungen
(X”(P))neN schwach gegen X (P). Ist X P - fast sicher konstant, so gilt hiervon

auch die Umkehrung.

Beweis: ~ [Bauer| (2002)), S. 36. O

Bemerkung 11.13 FEs gelten folgende Implikationen firp > q > 1:

LP - Konvergenz = LT - Konvergenz
I
fast sichere Konvergenz = stochastische Kovergenz
4

schwache Konvergenz

11.2 Gesetze der Grof3en Zahlen

Zuniéchst einige Bezeichnungsweisen: (X,,),en bezeichne wieder eine Folge re-
eller Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P). Mit E(X,,)
bzw. Var(X,) werden deren Erwartungswerte bzw. Varianzen (falls existent)
bezeichnet. Der Einfachheit halber wird im Folgenden nun angenommen, dass
die X; zentriert sind, also E(X;) = 0. Dies kann einfach durch X, =X, — E(X;)
erreicht werden. Ferner sei definiert:

i=1

Dies ergibt dann (S,,)nen als die Folge der Summen der jeweils ersten n Zufalls-
variablen.
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Definition 11.14 (Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen)
Fine Folge (X,)nen geniigt dem Schwachen Gesetz der Groien Zahlen, falls die

Folge
1

=S,
n
stochastisch (bzw. nach Wahrscheinlichkeit) gegen 0 konvergiert.
In Zeichen: i
plim =S, =0
n—oo T

Definition 11.15 (Starkes Gesetz der Groflen Zahlen)
Eine Folge (X,)nen geniigt dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen, falls die
Folge

1

iy,

n
fast sicher gegen O konvergiert.
In Zeichen: )

lim —S, =0 P-fs.

n—o0o N

Hinsichtlich der schwachen Konvergenz von Folgen gilt der folgende Satz:

Satz 11.16 Sei (X, )nen eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen
mit BE(X,,) = 0 und Var(X,) < oo fiir alle n € N. Ist zudem (ay)nen eine Folge
positiver reeller Zahlen, fiir welche gilt:

n—00 a,n2

1 n
lim — " Var(X;) =0
1=1

so folgt

1 n
d.h. die Folge < Z XZ) konvergiert stochastisch gegen 0.
Qn
neN

i=1
Beweis: ~» Ubung (]

Bemerkung 11.17 Die Bedingung ist mit a, = n sicher erfillt, wenn die Zu-
fallsvariablen identische verteilt sind.

Beweis: ~» Ubung ]

An folgenden Beispiel wird verdeutlicht, dass die Bedingung hinreichend, aber
nicht notwendig ist.

Beispiel 11.18 Sei (X,,)nen eine Folge von unabhdingigen und identisch Cauchy-
verteilten Zufallsvariablen mit Skalenparameter 1. Dann konvergiert die Folge



stochastisch gegen 0, falls gilt

. an
lim — =0
n—,oo M

Die Bedingung kann aber gar micht erfillt sein, da fir Cauchy-Verteilungen
keine Erwartungswerte existieren.

11.3 Die Kolmogorov’schen Satze

Diese Satze geben Antwort auf die Frage, unter welchen Bedingungen eine Folge
von Zufallsvariablen dem Starken Gesetz der Groffen Zahlen geniigt.

Satz 11.19 Sei (X,,)nen eine Folge unabhingiger und integrierbarer reeller Zu-
fallsvariablen mit

n

— 1

Z — Var(X,) < oo,

n=1

so gendigt die Folge (X, )nen dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen.

Satz 11.20 Jede Folge (X,,)nen unabhdngiger quadratintegrierbarer reeller und
identisch verteilter Zufallsvariablen geniigt dem Starken Gesetz der Grofien Zah-
len.

11.4 Der Zentrale Grenzwertsatz

Sei (X, )nen eine Folge unabhiingiger reeller quadratintegrierbarer Zufallsvaria-
blen mit Var(X,,) > 0. Die Zufallsvariable

Z?:1(Xi B E(Xi)) _ Z?:1(Xi B E(Xz))
o(X1+...+X,) VVar(Xy + ...+ X,)

heifit standardisierte Summe und (X7 + ...+ X,,) sei die Standardabweichung
der Summe X; + ...+ X,.

S, =

Definition 11.21 (Zentraler Grenzwertsatz)

Fiir die Folge (X,,)nen gilt der Zentrale Grenzwertsatz falls die Folge der Ver-
teilungen (Sn(P))nen der standardisierten Summen schwach gegen die N'(0,1) -
Verteilung konvergiert.

Die Giiltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes ist an Bedingungen gekniipft.
Wichtige Bedingungen sind: die Lindeberg-Bedingung und die Fellersche Be-
dingung.
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Definition 11.22 (Lindeberg-Bedingung, Fellersche Bedingung)
Sei (Xp)nen eine Folge unabhingiger reeller quadratintegrierbarer Zufallsvaria-
blen mit Var(X,,) > 0. Sei ferner abkirzend

on = 0(Xy) = (Var(X,))"/?
sp = o(X1+ .. +X,) = (Var(Xq) +... + Var(Xn))1/2
Mn = E(X”)

und

L,(e) :=

122/ - (x —n:)?) [Xs(P)](d) . (11.1)

Die Folge (X,,)nen geniigt der Lindeberg-Bedingung, genau dann wenn

Ve>0: lim L,(e)=0.

n—roo

Die Folge (X,,)nen geniigt der Fellerschen Bedingung, genau dann wenn

. 0
lim max — =0.
n—oo 1<i<n Sy,

Bemerkung 11.23 Handelt es sich bei (X,,)neny um eine Folge identisch ver-
teilter bereits standardisierter und zentrierter unabhdngiger quadratintegrierba-
rer Zufallsvariablen, dann ldsst sich (11.1)) auch schreiben als

1 n
Ln(e) == — / deP:E(XiZ_I , n)
' n; | Xi|>ev/n {|Xi|>ev/n}

Definition 11.24 (Asymptotische Vernachlissigbarkeit)
Eine Familie (X,;)i=1 . knn=1,2,... heifft asymptotisch vernachlissigbar, wenn
Ve>0: lim max P(|Xu|>¢) = 0.

n—00 1<i<k,,

Es gilt der folgende Satz von Lindeberg-Feller.

Satz 11.25 Fir jede Folge unabhdngiger quadratintegrierbarer Zufallsvariablen
(X)) nen mit Varianzen Var(X,,) > 0 sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

(a) FEs gilt der Zentrale Grenzwertsatz und die Folge geniigt der Fellerschen
Bedingung.

(b) Es gilt der Zentrale Grenzwertsatz und die Folge (X,;) ist asymptotisch
vernachldssigbar.

(c) Die Folge geniigt der Lindeberg-Bedingung.

Eine Spezialfall hiervon ist der folgende Satz von de Moivre-Laplace.
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Satz 11.26 (Satz von de Moivre-Laplace)
Fiir jede Folge (X,,)nen unabhingig identisch verteilter, quadratischintegrierba-

rer reeller Zufallsvariablen mit Strevung o > 0 konvergiert die Folge der Vertei-
lung X,,(P) von

X, = Uj/ﬁjé(Xj—E(Xm

schwach gegen die Standardnormalverteilung.
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12 Martingale

Marignale stellen sowohl eine Anwendung als auch reine Erweiterung des Ar-
beitens mit bedingten Erwartungen dar. Sie bieten gleichzeitig auch noch die
Méglichkeit, dass Grenzwertsétze einheitlicher und allgemeiner formuliert und
bewiesen werden kénnen, insbesondere sind sie ggf. nicht an Unabhéngigkeits-
bedingungen gebunden.

Hauptanwendungsgebiet fiir Martingale ist die Theorie stochastischer Prozesse.
Woher die Bezeichnung ,,Martingal“ kommt, ist nicht ganz klar: Ist es ein spezi-
elles Zaumzeug, eine Spielstrategie aus Martigues (Siidfrankreich) oder ein Teil
der Tackelage bei Segelschiffen? Das folgende einfithrende Beispiel veranschau-
licht die passendste Herkunft.

Beispiel 12.1 (Spielstrategie) Sei (X,,)nen eine Folge von Minzwiirfen mit

X _ 1 mit Wahrscheinlichkeit p ,
"1 =1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Im n -ten Durchgang ist der Einsatz e, > 0.

Als Spielstrategie bezeichnet man eine Vorschrift zur Festlequng des Einsatzes
en tm n -ten Spiel.

Die Festlequng erfolgt in Abhdngigkeit der vorherigen Ergebnisse und wird durch
die folgende Abbildung definiert:

E,1 : {-1,1}"' — R".

Die Zufallsvariable
B, 10(X1,...,Xn 1)

spiegelt somit den Einsatz im n - ten Spiel wider. Als Realisierung erhdlt man

€n = En,1 o ()(17 . 7)(7171)((,0) .

Sei nun a > 0 das Startkapital, e; der Einsatz beim 1. Spiel und S,, das Guthaben
nach dem n -ten Wurf. Damit gilt:

Si =a+Xi-e

Sn = n—1 +Xn'En—1 O(Xl,-an—l) (121)

Mit der o-Algebra A, = o(X1,...,X,) ist S, A, - messbar und E[Sn+1 ‘.An]
wohldefiniert:
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E[Sn+1 | An] B[Sy + Xns1 - Eno (X1,..., X,) | A

= E[Sn’An] + E[Xn+l 'Eno(X17-'-7Xn) |-An]
—_——

keine Einschrinkung A, - messbare ZV
der Information

= Sn+E[Xn+1|An]'EnO(X17~'~7Xn)

L G+ E(Xns1) Eno (X1,...X,)
unabh. N——
=2p—1
Damit gilt:
<SS, fallsp< % > Super - Martingal,
E[Sn+1 | An} =S, fallsp= % > Martingal,
>SS, fallsp> % ~ Sub - Martingal.

Hier waren die Zufallsvariablen X,, zwar unabhiingig. Im Allgemeinen definiert
der Martingalbegriff Abhéingigkeiten zwischen Zufallsvariablen iiber die sukzes-
siven bedingten Erwartungen.

12.1 Vorbereitende Begriffe

Zum besseren Verstandnis des weiteren Kapitels ein paar mathematische Begrif-
fe am Anfang, die im Zusammenhang mit Martingalen oft verwendet werden.

Definition 12.2 (geordnete Menge)
Sei T eine Menge, auf welcher eine zweistellige Relation ,<“ definiert ist. T
heif$t geordnet, wenn fir alle s, t,u € T gilt:

t <t (Reflexivitit)
s<tundt<s = t = s (Antisymmetrie)
s<tundt<u = s = u (Transitivitit)

Definition 12.3 (total geordnete Menge)
Die Menge T (in der Anwendung meist als Zeit verstanden) heifit total geord-
net, wenn fir jedes Paar (s,t) € T x T entweder s <t oder t < s gilt. (Dann
ist auch eine zeitliche Interpretation mdaglich.)

Definition 12.4 (isotone/wachsende Familie von Sub-o-Algebren)
Sei T eine geordnete Menge, (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ag)er
eine Familie von Sub-o-Algebren. Die Familie (A¢)ier heifit isoton (oder wach-
send), wenn gilt

s <t = A, C A Vs,teT.
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Definition 12.5 (adaptiert)

Sei (At)ter ein isotone Familie von Sub-o-Algebren und (Xi)ier eine Familie
Ai /A’ - messbarer Zufallsvariablen mit

Xe o (,4) — (Q,A7).
Dann heifst die Familie von Zufallsvariablen adaptiert zu der Familie (Ay)ier-
Eine ganz spezielle isotone Familie von Sub-o-Algebren bildet die sogenannte
,natiirliche Filtration“.

Definition 12.6 (natiirliche Filtration)
Die von allen Zufallsvariablen X, s < t, erzeugte Sub-o-Algebra von A

o(Xs : s<t)

bezeichnet man als natiirliche Filtration.

Bemerkung 12.7
(a) (X¢)ter ist immer zur Familie o(X, : s <t) adaptiert.

(b) Interpretiert man T als Zeit, ist es die von der Vergangenheil erzeugte
o-Algebra, da sie alle Urbilder der von A’ messbaren Mengen bzgl. aller
X, s <t enthdlt.

(¢) Weitere Bezeichnungen hierfiir sind intrinsische oder kanonische Filtrati-

on.

In den Stochastischen Prozessen spielt insbesondere die natiirliche Filtration
eine Rolle, da in diesem Fall (X};);er mit

Xe o (QA4) = (R,B)
ein Stochastischer Prozess ist und X;(w) unterschiedlich aufgefasst werden kann:
o X,(w) ist fiir ein festes w ein Pfad (als Funktion von t),

o X;(w) ist fiir ein festes ¢ eine Zufallsvariable auf (2, A, P).

Ubung 12.8 (Von Zufallsvariablen erzeugte (Sub-)o-Algebra)
Seien Q = [0,1] und X, und X messbare reelle Zufallsvariablen mit

X1 (w) = {;

Bestimmen Sie X; ' (B) = 0(X1), X5 (B) = 0(X2) und o(X1, Xo).

i~ O
[ NI

und  Xo(w) = {Z

Wi D
IN A
—_ =

<w< <w
Sw< <w

110



12.2 Definition von Martingalen

Definition 12.9 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (A¢)ier eine iso-
tone Familie von Sub-o-Algebren, T geordnet und (Xi)ier eine Familie von
A /B - messbaren Zufallsvariablen mit Xy € L(Q, A, P), fiir allet € T.
Dann heifst (Xi)ter

o Sub-Martingal bzgl. (Ar)ier < Vs<t: X, < ]E[Xt |AS} P-fs.

e Martingal bzgl. (A¢)ier = Vs<t: X,= E[Xt ’AS} P-fs.

o Super-Martingal bzgl. (Ap)er <= Vs <t: X, > ]E[Xt ’AS} P-fs.

Bemerkung 12.10
(a) Sub- und Super-Martingale werden auch als Semi-Martingale bezeichnet.

(b) Jedes (Sub-, Super-) Martingal ist auch ein (Sub-, Super-) Martingal bzgl.
der Familie (0(Xs : s <t) C Ap)ier, d.h. bzgl. der natirlichen Filtration,
also der o-Algebra der Vergangenheit bis inklusive t. Man sagt dann (Sub-,
Super-) Martingal (schlechthin).

(¢) (Xi)ter ist genau dann ein Sub-Martingal, wenn (—Xi)ier ein Super-
Martingal ist.

Beweis: X, <E[X;| A] <= —X, > -E[X; | A] =E[ - X; | A,]

(d) Die (Sub-, Super-) Martingaleigenschaft ist genau dann erfillt, wenn

<
/XsdP: / Xy dP  fiir alle s <t, Fs € A
Fs Fy

>

Mit Fy = Q folgt insbesondere, dass sich die jeweiligen Erwartungswerte
im relevanten Sinn monoton verhalten.

Einige Beispiele fiir (Semi-)Martingale, auf den Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, P):
Beispiel 12.11 Fine monoton wachsende Familie (X;)ier von P-integrierbaren

Zufallsvariablen (d.h. X (w) < Xi(w),Vs < t,P-fs.) ist ein Sub-Martingal
schlechthin (bzgl. der natirlichen Filtration).

Beweis: Fir alle s <t gilt:
X, =E[X, | A] <E[X;]A]

Die Gleichung gilt wegen der As - Messbarkeit von X, und Satz[10.9 (c) Die
Ungleichung gilt mit Satz|10.9 (g)
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Beispiel 12.12 Sei X € L(Q, A, P) und (A¢)ier eine monoton wachsende Fa-
milie von Sub-o-Algebren von A.
Dann wird durch X; = ]E[X ‘ At],t € T ein Martingal bzgl. (At)ter definiert.
Beweis: Xy ist nach Definition A; - messbar und fiir alle s <t gilt:
e S. o713
E[X|A) ZEEX[A][A] =T EX]A] P-fs,

da As C Ay (As ist ,grober® als Az ).

Beispiel 12.13 Sei (X,,)nen eine Familie von unabhdngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit

Xt (A4 — (R,B)

sowie E(X,,) =: p < 0o und Var(X,,) < co.
Ist (Xp)nen ein (Sub-, Super-) Martingal (bzgl. der kanonischen Filtration)?
Es miisste dafiir gelten:

?

X, = EB(Xpun|X1,.. . Xn) = E(Xpgr)=p P-fs, k>1

~ IV A

Also ist (Xp)nen nur dann ein Martingal, wenn die X,, f.s. konstant gleich
sind (degenierte Zufallsvariablen). Eine tid-Folge von (echten) Zufallsvarriablen
besitzt also nicht die Martingal-FEigenschaft!

Was passiert unter der Einschrinkung a, < X, < b,, d.h. mit beschrinktem
Triger? Definiere

Xn_ n
en(Xn) = 2" €[0,1] ¥neN

Diese transformierten Zufallsvariablen ¢, (X,) sind weiterhin unabhingig und
es gilt auch
E(¢(X,)) € [0,1] VneN.

Was passiert, wenn man die n jeweils nochmals transformiert, indem man
) )
jeweils n dazu addiert?

Zum einen gilt
E(pn(Xn) +n| X1,... Xue1) = E(on(Xn) +n) € [n,n +1]
und auf der anderen Seite ist
On-1(Xn-1)+(n—-1)€n—1n].

Damit bekommt man dann die definierende Ungleichung fiir ein Sub-Martingal.
Durch Subtraktion von n konnte man ein Super-Martingal erreichen.

Fazit: Bei beschrankten Trdgern kann man beispielsweise durch geeignete Trans-
formationen die (Sub-, Super-) Martingaleigenschaft erzwingen.
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Der néchste Satz und der darauf folgende Korollar gibt an, unter welchen Trans-
formationen die (Sub-)Martingaleigenschaft bestehen bleibt.

Satz 12.14 Sei (X;)ier ein Sub-Martingal bzgl. (Ay)ier, I C R ein Intervall
und X4 (Q) € I fir allet € T. Sei ¢ : I — R eine konvexe Funktion, so dass
poX, € LA P) firaleteT gilt

Dann gilt:

(a) Ist p monoton wachsend, so ist auch (p o Xi)ier ein Sub-Martingal bzgl.
(At)ser-

(b) Ist (Xi)ier sogar ein Martingal bzgl. (Ap)ier, so kann in|12.14 (a) auf
die Monotonie von ¢ verzichtet werden. Dann ist (o o Xi)ier trotzdem
wieder ein Sub-Martingal.

Korollar 12.15

(a) Sei (X¢)ier ein Martingal bzgl. (Ay)er mit X, € L,(, A, P) fiir alle
teT und 1 < p < oo fest. Dann ist (| X¢|P)ter ein Sub-Martingal bzgl.
(At)ter-

(b) Fiir jedes ¢ € R und Sub-Martingal (X;)er ist auch (max{c, Xt})teT ein
Sub-Martingal bzgl. (At)ier.

Insbesondere ist mit c =0 dann auch
(X ier = (max{0, X1}) y
ein Sub-Martingal.
(c) Ist (Xi)ier ein Super-Martingal bzgl. (A¢)rer, so ist
(X{ )eer = (—min{0, X¢}),
ein Sub-Martingal bzgl. (At)ier-
Beweis von
(X¢)ter Super-Martingal = (—X;)ier Sub-Martingal
Die Behauptung erfolgt dann durch Anwendung von mitc=0 0O

Bisher wurden die Definition und die Eigenschaften immer fiir eine beliebige
geordnete Menge T betrachtet. Setzt man nun 7' = N, so vereinfacht sich die
Definition des (Sub-, Super-) Martingals.

Bemerkung 12.16 Im Fall T := N und bei geeignet messbarer Folge von Zu-
fallsvariablen (X, )nen geniigt es, die definierenden Ungleichungen fiir alle direkt
aufeinander folgenden Elemente zu zeigen:

Xn = E[Xn41|An] P-fs.,¥neN

IV I IA
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12.3 Stoppzeit und Optional Stopping Theorem

Bevor wir uns im Folgenden mit einem Spielsystem beschiftigen fithren wir den
Begriff der Stoppzeit ein, als eine Zufallsvariable, die auf die Menge T abbildet.

Definition 12.17 (Stoppzeit)
Sei A; eine isotone Familie von Sub-o-Algebren bzgl. (Q, A) und T eine (total)
geordnete Menge aus RY U {co}, 2.B. Ng U {o0}.
Eine Zufallsvariable
T: Q=T

heiffit Stoppzeit, genau dann wenn gilt:

VteT: 1 ist Ay/B-messbar < 77 ((0;t]) = {w : T(w) <t} €A .

Definition 12.18 (Spielsystem)
FEin Spielsystem ist eine Folge von Zufallsvariablen (Xi)ien auf (2, A, P) mit
Werten in (R,B) und rekursiver Darstellung

X1 = Wi Xiv1 = Xe + WAy, t211
mit

Ay: unabhingige Zufallsvariable mit E(A;) = 0. Diese Zufallsvariablen re-
prasentieren eine unabhdngige Folge von fairen Spielen, deren Ausgang

vom Spieler nicht beeinflusst werden kann, z.B. A, u U({fl; 1}),
Xi: kumulierter Spielgewinn nach dem t-ten Spiel und

Wy: Einsatz, den der Spieler fiir das t-te Spiel leistet.

Bemerkung 12.19 Die Spieleinsitze W, kénnen jeweils in Abhingigkeit des
Spielverlaufs bis zum t-ten Spiel gewdhlt werden:

Wy = gt(Xt—la ce le)

ist Ay = o(X¢_1,...,X1) - messbar, wobei g; eine ,deterministische* Funk-
tion ist. Man sagt dann auch (Wi, Ay)ien ist eine vorhersagbare Folge.

Nun haben wir uns ein Spielsystem definiert, aber was bedeutet das im Kontext
von Martingalen?

Woran man hauptséchlich interessiert sein wird, ist der kumulierte Spielgewinn.
Der folgende Satz stellt den Zusammenhang her.

Satz 12.20 Sei ein Spielsystem wie in Definition[12.18 gegeben, dann gilt, dass
die Folge (X4)ien der kumulierte Spielgewinne ein Martingal darstellt.
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Beweis:

E[Xi41 | AY] = E[Xy + Wi A | AY]
E[X¢ | AY] + E[Wig1Avpr | AY]

= X; + Wit E[Ayyq | AY] (12.2)
N————
:E[At+1]:0
= Xt

(12.2) folgt, da X; und W;;; (nach Voraussetzung) beide A;X - messbar sind.
Anschlieflend wird noch benutzt, dass die Zufallsvariable A;; unabhéngig von
der ,,Vergangenheit“ AX der Spielgewinne ist. |

Beispiel 12.21 (Roulette) Man kann sich folgende einfache Spielstrategien
tiberlegen

1. Setze auf Rot und beginne mit dem Einsatz 1; verdopple den Einsatz nach
jedem Spiel.

2. Wie vorher, aber nun verdopple nur solange, bis zum ersten Mal Rot er-
scheint, dann beende das Spiel.

In der Notation von Definition gilt:

A — +1  falls Rot erscheint (Gewinn)
Tt falls Schwarz erscheint (Verlust)

In der Verdopplungsphase, ist firt=1,2,... der Einsatz im t-ten Spiel
Wt — 2t—1

und der kumulierte Spielgewinn nach dem t-ten Spiel

t

t
X, = ZWiA,» = ZQHAZ- .
=1

i=1
Nach Satz[12.2( bildet die Folge der Spielgewinne (Xy)ien ein Martingal, wegen
E[Xi|o(Xs:s<t—1)] =X,y .

Der erwartete kumulierte Gewinn ist

t

E(Xy) =Y 27'E(A;) =0,

=1

so dass das Spiel fair ist.

Die entscheidende Frage ist, ob man das Martingal mit der Einfiihrung einer
Stoppzeit T wie in der 2. Spielstrategie iberlisten kann:

T(w) = min{t : Ay(w)=1}.
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1
Diese ist Geom (2> verteilt, d.h.

P{w: 7(w) =t}) = % firt=1,2,....

Der Gewinn ist in Abhdngigkeit der Stoppzeit dann

T

ZQi_lAi T <0

X, =44
T i=1
undefiniert T = oo (aber: P(T = c0) = 0)
und es gilt fir w € {w : 7(w) < oo} wegen Ay =...=A;,1=-1und A, =1

7(w)—1 0 T(w)—1

. 2 -2
XT — 27,—1 27’(w)—1 ge;m‘ - - 27’(w)—1 — 1 .
<UJ) 7;21 + Summe 1-2 *

Dieses ist unabhdngig von der endlichen Stoppzeit, so dass gilt
PX,=1)=1.
Man kann also durch diese Stoppzeit das Spiel so einrichten, dass man mit

Wahrscheinlichkeit 1 den Betrag 1 gewinnt.

Fiir ein Casino wiirde das aber den sicheren Bankrott bedeuten, weshalb sie die
Anzahlen der Verdopplungen begrenzen.

Auch unter der Voraussetzung, dass man beliebig oft verdoppeln kann, hat die
Spielstrategie keine praktische Relevanz, da man bereit sein muss, beliebig hohes
Kapital einzusetzen und potentiell auch beliebig oft zu spielen.

Fiir ein Martingal gilt E(X;) = E(X}) fiir jedes feste t.
Kann man diese Gleichung durch Einfithrung einer Stoppzeit iiberlisten?
In Beispiel |[12.21] ging das:

E(Xy)=E(X;)=0 aber E(X,;) =1

Der folgende Satz sagt aus, in welchen Situationen das Martingal auch fiir eine
(zuféllige) Stoppzeit nicht iiberlistet werden kann.

Satz 12.22 (Optional Stopping Theorem)
Sei (Xt)ten ein Martingal und T eine Stoppzeit.

Es gelte eine der folgenden Bedingungen:
(a) T ist beschrinkt, d.h. 3k < oo Vw € Q : |7(w)| < k.

(b) (Xi)ien ist beschrinkt, d.h. Ik < coVw € Q : | Xi(w)] < k.
(c) E(1) < 00 und (Xy — X;—1)ten ist beschrinkt.

Dann gilt
E(XT) = E(Xl)

Bemerkung 12.23 Im Beispiel[12.2] sind alle drei Bedingungen verletzt:
7, Xt und (X — X4 1)ten = (277 Y)ien sind nicht beschrinkt.
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12.4 Martingaldifferenzfolgen

Beispiel 12.24
Sei n, € L(Q, A, P),n €N mit A, :==oc(m,...,n,) und a € R beliebig.
Definiere rekursiv fir n > 1

Xn+1 = Xn + Nn4+1 — ]E[’ﬂnJrl ‘An] mat X1 =m—a.
Dann gilt P - f.s.

E[Xn+1 ‘ An] = E[Xn ’ An] + E[T/nJrl ‘ An] - E[E [nnJrl ’ -An}

- Xn + E[nn-‘rl ’ An] - E[nn-i-l ‘ -An]

a]

Das bedeutet, dass die Folge (X,,)nen ein Martingal bildet (bzgl. A, ).

Setzt man nun umgekehrt die Folge (X,,)nen als ein Martingal (bzgl. o(X1, . ..

voraus, und definiert sich nun
m=X1 und n,=X,—Xn1(n>2),
dann gilt:

E[nn-i-l ‘nnw-wnl] = E[Xn+l _Xn|77na-- -7"71]
= ]E[Xn-‘rl - X, ’X’ru' . 7X1]
= ]E[Xn-‘rl |Xn7 cee 7X1] —-Xn

=X, da (X,) Martingal
=0

Das heifst, die Folge der Martingaldifferenzen ist um null zentriert.

Dieses fassen wir in der néchsten Definition zusammen.

Definition 12.25 (Martingaldifferenzenfolgen) Eine Folge reeller integrier-
barer Zufallsvariablen (np)nen heifft Martingaldifferenzenfolge (kurz: MDF),

falls fiir alle n € N gilt

E[Un+1|77n,~--,7]1] =0 P-fs. .

Erginzend wird gefordert, dass gilt

E[?]l |.Ao] =0, mit A :=1{0,Q} .

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Martingaldifferenzenfol-

gen und Folgen von Zufallsvariablen her.
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Satz 12.26

(a) Ist (Mn)nen mit n, € Lo2(Q, A, P) eine Martingaldifferenzenfolge, dann
sind die n, paarweise unkorreliert.

(b) Seie(N) die Menge aller endlichen Teilmengen von N. Wenn (0, )nen eine
Martingaldifferenzenfolge ist und fir alle I € e(N) (n;)ier (multivariat)
normalverteilt ist, dann sind die 1, paarweise unabhdngig.

(¢) Wenn (nn)nen eine Folge unabhingiger, integrierbarer und zentrierter Zu-
fallsvariablen ist, dann ist die Folge eine Martingaldifferenzenfolge.

Bemerkung 12.27 Die Implikationen aus Satz werden einfach, wenn
man nur ein einelementiges I betrachtet:

(a) Die Implikation|12.26 (b) ist mit Hilfe von Aussage|12.26 (a) klar, denn:

N~ N(-,-) = Varianz existiert
<~ € L(Q,AP)

12.26 (a) . .
(Nn)nen paarweise unkorreliert

nNN & - . .
) (Mn)nen paarweise unabhdngig

(b) Teilsatz|12.26 (c) ist trivial, da hier (N,)nen paarweise unabhdngig:

E[nn+1 ’7717-“’7771] = E(nn+1) =0

Korollar 12.28 Sei (n,)nen eine Martingaldifferenzenfolge mitn,, € L2(2, A, P).
Dann gilt fiir das zugehorige Martingal der Partialsummen

=1

(a) (Xﬁ)neN bildet ein Sub-Martingal.

n

(b) E(X7) = Z]E(n?)

Beweis:

(a) Folgt mit Satz [12.15 (a)
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E(X2) = E (Zm) =EYY nm

i=1 i=1j—1
= D ) Eminy) = > _Elnam) + Y > E(nimy)
=1 j=1 1=1 =1 j=1
J#i

n

RS+

=1 =1 j=

12.5 Grenzwertsitze fiir Martingale bzw.
Martingaldifferenzenfolgen
Satz 12.29 Sei (0, )nen eine quadratintegrierbare Martingaldifferenzenfolge auf

dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und (an)nen eine isotone Folge positi-
ver reeller Zahlen mit a,, /* oo, so dass

< 0

i E(n;)
a2
ni=1 n

ist. Dann gilt

=1

. 1 ¢
nl;ngo (aan) =0 P-fs

Bemerkung 12.30

(a) Die Forderung einer quadratinterierbaren Martingaldifferenzenfolge in

Satz impliziert die Existenz der Varianzen und Erwartungswerte
der ny,, sowie E(n,) = 0.

(b) Mit a,, :==n gilt

n—r oo

1 n
EZm ——0 P-fs.
i=1

In einer groferen Allgemeinheit kann man einen den Grenzwertsatz fiir Submar-
tingale definieren.
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Satz 12.31 (Satz von Chow)
Sei ein o € R mit a > 1 fest vorgegeben und (X, )nen ein nicht-negatives Sub-
Martingal mit E(X2%) < oo, fir alle n € N. Sei ferner (an)nen eine isotone
Folge positiver reeller Zahlen mit a,, ,/* 00, so dass

— E (X5 - X3 y)

D

n=1 n

< o0

ist. Dann gilt
1
lim (Xn) =0 P-fs
n—oo \ ay,

Satz[12.29 geht von einer Folge von Martingaldifferenzen aus, was passiert aber,
wenn man eine beliebige Folge (X,,)nen von quadratintegrierbaren Zufallsvaria-
blen auf (€, .4, P) verwendet?

Durch geschicktes Zentrieren der Zufallsvariablen
X=X, -E(X;) wnd X1 =X, —E(Xi|Xy,...Xy) VieN
erreicht man eine Martingaldifferenzenfolge mit X; 1, € L2(, A, P). AuBlerdem
gilt:
E(XZ,) = E(X?2) — 2E(Xi1E( Xip1 | X4y ... X1))
+E(E(Xit1 | Xi, ... X1)?)

= E(X}1) —E(E(Xit1 | X5, ... X1)?) (12.3)
E(X7)
Die Gleichheit in folgt aus Satz (Glittungssatz) oder Satz

(iteriertes Bedingen), denn:

IN

E(Xi1E( Xip1 | Xi. .. X1)) = JE(]E(XZ»HE(XZ»H | Xi,.. . X1)) ‘X N .Xl)
:E(}E(Xi+1 | Xiy. o X1) - E(Xisa |XZ-,...X1))
— 1@((11<:(X,»Jrl | X, .. X1 ))2)

Somit kann der Grenzwertsatz [12.29] direkt auch auf nicht-zentrierte Zufallsva-
riablen erweitert werden.

Satz 12.32 Sei (X,,)nen eine Folge quadratintegrierbarer Zufallsvariablen auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und (an)nen eine isotone Folge positi-
ver reeller Zahlen mit a,, /* oo, so dass

= E(X2
> (a2 ) <
n=1 n

ist. Dann gilt

1 n
lim (
n—oo \ ap “—

K3

(Xi_E(XilXi—la-”aXl))) =0 P—f.S.
1

Beweis: ~» Ubung ]
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12.6 Gesetz vom iterierten Logarithmus

Dieses Gesetz stellt fiir i.i.d. Folgen von Zufallsvariablen einen Bezug zur Streu-
ung her. Es gilt zwar nach Satz das starke Gesetz der grofien Zahlen
(Definition und nach dem Satz von de Moivre-Laplace der klassi-
sche Zentrale Grenzwertsatz (Definition [L1.21)), aber beide sagen nichts iiber die
Fluktuation der Folge von Partialsummen S,, = X; + ...+ X,, aus. Das Gesetz
vom iterierten Logarithmus verschéirft die Aussage

1
v

wobei 02 = Var(X;), fiir alle i.

W —5 N(0,0?)

Satz 12.33 (Gesetz vom iterierten Logarithmus)

Fiir jede i.i.d. Folge von quadratintegrierbaren und zentrierten Zufallsvariablen
(X)) nen auf (Q, A, P), gelten fiir die Folge der Partialsummen (Sp)nen, mit
Sp =i, X; folgende Beschrinkungseigenschaften P -f.s.:

Sn
li —n = Var(X;) =
(@) 1rrln%sotip 2nloglogn v Var(Xy) o

Sn
b) liminf —————— = —y/Var(X;) = —
® e 2nloglogn ar(Xs) 7

Interpretation:
Fiir fast alle w konvergiert die Folge (S, )nen nicht, sie besitzt jedoch +o als
extremste Haufungspunkte.

12.7 Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingaldif-
ferenzenfolgen

Ziel ist es, einen zentralen Grenzwertsatz fiir abhédngige Variablen zu formu-
lieren, wobei wir uns hier speziell auf sogenannte Martingaldifferenzenfolgen-
Dreiecksschemata beschréanken.

Definition 12.34 (Dreiecksschema)
Ein Dreiecksschema ist eine doppelt indizierte Familie von Zufallsvariablen
(Xnj)i<j<nnen auf (2, A, P) mit der kanonischen Filtration

Ano={0,Q} und A, ;:=0(Xn1,...Xp;) fir 1<j<nneN

und X0 =0 (falls notig).
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Auflerdem wird die folgende Notation festgelegt:

Mng = E[Xn] |An,j—1]
o2 = IE[

nj
J
Vnzj = Zaii = ZE[X%Z-‘Amiq]

3

V2= V2 = E[X2 | A1

Bemerkung 12.35 Mit dieser Notation ergibt sich

Var (X, | A j-1] = on; — i

Skizze:
X11 = 1 < J =
Xo1 Xo9 n =2 1<j<2
Xs1 X2 X33 = 1<5<3
In der Anwendung sind hiufig die Zufallsvariablen X,1,...,X,, einer Zeile

unabhéingig und die Abhingigkeit besteht entlang der Zeilen, d.h. in der Skizze
in vertikaler Richtung. In diesem Fall ist

J
pny =E(Xn;)  wnd V=D E(X7).
=1

Spéter werden dann die Partialsummen S, = 2?21 Xy; als Zeilensummen de-
finiert und deren Konvergenzverhalten fiir n — oo betrachtet.

Definition 12.36 Sei (X,,;, A j)1<j<n.nen ein Dreieckschema und

KL,(e) = Z]E[X,%j (X e}
j=1

An,j,l} . (12.4)

Das Dreiecksschema erfiillt die konditionierte Lindeberg-Bedingung, genau dann
wenn
Ve>0: plimKL,(e)=0,

n—o0

d.h. die Folge (K Ly, (€))nen konvergiert fiir alle € stochastisch gegen Null.

Bemerkung 12.37 Die in Bemerkung[11.23 angegeben Version der Lindeberg-
Bedingung ist sehr dhnlich zu . In wird jedoch die Bedingte Erwar-
tung betrachtet; man hat es also mit Zufallsvariablen zu tun — deswegen der
Ubergang zur stochastischen Konvergenz.
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Definition 12.38 Fin Dreiecksschema (Xn;)1<j<n,nen heifft Martingaldifferenzenfolgen-
Dreiecksschema (kurz: MDF-Dreiecksschema), wenn gilt:

Hnj :E[an |./4n7j_1:| =0 firallel<j<nmnéeN.

Bemerkung 12.39 Die Forderung nach ji,; = 0 impliziert fiir die Zeilensum-
men S,

E[Sn}An,n_ﬂ = E{anj

j=1

An,n—1:| = On—1 -

Fast wie in Abschnitt [[1.4] kénnen wir fiir ein MDF-Dreiecksschema nun einen
Zentralen Grenzwertsatz aufstellen.

Satz 12.40 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzenfolgen)
Sei (Xnj)i<j<nnen ein MDF-Dreiecksschema, das die konditionierte Lindeberg-
Bedingung erfillt, und es gelte

plim V2 =1.

n—oo

Dann konvergiert die Folge der Verteilungen von S, schwach gegen eine Stan-
dardnormalverteilung.
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13 Weitere Integralbegriffe

In diesem Abschnitt werden weitere Integralbegriffe vorgestellt: Das Riemann-
Stieltjes-Integral, welches eng mit dem bekannten Riemann-Integral verbunden
ist, und darauf aufbauend dann das Ito-Integral, welches eine Bedeutung in der
Theorie der stochastischen Prozesse hat.

13.1 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Da das Riemann-Stieltjes-Integral eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals
darstellt, zunéchst als Wiederholung die ,, Konstruktion“ des Riemann—IntegralsE

13.1.1 Treppenfunktionen

Das (bestimmte) Integral einer reellen Funktion soll auf einfache Flichenberech-
nung zuriickgefiihrt werden. Deswegen betrachtet man zunéchst reelle Funktio-
nen, die in dieser Hinsicht besonders einfach sind, die sogenannten Treppen-
funktionen auf einem Intervall.

Definition 13.1 Sei [a;b] ein Intervall aus R. Fine Funktion

T,: [a;b] — R

heiffit Treppenfunktion genau dann wenn gilt: es gibt a =tg <t; < .. <t, =b
und reelle Zahlen c1,co, ..., c, mit T, (x) = ¢; fiir t,_1 <z <t; und ¢, = T, (D).

Beispiel 13.2

Der einfachste Fall einer Treppenfunktion ist eine auf einem Intervall [a;b] kon-
stante Funktion.

Fiir Treppenfunktionen gestaltet sich die Berechnung der Fliche unter dieser
Funktion einfach: Sie ist die Summe der einzelnen Rechtecksflichen c¢;(x; — xi—1).
Hierbei ist nur zu beachten, dass sich fiir negative c; die Fliche ,subtrahiert”.

Der oben angesprochene Umstand fithrt zum Begriff des Integrals einer Trep-
penfunktion.

Definition 13.3 Sei T,, eine Treppenfunktion auf [a;b] mit T,(x) = ¢; fir
tic1 <x <t; und ¢, = T, (b) dann heifst der Wert

I(Tn) = ZCl(tl — tifl)

i=1

das bestimmte Integral der Treppenfunktion T,.

1Die Darstellung des Riemann- und des Riemann-Stieltjes-Integrals bezieht sich maBgeblich
auf die Ausfithrungen von |Walter| (2002), Kapitel 6 S.190ff. Es wird auch weitgehend die dort
verwendete Notation tibernommen.
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Beispiel 13.4

Sei
T, : [0;1]] — R
mit to = 0,11 = %,tg =1 undc; = %,02 = i, dann ist
117 11 3
I(h)==—+-==<
) =337137 5

13.1.2 Das bestimmte Integral

Das Integral einer beliebigen, beschrinkten Funktion f soll nun, falls moglich,
mit Hilfe von Approximationen durch solche Treppenfunktionen bestimmt wer-
den. Die Idee hierbei ist zunéchst zu einer gegebenen Funktion zwei Treppen-
funktionen anzugeben ,zwischen“ denen die Funktion liegt. Dann ,liegt“ auch,
anschaulich gesprochen, die Fliache dieser Funktion ,,zwischen“ den Integralen
der beiden Treppenfunktionen. Diese Intuition wird nun wie folgt prézisiert.

Sei
fi la,b] — R

eine reelle Funktion und T}, T'? zwei Treppenfunktionen, fiir die gilt:
THx) < f(z) und f(z) <T3(x) Vo €lasd],

so heiit 7} Untersumme und T2 Obersumme von f. Man kann durch Verfeine-
rung der Intervalle, die den Definitionsbereich von T}} und T2 jeweils einteilen,
d.h. durch ,,VergroBlern“ von n, Treppenfunktionen finden, die ,nédher* an f sind.
Die Ubertragung auf die Integrale der Treppenfunktionen fithrt im ,,Grenziiber-
gang® zur Definition des bestimmten Integrals.

Definition 13.5 FEine beschrinkte Funktion
fi ;b)) — R

heifst auf dem Intervall [a;b] integrierbar genau dann wenn gilt:
es gibt eine reelle Zahl I so, dass fiir alle e > 0 eine Unter- und eine Obersumme
T} und T? bzgl. f (die von € abhdngen) existiert mit

I—e<I(TH<I<IT?<I+e

I heifit dann das bestimmte Integral der Funktion f auf [a;b] und f heifit auf
[a; b] integrierbar. Man schreibt fiir das bestimmte Integral auch:

b
1(f) = / f(z) de
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13.1.3 Eine alternative Vorgehensweise

Hierzu sind zun#chst einige Begriffsbildungen nétig, die auch in der o.g. Litera-
tur zu finden sind:

Definition 13.6 Unter einer gerichteten Menge, (A, <) wird eine Menge ver-
standen, auf welcher eine Relation mit den folgenden drei Eigenschaften defi-
niert ist.

(i) a < a fir alle a € A (Reflexivitét)
(i) a <b, b <c = a=<c (Transitivitit)

(i4i) Fira,b € A gibt es einc € A mit a < c und b < ¢

Bemerkung 13.7 Die natiirlichen Zahlen in ihrer natirlichen < - Relation
bilden eine gerichtete Menge: (N, <).

Mit Hilfe dieses Begriffs kann man einen werallgemeinerten Limes oder einen
Netzlimes definieren. Hierzu ist zunéchst ein ,Netz“ zu definieren; dazu sei (X, d)
ein metrischer Raum (Metrik d wird ggf. der einfacheren Notation halber oft
unterdriickt).

Definition 13.8 Sei (A, <) eine gerichtete Menge und (X,d) ein metrischer
Raum (Metrik: d), dann heifit eine Funktion

f: A— X
ein Netz oder eine verallgemeinerte Folge. Anstelle von f(a) schreibt man, wie

bei ,gewdhnlichen® Folgen, f,.

Man sagt auch:

»(fa)aca bzw. (f,) ist ein Netz“ oder ,,ist ein Netz iiber A in (X, d)“.

Hiermit kann nun der Netzlimes definiert werden:

Definition 13.9 Sei (A, <) eine gerichtete Menge, (X, d) ein metrischer Raum
und (fa)aca ein Netz in (X,d), dann ist xo € X der Netzlimes von (f,) genau
dann wenn es fiir jedes € > 0 ein a. € A gibt, so dass fir alle a € A mit a > a.
qilt:

d(fa, o) < €
In Zeichen:
lim f, = xo
oder in Zeichen:
fa — X0
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Mit dieser Begriffsbildung kann man das Riemann-Integral ebenfalls definieren.
Hierzu ist zundchst der Begriff einer Partition auf einem abgeschlossenen Inter-
vall [a;b] zu kldren, sowie die Relation ,feiner als* unter Partitionen.

Definition 13.10

(i) Sei [a;b] ein abgeschlossenes Intervall in R unda =to <t; <...<t, =b
eine endliche Folge sog. Stiitzstellen, dann heifft Z = (to,...,t,) eine
Zerlegung oder Partition von [a;b].

(ii) Seien Z = (to,...tn) und Z' = (t§,...,t},) zwei Zerlegungen von [a;b],

rYm
dann heifst Z' feiner als Z, in Zeichen Z < Z' genau dann wenn {to,...t,} C
{t§s-- - 10}
(iti) Sei Z = (to,...,tn) eine Zerlegung von [a;b], und 7 := (71,...,7,) ein
Tupel passener Zwischenpunkte, d.h. 7; € [t;—1;t;],i = 1,...,n, dann wird

durch (Z,7) < (Z',7") <= Z < Z' eine gerichtete Menge definiert und
wenn auch 7’ ein Tupel passender Zwischenpunkte ist.

Bemerkung 13.11 Die Menge aller Zerlegungen ist bzgl. < eine gerichtete
Menge.

Definition 13.12 (Riemannsche Zwischensumme)

Sei Z = (to,...,tn) eine Zerlegung von [a;b], [ eine beschrinkte Funktion auf
[a;b] und (11, ...,7) ein Tupel passender Zwischenpunkte, d.h. 7; € [t;—1,t;],i =
1,...,n, dann heifst

n

o(Z,7,f) =Y f(ri)(ti — ti1)

i=1

Riemannsche Zwischensumme oder kurz: Zwischensumme.

Definition 13.13 (Riemann-Integral)
Der Netz-Limes limy o(Z, 7, f) dber die Zwischensumme aus Definition
heift, falls er existiert, das Riemann-Integral von f dber [a;b]:

/ab f(z)dx

Diese Definition ist dquivalent mit der Definition tiber Ober- und Untersummen.
Dieser Zusammenhang findet sich ausfiihrlich dargestellt in Walter| (2002)), S.
146ff. Vergleiche insbesondere die Darstellung von Netzen in |Walter| (2002),S.
142ff.

13.1.4 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Das Riemann-Stieltjes-Intergral ist eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals,
die wie folgt einzusehen ist: Sei wieder f eine auf [a;b] beschrinkte Funktion,
id die Identitéatsfunktion auf diesem Intervall: id(x) = x fiir x € [a; 0], die Rie-
mannsche Zwischensumme schreibt sich dann wie folgt:
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n

o(Z,7, f,did) := Y f(r:)(id(t;) — id(t; 1))

i=1

Die Verallgemeinerung besteht nun darin, anstelle der Identitét ¢d auch andere
Funktionen g : [a;b] — R zuzulassen. Dies ergibt folgende Definitionen:

Definition 13.14 (Riemann-Stieltjes-Summe)

Sei Z = (tg,...,tn) eine Zerlegung von [a;b], f und g Funktionen auf [a;b] und
(T1,...,7n) ein Tupel passender Zwischenpunkte, d.h. 7; € [t;i—1;t:],i =1,...,n,
dann heifst

o(Z,7, f,dg) = Zf(ﬂ‘)(g(ti) —g(ti-1))

Riemann-Stieltjes-Summe oder kurz: Zwischensumme.

Definition 13.15 (Riemann-Stieltjes-Integral)
Der Netz-Limes limy o(Z, 7, f,dg) iber die Riemann-Stieltjes-Summe aus Defi-
nition|13.14) heifit, falls er existiert, das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziglich

g tber [a;b]: \ \
/a fdg = / f() dg(x)

Satz 13.16 (Existenz des Integrals)

Der Netz-Limes limy o(Z, 7, f,dg) existiert und hat den Wert I, wenn gilt:
Fiir alle e > 0 gibt es eine Zerleqgung Z. von [a;b] so, dass fir alle (Z,7) mit
Z = Z. gilt

|I_U(Z7T7f7dg)‘ <e

Man nennt f auch den Integranden und g den Integrator.

Motivation: Sei [0; T] das Zeitintervall in welchem ein Agent gewisse Anzahlen
einer Aktie hélt: z(t) ist die Anzahl der Aktie zum Zeitpunkt ¢, die gehalten
wird; a(t) ist der Wert der Aktie zum Zeitpunkt ¢, ¢ € [0, 7], dann ist

/0 " L(6) da(t)

der Gesamtwert der gehaltenen Aktien iiber den Zeitraum [0; 7] hinweg. Man
verdeutliche sich dies, in dem man die Situation diskretisiert: in [0;7] wird
der Aktienwert nur zu den Zeitpunkten 0 =ty < t; < ...t, = T festgesetzt:
a(to),...,a(t,) und die Anzahl der gehaltenen Aktien ist in den Teilintervallen
[ti—1,t:],4=1,...,n konstant z;.

Das Ito-Integral kommt dann ins Spiel, wenn zusétzlich davon ausgegangen wird,
dass die Aktienkurse und ggf. die Anzahlen ,zufillig® sind. Das Ito-Integral wird
im Kapitel iiber Martingale besprochen werden, da dort der systematische und
der pragmatische Ort dieser Begriffsbildung ist.
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Satz 13.17 (Rechenregeln)
Fiir die Funktionen f, f1, fa (Integranden), g, g1 und go (Integratoren) seien
die Integrale iber einem Intervall [a; b

/abfdg

erklirt, sowie A1, Ao reelle Zahlen. Dann gilt:

(a) Linearitit des Integrals

b b b
/(A1f1+/\2f2)d9 = /\1/ fldg+>\2/ fadg

und
b b b b b
/ Fd(\gi4+Aags) = / Fdhgi+ / Fddogs = Ay / Fdgi+h / fdgs

(b) Seia < c<b dann gilt:

/abfdg=/acfdg+/cbfdg

FEine Abschétzung des Riemann-Stieltjes-Integral geht iiber die sogenannte To-
talvariation, die im Folgenden kurz eingefiihrt wird (Vergl. hierzu|Walter| (2002),
S. 175f).

Definition 13.18 ((Total) Variation)
Sei f eine reelle Funktion auf [a;b] und Z = (to,...,tn) eine Zerlequng dieses
Intervalls, dann ist die Variation

Var(z, f) := Z [f(t:) — f(tiz1)]
i=1

Das Supremum tiber alle Zerleqgungen Z :
Vo (f) := sup Var(z, f)
z

heiffit Totalvariation von f.
Ist V(f) < oo, so heifit f von beschrinkter Variation oder von beschriinkter
Schwankung; V2(f) := 0.

Eigenschaften und Zusammenhénge der Totalvariation sind im folgenden Satz
festgehalten.

Satz 13.19
(a) Jede Funktion f von beschrdinkter Variation auf einem Intervall [a;b] ist

auf [a;b] beschrdnkt und es gilt | f(a) — f(b)| < V2(f).
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(b) Mit f,g von beschrinkter Variation auf [a;b] und reellen Zahlen X, p ist
auch \f + ug von beschrankter Variation. Es gilt folgende Abschitzung:

VEONf + pg) < NVE(F) + [ulVig

und
V2(£9) < IfllecVii(9) + llglloc V2 (F) -

Hierbei bezeichnet || - || die Supremumsnorm.

(¢) Fiira <c<b gilt:
Vo (f) = Vi) + Vo(f)

(d) Ist f monoton auf [a;b], so ist V2(f) = |f(a) — f(b)].

(e) Fiir eine auf dem Intervall [a;b] stetig differenzierbare Funktion mit Ab-
leitung f' gilt:

b
VH(f) = / F(0)dt

Mit dieser Begriffsbildung gilt (siehe |Walter| (2002), S. 192):

Satz 13.20 Sei f eine auf [a;b] stetige Funktion und g Funktion von beschrink-
ter Variation auf [a;b], so existiert f; fdg und es gilt die folgende Abschitzung

/abfdg

Zur Berechnung des Riemann-Stieltjes-Integrals kann man ein Analogon zur
Partiellen Integration verwenden.
b
/ fdg
a

/abgdf
b

b b
/ fdg+ / gdf = f(b)g(b) — f(a)gla) = fo|’

< 1 £l Ve (9)

Satz 13.21 Mit

existiert auch

und es gilt
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Es gelten die folgende Zusammenhéinge mit dem (einfachen) Riemann-Integral.

Satz 13.22

(a) Sei [ eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a;b] und g einen auf [a;b]
stetig differenzierbare Funktion, g’ deren Ableitung; das Riemann-Stieltjes-
Integral

existiere. Dann gilt

(b) Jedes Riemann-Integral

ldsst sich mit

g(t) == /athdu

als Riemann-Stieltjes-Integral schreiben, falls f Riemann-integrierbar und

h stetig ist:
b
| rds
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13.2 Das Ito-Integral

Als Motivation betrachtet man ein Spielsystem, wie es in Definition defi-
niert wurde, jedoch mit einigen Spezifikationen (und modifizierter Notation):

Vorausgesetzt ist eine Folge von #id Zufallsvariablen (X;)ien mit Werten in
{-1,+1} und P(X; = —1) = § = P(X; = 1); insbesondere ist dann E(X;) = 0.
(X¢) ist als Folge fairer Spiele zu interpretieren, beispielsweise faire Miinzwiirfe.

Betrachtet man .
Sn = Z Xk
k=1

so ist S, ein Martingal und in der Theorie der Stochastischen Prozesse als
einfache symmetrische Irrfahrt bekannt.

Ferner sei W; der Einsatz im Spiel ¢, der aufgrund des Ergebnisverlaufs bis inkl.
t — 1 festgesetzt werden kann, d.h.: W; ist o(X1, ..., X;—1) - messbar (und somit
0(S1, ..., St—1) - messbar). Hiermit kann iterativ definiert werden:

G = WXy
Giy1 = G+ W1 Xy

G} ist der kumulierte Gewinn, der bis zum ¢-ten Spiel erzielt wurde.
Schreibt man G; etwas um zu

t
G¢ = ZWk(Sk — Sk-1)

k=1

so zeigt sich eine gewisse Ahnlichkeit zu den definierenden Summen des Riemann-
Stieltjes-Integral. Dies wird deutlich, wenn man die involvierten Stochastischen
Prozesse bei einem w auswertet:

t
Gi(w) =D Wi(w)(Sk(w) — Sk-1(w))
k=1
Man notiert auch an Stelle von Gy

(W L4 S)t

Ziel ist es nun, die Situation fiir ,stetige Zeit“ zu verallgemeinern. Diese Verall-
gemeinerung fithrt dann zum Ito-Integral.

Die direkte Verallgemeinerung der einfachen symmetrischen Irrfahrt fithrt zur
Brownschen Bewegung; auch diese ist ein Martingal, in Zeichen (Bi):er, und
einem stochastischen Prozess in stetiger Zeit (nun (W;)icgr). Dies kann dahin-
gehend interpretiert werden, dass zu jedem Zeitpunkt ein Spielergebnis eintritt
und zu jedem Zeitpunkt ¢, in Abh#ngigkeit von der Vergangenheit bis zum Zeit-
punkt ¢, ein ,Finsatz“ festgesetzt werden kann. D.h., dass (W;);cr zumindest
der durch das Martingal (B;);cr erzeugten Filtration adaptiert ist. Tatséchlich
wird etwas mehr gefordert: (W;);er soll noch beschrinkt und stiickweise stetig
sein. Das Ito-Integral soll dann bei diesem ,stetigen® Spielsystem den Gewinn
bis zu einem Zeitpunkt 7" angeben. In Zeichen:

T

132



Die Frage ist nun, wie sich ein solches ,Integral“ definieren ldsst. Eine erste,
allerdings nicht zielfiihrende Weise, wire, das Integral als Zufallsvariable zu
definieren, die jedem w das entsprechende Riemann-Stieltjes-Integral zuordnet
— man spricht hierbei auch von ,,pfadweiser Definition*:

/Wt ) dBy(w).

Man beachte, dass fiir , festes® w W;(w) und Bi(w) Funktionen in der Variablen
t sind.

Aus Satz ist bekannt, dass das Riemann-Stieltjes-Integral fOT fdg fir ste-
tige Integranden (f) und fiir Integratoren (g) von beschriankter Totalvariation
existiert. Wenn nun, zumindest fiir P-f.a. w Wi(w) stetig und Bi(w) von be-
schrankter Totalvariation wére, gibe es im Grundsatz kein Problem. Es gilt
aber folgende Satz:

Satz 13.23 Die Pfade der Brownschen Bewegegung, (Bi(w))ier haben fast si-
cher unendliche Totalvariation, d.h.:

Sei (mp)nen eine Folge von Partitionen mit |7, ||co — 0, d.h. die Partitionen
werden immer kleiner, dann gibt es eine Nullmenge N, so dass fiir alle w € N€
qgilt:

nh—>H;o Z |Bti+1 (w) - Bt'i (OJ)‘ =

t, €My
Es gilt ferner:

Satz 13.24 Sei g : [0,T] — R eine Funktion von unbeschrinkter Totalvariati-
on, dann gibt es eine stetige und beschrinkte Funktion f :[0,T] — R, so dass
das Riemann-Stieltjes-Integral
T
| fas
0

Das bedeutet, dass unter obiger Definitionsweise fiir die Brownsche Bewegung
nicht einmal stetige und beschrinkte Funktionen geeignete Integranden wéren.
Es gilt also den Integral-Begriff etwas anders zu definieren.

Dies sei nachstehend skizziert.

nicht existiert.

13.2.1 Skizze der Definition

Generell vorausgesetzt ist eine Brownsche Bewegung (B;)o<i<7, kurz B, (defi-
niert auf einem beschrénkten Zeitraum [0, 7], T fix) auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P), versehen mit der natiirlichen von B erzeugten Filtration
B.

Mit £2([0,T7]) sei die Menge aller B - adaptierten stochastischen Prozesse (X¢)¢er,

mit
/Q/OTXE(w)dth—EP (/OTXE(w)dt> < o0
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bezeichnet. £3(]0,7)) ist ein Vektorraum, genauer: ein Untervektorraum aller
beziiglich P ® A quadrat-integrierbarer Funktionen.

Mit L3 ([0, T7]) sei der Vektorunterraum von £L3([0, T) bezeichnet, der aus allen
Funktionen der Gestalt

|
—

n

Et(w) = ai(w)l(tmti+1](t)

%

Il
=3

besteht. Hierbei ist 0 = t9 < t1 < ... < ¢, = T eine Zerlegung von [0,T]. Fur
jedes w ist Ey(w) (kurz: E) eine stiickweise konstante Funktion. Man nennt diese
Funktionen auch (wieder) einfache oder elementare Funktionen.

Fiir diese einfachen Funktionen ldsst sich das elementare Ito-Integral explizit
fiir alle FE € L‘%’C([O, T)) definieren:

I(E) = Z ai(By,,, — By,)

=0

Dies ist eine zufillige Grofe.

Zum Ito-Integral fiir alle X € £3([0,T]), fiir alle B - adaptierten stochastischen
Prozesse (Xt)ter,, kurz: X, kommt man durch folgenden Zusammenhang:

Fiir jedes X € £3([0,T]) gibt es eine Folge (Ep)nen aus £§ .([0,7]) (von ein-
fachen Funktionen), welche beziiglich der quadratischen Konvergenz gegen X
konvergiert (genannt: X approximierende Folge):

T
/ (X —E,)?d(P@)\) — 0
0
Hiermit definiert man

I(X) = lim I(E,).

n—oo
Bemerkung 13.25 Dies ist wohl definiert, denn es gilt:
e I(E,) konvergiert fiir jede X approximierende Folge.

e [ir jede X approximierende Folge konvergiert I(E,) gegen den gleichen
Wert.
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