Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie PD Dr. Dr. C. Schneider
2. Ubungsblatt P. Fink, M.Sc.

Aufgabe 1

Sind 1, Qs Mengen und ist f : 2y — 5 eine Abbildung, so bezeichnet man fiir A C €
mit

F(A) = {f(w) 1w € A}
das Bild von A unter der Abbildung f und mit

f1(B)={weQ: flw) € B}

das Urbild von B C §25. Sei I eine Indexmenge und B, B; C (29,4 € I beliebige Teilmengen.
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Relationen

’ r(us)-yrm

el i€l

() -0

i€l iel
c)
B = (F71(B))".
Aufgabe 2

Seien ¢, Mengen und f : €Q; — Q5 eine Abbildung und A; eine o-Algebra auf
Q;, 1 =1,2. Zeigen Sie

a) f(A)={BCAy: f7Y(B) € A} ist eine o-Algebra auf s,

b) f7HAz) :={f"Y(B): B € Ay} ist eine o-Algebra auf ;.

Aufgabe 3

Sei A, := U({{l}, {2},...{n}, {Q}}) eine o-Algebra auf einer nichtabzdhlbaren Menge
Q (zum Beispiel R). Man beweise, dass

p A, — [0; 00]
0, A abzihlbar,
Ar—
1, A¢ abzahlbar

ein Mafl auf (2, 4,) ist.

Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass alle Wahrscheinlichkeitsmafie P auf ({1,...,n}, P({1,...,n})) von der
Form . .
P:Zak§k, ozke[O,l]VkE{l,...,n}, ZOékzl
k=1 k=1
sind, wobei J, jeweils das Dirac-Mafl an der Stelle k ist.

Ubung: Mo 14-16h -1- Bearbeitung: 31.10.2016



Maf}- und Wahrscheinlichkeitstheorie PD Dr. Dr. C. Schneider
2. Ubungsblatt P. Fink, M.Sc.

Die folgende Aufgabe ist hauptséichlich zum Selbststudium gedacht.

Aufgabe 5

Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Man beweise folgende Eigenschaften von Mafen:

(a)

Endliche Additivitat: Fir einn € N seien Ay € A, ..., A, € A so dass AiNA; =0
(fir i # j). Dann ist

plALU - U Ay) = p(Ay) + - 4 p(An)

Isotonie:
AcA Be A, ACB = w(A) < u(B)

Subtraktivitdt:
Aec A, Be A, ACB, u(A)<oo = w(B\A) = u(B)—pulA)

Sub-Additivitat:

(An)neN cA = u(fj An> < iu(An)

n=1

Stetigkeit von oben: Sei
(An)neNcA; A13A23A33...3n0An:AeA
wobei ((A,) < oo Vn € N. Dann gilt

lim p(A,) = p(A)

n—oo
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