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Einleitung

Thomas Bayes

Geschichte

Mitte 18. Jahrhundert: Bayes entwickelt die Bayes-Formel

Anfang 19. Jahrhundert: Pierre-Simon Laplace entwickelt die Bayes-Formel,
prigt den Begriff ”Inverse Wahrscheinlichkeit”

Anfang 20. Jahrhundert: Ronald Fisher entwickelt den Frequentismus, Maximum-
Likelihood-Schiétzer, priagt den Begriff ” Bayes-Statistik”

Ende des 20. Jahrhunderts: Bayes-Verfahren werden wieder aktuell, komple-
xe Modelle dank Computer moglich



Literatur: Stephen E. Fienberg: When Did Bayesian Inference Become ”Bayesian”? Baye-
sian Analysis (2006) 1(1), pp. 1-40.

1 Der Satz von Bayes

1.1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wir interessieren uns (vorerst) fiir zufillige Ereignisse in einem Ereignisraum €.
Jedem Ereignis A kann eine Wahrscheinlichkeit P(A) zugeordnet werden, fiir die
die Axiome von Kolmogorov gelten:

e 0<P(A)<1

e Fiir das das sichere Ereignis Q gilt P(Q2) =1

e Fiir beliebige disjunkte Ereignisse A und B gilt P(AU B) = P(A) + P(B)
Daraus folgt direkt:

e P(0)=0

e P(A)=1- P(4)

Wahrscheinlichkeit kann unterschiedlich interpretiert werden:

e klassisch: Alle Elementarereignisse haben die selbe Wahrscheinlichkeit
e als relative Haufigkeit bei unendlicher Wiederholung

e subjektiv als Maf fiir den Glauben an das Eintreten

e als Eigenschaft eines physikalischen Systems (Propensitét)

Beispiel 1.1 (Wiirfel). Wir werfen einen fairen sechsseitigen Wiirfel. Die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A: "Es fdllt eine 67 ist P(A) =1/6.

Alternativ lassen sich Wahrscheinlichkeiten auch als Odds darstellen:

Definition 1.1. Odds(A) = %

Beispiel 1.2 (Fortsetzung Bsp.1.1). der Odds fiir A ist
_ L6 _
=576 =
Die Wettquote fiir A ist hier dementsprechend 5 : 1. Wettet man erfolgreich auf

A, erhdlt man neben dem Einsatz das Finffache des Finsatzes zuriick, zusammen
also das Sechsfache des Finsatzes.

Odds(A) 1:5



Zwei Ereignisse heiflen unabhéngig, wenn
P(ANnB)=P(A)-P(B)

Beispiel 1.3 (Fairer Wiirfel). Sei A: ”Fs fillt eine 5 oder 6”, B: "Es fillt eine
gerade Zahl”. Dann ist AN B: ”Es fallt eine 6”7. Fs gilt
PA)-PB)=<. L1 _panp
32 6
Als bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) bezeichnen wir das Eintreten eines
Ereignisses A unter der Bedingung, das ein Ereignis B eingetreten ist.

Beispiel 1.4 (Fairer Wiirfel). Sei A: ”Es fillt eine 4, 5 oder 6”, B: ”FEs fillt eine
gerade Zahl”. Dann ist P(A|B) = %

Definition 1.2. Wir nennen

P(A|B) = P(;l(;)m

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B. P(B) heifit marginale Wahrschein-
lichkeit von B.

1.2 Satz von Bayes
Es gilt also:

P(ANnB) = P(A|B)P(B)
P(ANnB) = P(BJA)P(A)
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
Daraus folgt direkt:
P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =
Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
P(B) = P(B|A)P(A) + P(B\Z)P(Z)

erhalten wir

Definition 1.3. Satz von Bayes



P(A|B)

" P(B|A)P(A)+P(B|A)P(A)

P(B|A)-P(A)

Beispiel 1.5 (Wiirfel). Sei B: "Eine 6 fdllt” und

A Wirfel ist fair; P(B|A) =1/6
A Wiirfel ist unfair; P(B|A) =1

Nach Laplace gehen wir von P(A) = P(A) = 1/2 aus. Dann gilt

Beispiel 1.6 (Medizinische Tests).

P(A|B)

P(A|B)

1.1
_ 63 _2
-1 1 1
gratlg 9
5.1
6 2
= =1
5.1 1
6 21t03

Ein medizinischer Test soll das vorliegen einer

Krankheit feststellen. Solche Tests sind nicht ganz fehlerfrei, es kommt zu falsch
positiven und falsch negativen Ergebnissen. Wir definieren uns folgende Ereignisse

A FEine Person ist krank

B Der Test zeigt ein positives Ergebnis

Es gelte

P(A) =0.02, P(A) = 0.98

P(B|A) = 0.95, P(B|A) = 0.05 (falsch negativ)

P(B|A) = 0.1 (falsch positiv), P(B|A) = 0.9

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, wenn der Test positiv

ausfallt?

P(A|B)

P(BJA) - P(A)

P

(BIA)P(A) + P(B|A)P(A)
0.95 - 0.02

0.95-0.02+40.1-0.98

0.019 + 0.098

0.019 =0.162...



1.3 Bayesianisches Lernen

Der Satz von Bayes verhilft uns, aus B fiir A zu lernen. Allerdings nur, wenn A
und B nicht (stochastisch) unabhéngig sind. Sonst folgt:

P(A|B) = P(A|B) = P(A)
Sind A und B dagegen abhéngig, dann folgt aus
P(ANB) # P(A)P(B)
und der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(A|B) # P(4),

dass heifit, das Eintreten von B &ndert die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
von A, ”wir lernen aus B”.

Beispiel 1.7. Wir betrachten im Beispiel 1.6 die Odds:

P(A[B) _ P(B|A) P(4)

P(A|B) — P(B|A) P(A)
0.95 0.02  0.019

: = = 0.194
01 093 0098 P

Beispiel 1.8. Ein Los von Stiicken wurde mit Wahrscheinlichkeit 0.7 in Firma A
und mit Wahrscheinlichkeit 0.3 in Firma B produziert.

Die Ausschufiquoten betragen 1% in Firma A und 5% in Firma B.

Die Information iiber den Produzenten ist verloren gegangen.

Bei einer Kontrolle von n Stiicken werden y Ausschufstiicke entdeckt. Ist aus
diesem Ergebnis ein Riickschluss auf den Produzenten mdglich?

Fiir n = 100 ergeben sich folgende Posteriori-Wahrscheinlichkeiten:
y 0 1 2 3 4 5 6
P(Aly) | 0.993 0.965 0.842 0.505 0.164 0.036 0.007
P(Aly) | 0.007 0.035 0.158 0.495 0.836 0.964 0.993

Fiir P(A) = P(A) = 0.5 ergeben sich folgende Posteriori-Wahrscheinlichkeiten:
y 0 1 2 3 4 5 6

P(Aly) | 0.984 0.922 0.695 0.304 0.077 0.016 0.003

P(Aly) | 0.016 0.077 0.305 0.696 0.923 0.984 0.997




2 Bayes-Inferenz

2.1 Zuvallsvariablen und Dichten

Statt Ereignissen betrachten wir nun Zufallsvariablen, also zufillige Gréflen. In
Bsp. 1.1 ist der Wiirfelwurf eine Zufallsvariable. Damit kénnen wir Wahrschein-
lichkeiten von Zufallsvariablen definieren:

P(X = z) = P("Die Zufallsvariable X nimmt den Wert zan.)

Jede Zufallsvariable hat eine Verteilung. Wir unterscheiden

e Diskrete Verteilungen: Zufallsvariable nimmt ganzzahlige Werte an (z.B.
Wiirfel)

e Stetige Verteilungen: Zufallsvariable ist reellwertig (z.B. Normalverteilung)
Verteilungen kénnen wir iiber ihre Dichten f definieren. Es gilt:

e im diskreten Fall P(X = a) = f(a)

e im stetigen Fall P(a < X <) = fab f(x)dz

flx) =0

Verteilungsfunktion: F(x) = P(x < X)

o f(x)= %F (x) (falls Verteilungsfunktion differenzierbar)
e Normierung: es gilt immer [*_f(z) =1

Fiir diskrete Zufallsvariablen wird das Integral durch die Summe ersetzt: [ f(z)dz :=

>0 f(2).

Satz 2.1 (Transformationssatz™). Sei fx die Dichte der Zuvallsvariablen X und
T :x — T(x) eine bijektive Abbildung. Dann gilt fiir die Dichte fr von T(X)

fr(y) =T W) - F (T ()
Beispiel 2.1. Quadrierte Standardnormalverteilung™
Seien X7 und X5 zwei Zufallsvariablen. Dann ist

o f(x) = f(x1,22) die Dichte der gemeinsamen Verteilung von X; und Xo,
wenn gilt

P((Xl,Xg) S A) = /Af(.’L‘l,QZQ)dajlxg
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e die Dichte der marginalen Verteilung von X7 ist
oo
flzr) = / f(x1, z2)dxy
—0o0

e die Dichte der bedingten Verteilung von X; gegeben X, hat den Wert x5 ist

f(xlv 552)

f(21]Xe = 22) = f(21]22) = Fl2)

Beispiel 2.2. Zweidimensionale Normalverteilung

Definition 2.1 (Satz von Bayes fiir Dichten).

_ [(=|0)-f(8) _  f(=|0)-f(6)
flle) = =5y — = T £(218)-f(0)db

2.2 Wichtige Verteilungen

Gleichverteilung Laplace prigte das ”Prinzip vom unzureichenden Grund”,
jedes Elementarereignis ist gleich wahrscheinlich.
Diskrete Gleichverteilung X ~ U(1,...,n):

fli) = P(X =1i) =1/nfiir allei =1,...,n.
Stetige Gleichverteilung X ~ Ula, b]:

f(z) = biafﬁragazg b.

Damit gilt fira <c<d <b

Binomialverteilung Fiihrt man ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen
Ausgingen (z.B. Erfolg/Miflerfolg, allgemein 1/0) durch, so spricht man von ei-
nem Bernoulliexperiment mit (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit 7. Wiederholt man n
Bernoulliexperimente und zihlt die Erfolge/len, so spricht man von einem Bi-
nomalexperiment.

X ~ B(1,m):

X ~ B(n,m):

X

>wx(1 — e

Dabei ist (Z) die Anzahl der moglichen Reihenfolgen von genau x Einsen bei
n Versuchen.



Normalverteilung Die Normalverteilung X ~ N (p, 0?) ist die wichtigste Ver-
teilung der Statistik (Zentraler Grenzwertsatz!), z.B. als Verteilung des Beobach-
tungsfehlers im linearen Modell. Es gilt:

fa) = Ml(mexp (- gpate-0?)

Es gilt:

(x — p)? = a2® = 2op+ p?

und damit

1 L H H
o+/(27) b ( 2027 753 02>
v

——rrf+x-m— —
2 o2

Ufl(%)exp<

Diese Form der Dichte nennt man kanonische Form der Normalverteilung
mit Parametern m und 7 (Prézision). Es gilt: E(X) =m/7 und Var(X) =1/7.

Betaverteilung Die Betaverteilung X ~ Beta(a,b, ) ist eine stetige Verteilung
auf dem Intervall [0, 1]. Die Dichte ist

a—1 b—1
= 1 -
mit B(a,b) die Betafunktion — diese garantiert uns hier die Normiertheit.

Die stetige Gleichverteilung ist ein Spezialfall der Betaverteilung: B(1,1) ~
Ul0,1]

Gammaverteilung Die Gamma-Verteilung ist eine stetige Verteilung auf dem
Intervall [0, o). Die Dichte ist

ba

f(z) = () o1 exp(—xb)

mit I'(a,b) die Gammafunktion. Vorsicht, es existiert eine alternative Parametri-
sierung der Dichte mit k = a,0 = 1/b.



2.3 Bayes und die Billardkugeln

Beispiel 2.3 (An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chance
(1763)). Fine weiffe Billiardkugel wird auf eine Gerade der Linge 1 gerollt. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie an einem Punkt m zu liegen kommt, ist konstant
fir alle m € [0, 1]. Eine rote Kugel wird unter den selben Bedinungen n-mal gerollt.
Sei x die Zahl der Versuche, in denen die rote Kugel links von der ersten Kugel,
also links von w zu liegen kommt.

Welche Information tiber m erhalten wir aus der Beobachtung x?

Sei die weile Kugel bereits gerollt und liege auf dem Punkt 7. Die rote Kugel
gerollt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die rote Kugel links von der weiflen
zu liegen kommt gleich 7. Rollen wir n-mal, so handelt es sich um ein Binomial-
experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit 7. Gegeben Il = 7 ist also:

P(X =2[ll =) = f(z|n) = (Z)ﬂ(l — e,

Um nun mit dem Satz von Bayes eine Aussage iiber pi gegeben z zu machen,
brauchen wir f(7). Was wissen wir iiber = vor der Beobachtung?

Annahme: Vor der Beobachtung, lateinisch a priori, wissen wir nichts iiber .
Wir folgen dem Prinzip von unzureichenden Grund und nehmen 7 ~ U|0, 1].

Dann erhalten wir nach der Beobachtung, lateinisch a posteriori, mit dem Satz

von Bayes
__fanfm G -mr el
o) = T o~ )
= C(.Z‘) . 7r$(1 _ ,n.)n—a: —_ C(JZ‘) . 7r(w+1)—1(1 _ ﬂ)(n—x—I—l)—l (1)

Dabei ist C(x) eine Konstante beziiglich 7 (héngt nicht von 7, nur von x ab). (1)
sieht bis auf die Konstante aus wie die Dichte der Beta(z+1,n—x + 1)-Verteilung.
Wir sagen: 7@t —17(—2+1)-1 ist der "Kern” der Beta-Verteilung.

e Wir haben Vorwissen iiber die Wahrscheinlichkeit 7 in Form einer Priori-
Verteilung bzw. Priori -Dichte formuliert.

e Nach der Beobachtung x wissen wir mehr iiber 7; wir haben die Posteriori-
Verteilung bzw. Posteriori-Dichte erhalten.

e Bayes-Prinzip: Alle Schliisse werden aus der Posteriori-Verteilung gezogen.

e Zur Berechnung der Posteriori brauchen wir zudem das Beobachtungsmodell
bzw. Datendichte f(x|m) (auch als Likelihood bezeichnet)

10



e und die Normalisierungskonstante (auch marginale Likelihood), die wir
hier nicht explizit berechnen mussten.

© -
—— Priori
- — n=10,x=5
— n=30, x=15
- — n=30, x=5
pu—
o
— \“‘*ﬁ_
o _ S
T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sei n = 30 und x = 5. Wie lautet dann unser Schétzer fiir 77

e Posteriori-Erwartungswert: Nach Beobachtung von x, welchen Wert erwar-

ten wir fir 77 +1 6
T

= — ~0.194
n+1 31

E(r) =
e Posteriori-Modus: Welcher Wert von m maximiert die Posteriori?
x 5
T = —=—~0.167
TMAP =07 g
e Posteriori-Median: Welcher Wert hat die mittlere Wahrscheinlichkeit?

Tmed ~ 0.181

o Kredibilitdtsintervall: In welchem Intervall liegt @ mit Wahrscheinlichkeit
(z.B.) 0.957
HPD = [0.0644, 0.3220]

11
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Bayesianische Inferenz
Wir beobachten n Daten z;, die aus einem Zufallsprozess entstanden sind
Annahme: z; ist die Realisierung einer Zufallsvariable X;
Annahme: X; hat Verteilung F' mit Dichte f(x)

Parametrische Annahme: Die Dichte ist bekannt bis auf einen Parameter
0: f(x|0)

0 ist unbekannt und die Information iiber 6 liasst sich in Form einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung mit Dichte darstellen

Vor der Beobachtung (a priori) ist unsere Information p(0)

Durch Beobachtung erhalten wir mehr Information, ausgedriickt durch die
a posteriori-Verteilung 0|x

Sowohl z als auch 8 konnen mehrdimensional sein!

Die Dichte der Posteriori-Verteilung erhalten wir iiber die Bayes-Formel
0)-1(0)

Olp) = _L&0)-F(0)

FO12) = Frca o

Bayes-Prinzip: Alle Schliisse werden nur aus der Posteriori-Verteilung gezo-
gen

Festlegung des statistischen Modells fiir , Datendichte (Likelihood) f(x|6)
Festlegung des a priori-Wissens iiber , Priori-Dichte p(6)

Berechnung der Posteriori p(f|x) (insbesondere Normalisierungskonstante)

“Bayes-Prinzip: Alle Schliisse werden nur aus der Posteriori-Verteilung gezo-
gen” — Was machen wir nun mit der Posteriori?

Grundsitzlich: Komplette Posteriori wichtig (Darstellung bei hochdimensio-
nalem Parameter 6 aber schwierig)

Punktschéitzer (Posterior-Erwartungswert, Maximum-a-Posteriori-Schitzer,
Posteriori-Modus)

Intervallschatzer
Testen

Modellvergleich (d.h. verschiedene Annahmen fiir f(z)!)

12



3 Prioris

Fiir eindimensionale Parameter:
e subjektive Prioris
e nicht-informative Prioris
e konjugierte Prioris

Bei mehrdimensionalen Parametern benutzt man die Grundkonzepte und erweitert
sie.

3.1 Subjektive Priori

Beispiel 3.1 (Subjektive Prioris, Dupuis 1995). In einem biologischen Experiment
werden Echsen markiert und spdter nochmals eingefangen. Unbekannter Parameter
ist die Finfangwahrscheinlichkeit p;. Die Biologen nennen folgende Zahlen:
Zeitpunkt 2 3 4 5 6
Mittelwert 0.3 0.4 0.5 0.2 0.2
95% Kred.int.  [0.1,0.5] [0.2,0.6] [0.3,0.7] [0.05,0.4] [0.05,0.4]

e Subjektive Prioris basieren auf Vorwissen des Experten (oder Statistikers)
iiber die Verteilung des Parameters

e Problem: Das Vorwissen liegt selten in Form einer Dichte vor

e Fiir diskrete Parameter noch relativ einfach: Abschitzung der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten aus bisherigen Experimenten (bei Reliabilitét!)

e Ubertragung auf stetige Parameter: Histogramm

e Die Art (Form) der Priori ist oft bekannt (oder die genaue Form nicht rele-
vant), aber die Parameter der Verteilung nicht

e Dann kann man die Parameter z.B. aus dem Mittelwert und der Varianz
schitzen

e Moglichst robuste Statistiken verwenden (Median, Quantile)

e Soweit moglich Uberpriifung der Verteilung (z.B. Schiefe bei der Normalver-
teilung)

In Beispiel 3.1: Mogliche Priori: Betaverteilung; fiir 6 ~ Beta(a, b) gilt E(0) = ;45
, iiber (konsistentes) Kredibilitéitsintervall sind a und b zu ermitteln .

13



Definition 3.1. Die Entropie ist ein Maf fiir die (Shannon-)Information einer
Dichte

H(p) =—> p(6:)log(p(6:))

e Will man eine Priori mit moglichst wenig Information, so maximiert man
die Entropie beziiglich der Dichte.

e Sind Momente F(gx(X)) bekannt, dann ldsst sich eine MEP in der Form

K
PMEP = C€Xp (Z Aka(@)

k=1

finden, so dass die Momente erhalten bleiben.

Beispiel 3.2 (Maximum Entropy Priori).

3.2 Konjugierte Priori

Definition 3.2 (Konjugierte Verteilungen). Fine Familie F von Verteilungen auf
O heifit konjugiert, zu einer Dichte f(x|0), wenn fir jede Priori p(0) auf F die
Posteriori p(0|z) ebenfalls zu F gehort

Vergleiche Bsp. 2.3.
Beispiel 3.3. Normalverteilung bei bekannter Varianz.

Beispiel 3.4. Seien Xi,..., X, ~ X unabhingige Poisson-verteilte Zufallszahlen
mit unbekanntem Parameter A. Die Datendichte ist dann

T[N - _7)\2?:1% exp (—n
f(XIA)—ZHl[meXp( M| = i e (-

Wir nehmen fiir X a priori eine Gammaverteilung an:

b .
p(A):F<a))\ Lexp(—bA).
Dann ist die Posteriori-Dichte:
f(x[N)p(A)
Ax) = ——
POR) = T A
= C(X)Hexp(—n)\) o AL exp(—b))

[Ti= (i) ['(a)

= C)AETEL m) "L axp(—(b+ n)))

Das heiit, A|x ist Gammaverteilt mit Parametern a + > ; z; und b+ n.

14



Definition 3.3. Die Fxponentialfamilie ist eine Familie von Verteilungen mit
dhnlicher (“schiner”) Form

f(@]0) = h(z) exp(b(0) + v(0) - T(x))
e v(0) ist der natiirliche (kanonische) Parameter
o T'(z) ist eine suffiziente Statistik
Analoge Definition fiir mehrdimensionale 6.

Satz 3.1. Gegeben sei eine Datendichte aus der Exponentialfamilie mit natirlichem
Parameter 0

f(@]0) = h(z) exp (b(0) + 0 - T(x)).
Dann gibt es (unter Bedingungen) eine konjugierte Priori mit Dichte
p(0p, A) = C(p, A) exp (Ab(0) + 0 - )

und die Posteriori hat die aufdatierten Parameter p+ T(x) und X+ 1.

Datendichte Priori Posteriori-Parameter
Binomial Beta a+x,b+n—=x
Poisson Gamma a4+ x,b+n
Negative Binomial Beta a+> zi,b+rn
Geometrisch Beta a+n,b+> x
Multinomial Dirichlet a4+ (c1,...,cx)
Datendichte Priori Posteriori-Parameter
Normal (o2 bekannt) Normal m/s,1/s
Normal (u bekannt ) Invers Gamma a4+ 0.5-n,
b+0.5- > (m; — p)?
Log-Normal (02 bekannt) Normal m/s,1/s

Log-Normal (p bekannt ) Invers Gamma a4+ 0.5 n,
b+0.5- 3 (log(xi) — p)?
Gleich auf (0,6) Pareto max xj, k +n
Exponential Gamma a+n,b+> x;
3.3 Nichtinformative Priori

Bei subjektiven und konjugierten Prioris enthélt die Priori Information, die in die
Posteriori eingeht. Laplace benutzte nach dem Prinzip vom unzureichenden Grund

15



als Erster die Gleichverteilung fiir Félle, in denen keine Information vorliegt. Es

gilt dann Fal)p(®)
|6)p
= Trlpe)a ™0

Die Posteriori entspricht dann (bis auf die Normalisierungskonstante) der Like-
lihood. Aber:

p(0]x)

e Gleichverteilung auf (—oo, +00) ist keine (propere) Verteilung
e Die Gleichverteilung ist nicht invariant gegeniiber Reparametrisierungen

Beispiel 3.5. Sei p ein unbekannter Wahrscheinlichkeitsparameter mit Gleich-

verteilung auf [0, 1] als Priori. Dann hat die Priori des odds p = % die Dichte
p(p) = 1 +1p2. Dies ergibt sich direkt aus dem Transformationssatz fir Dichten.

2
\\ + Gleichverteilung auf p
2 \ + Gleichverteilung auf rho
\
L2 o
S o
2
=
o =
a < |
o T
o

Sei f(X16) die (zweimal differenzierbare) Dichte der Zufallsvariable X gegeben
dem (skalaren) Parameter 6.

Definition 3.4 (Beobachtete Information).

2
110 = - (M)

Die beobachtete Information beschreibt, wieviel Information iiber den Para-
meter in der Stichprobe vorliegt.

Definition 3.5 (Fisher-Information).

do

<dlog(f(X!9))>2]



Die Fisher-Information beschreibt, wieviel Information iiber den Parameter

A~

man in der Stichprobe erwarten kann. Fiir erwartungstreue Schitzer gilt Var(6) >
I(0)~! (Cramer-Rao-Schranke).

Satz 3.2. Jeffreys Priori mit der Dichte
p(0) o I'V/2(0)
st invariant gegeniiber Reparametrisierungen.

Beweis: Sei ¢(0) eine Reparametrisierung des Parameters 6. Dann ist die Dichte
von ¢ nach dem Transformationssatz fiir Dichten:

do
de

x |- _(dlog%m»)?] (;z(i)

_ | (dlog(f(XH)) de>2'

bo) = 1l0)]

o do

~ dlog(£(X10(¢)))\ ]
- E( a5 >

=VI1(9)

Bernardo (1979) schligt vor: Falls 6 = (01,62), 01 ist der interessierende Pa-
rameter und 0y ist nuisance, berechne Jeffreys Priori fiir feste 6;1: p(f2]01) und
benutze

Flalon) = [ (a161,62)p02181) a0,
um Jeffreys Priori fiir ; zu erhalten. Die Dichte der gemeinsame Priori ist dann
p(01,02) = p(62(61)p(61).

Die Referenz-Priori ist die am wenigsten informative Priori, d.h. sie maximimiert
den Informationsgewinn durch die Beobachtung.

e Die nichtinformative Priori kann auch die konjugierte sein

e Viele flache (nichtinformative) Prioris sind nicht proper ([ p(f) = o). Dies
ist unproblematisch, solange die Posteriori proper ist (Bsp. 3.6)

e Gerne benutzt man auch "relativ”flache Prioris, z.B. § ~ N (0, 102)
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e Fiir konjugierte und subjektive Prioris empfiehlt sich eine Sensitivitdtsanalyse

Beispiel 3.6 (Binomialverteilung mit Betapriori).

| + Bayes |
| + Jeffreys f
\ Haldane /

00 05 10 15 20 25 3.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3.4 Regularisierungspriori

Oft setzt man Prioris bewusst ein, um den Parameterraum (stochastisch) zu ver-
kleinern. Beispiele:

e A Priori sind Parameter identisch
e Regression mit mehr Kovariablen als Beobachtungen — Variablenselektion
e "Glatte” zeitliche oder rdumliche Trends

Beispiel 3.7. Gegeben seien Beobachtungen einer normalverteilten Zufallsvaria-
blen X an zwei Zeitpunkten mit Erwartungswert i und po. Varianz o® sei bekannt.
A priori gehen wir davon aus, dass p1 und pe gleich sind. Mdgliche Prioris:

o 1~ N(po,72), pz ~ N(po, 7%)
o p1~ N(ug, %)
identisch zu: ps ~ N(p1,72)
identisch zu: (1 — pe) ~ N(0,72)
o (w1 — p2) ~vdy+ (1 —v)N(0,72) (Spike and Slab)
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alternativ: (1 — p2) ~ vN(0,72) + (1 — v)N(0,72) mit 7 sehr grof

Gegeben sei ein lineares Regressionsmodell mit Zielvariable y und P Kovaria-
blen Lly-..,Xp:

P
vi=Po+ > Bpip

p=1
e Ridge-Priori: 8, ~ N(0,72)

e Lasso-Priori: 8| ~ Laplace identisch mit: Bpng ~ N(0, 75),73 ~ Exp())

Zusammenhang mit penalisierter Likelihood

e Bayesianische Regularisierung hat Ahnlichkeiten zum frequentistischen An-
satz der Penalisierung.

e Penalisierte Log-Likelihood: £pen(0) = £(0|x) + pen(6)
e Log-Posteriori: log(p(0|z) = log(f(0|z)) + log(p(0)) + C

e Regularisierte Bayes-Ansétze und penalisierte Log-Likelihood ergeben iden-
tische Punktschétzer (mit MAP)

e Penalisierte Log-Likelihood-Ansétze fehlen asymptotische Aussagen, damit
keine theoretisch gut fundierten Intervallschétzer und Tests

e Bayesianischer Ridge und Bayesianischer Lasso selektieren keine Variablen
wegen Model Averaging

4 Bayesianisches Schitzen und Testen

4.1 Punktschitzer

Definition 4.1 (MAP-Schitzer). Der Maximum-A-Posteriori-Schdtzer (oder
Posteriori-Modus) ist derjenige Wert, der die Posteriori mazimiert.

Orap = argmaz p(flz)

o Fiir flache Prioris (p(#) o< const.) entspricht der MAP-Schétzer dem Maximum-
Likelihood-Schétzer

e Fiir andere Prioris entspricht der MAP-Schéitzer einen penalisierten ML-
Schétzer oder eines restringierten ML-Schétzers
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e Eigenschaften des (P-)ML-Schétzers gelten auch fiir den MAP-Schitzer

Beispiel 4.1 (Schétzer im Beta-Binomial-Modell).

Definition 4.2 (Posteriori-Erwartungswert). Der erwartete Wert des Parameters

gegeben der Beobachtung R
Opp = E(0|x)

ist der Posteriori- Erwartungswert-Schdtzer.

e Der Posteriori-Erwartungswert ergibt sich aus der Bayesianischen Entschei-
dungstheorie, falls man die (iibliche) quadratische Verlustfunktion benutzt
(siehe dort)

e Optimalitdtseigenschaften dort

e Fiir konjugierte Prioris kann der Posteriori-Erwartungswert i.d.R. einfach
durch Aufdatierung berechnet werden

Fortsetzung Bsp. 4.1

Definition 4.3 (Posteriori-Median). Der Median der Posteriori-Verteilung des
Parameters gegeben der Beobachtung

A~

Omeqd = Median(0|x)
ist der Posteriori-Median-Schdtzer.

e Frgibt sich aus der Bayesianischen Entscheidungstheorie, falls man die ab-
solute Verlustfunktion benutzt

e Robuster gegeniiber Ausreiflern

Fortsetzung Bsp. 4.1

Vergleich der Punktschétzer
e Der Posteriori-Erwartungswert ist nicht unbedingt unverzerrt

e MAP und PE sind nicht invariant beziiglich streng monotoner Transforma-
tionen

e Fiir (fast) symmetrische Posterioris sind 0 MAP, 0 pg und émed (fast) identisch
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4.2 Intervallschitzer

Aus der Posteriori-Verteilung ldsst sich ein Intervall [0y, 6,] bestimmen, das den
Parameter # mit Wahrscheinlichkeit (1 — «) enthélt.

Definition 4.4. Ein Intervall I = [0,,0,)], fir das gilt

o
/ p(0|z)dd =1 — «
Ou

nennt man (1 — a)-Kredibilitidtsintervall.
Kredibilitdatsintervalle sind nicht eindeutig.

Definition 4.5. FEin (1 — «)-Kredibilititsintervall H heisst Highest Posteriori
Density Interval (HPD-Intervall), wenn fir alle 0 € H und alle 6* ¢ H gilt:

p(0]z) > p(6*|z)

Beispiel 4.2 (Kredibilitdtsintervalle Betabinomialmodell).

Beta-Binomial-Modell, n=10, x=3

0 ® HPD: [0.0745,0.5795]
N @ Zentral: [0.0996,0.6098]
e |
N
5
= 0
Q Al
17}
o
o
e |
-
|
o
o L
o
I I

I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p

Sei [a, b] ein Bayesianischer a%-Intervallschétzer fiir . Dann gilt:

Die Wahrscheinlichkeit, dass 6 zwischen a und b liegt, ist a%.
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Vergleiche dazu Interpretation des frequentistischen Konfidenzintervalls:

Das Konfidenzintervall schlief§t bei unendlicher Wiederholung des Zu-
fallsexperiments in % der Fille den wahren Parameters ein.

Beide Aussagen gelten natiirlich gegeben den beobachteten Daten.

e (1—«) HPD-Bereiche haben minimale Lange unter allen (1—a«)-Kredibilitétsintervallen
o HPD-Bereiche miissen keine Intervalle sein

e HPD-Bereiche sind nicht invariant gegeniiber streng monotonen Transfor-
mationen

e Gleichendige Intervalle (Posteriori-Quantile) sind invariant gegeniiber streng
monotonen Transformationen

e Bei konjugierten Prioris lassen sich Intervalle relativ einfach iiber Posteriori-
Varianz bzw. -Standardabweichung berechnen

e Uber die Dualitét von Intervallschitzern und Tests lisst sich mit Bayesiani-
schen Intervallen auch testen

4.3 Optimalitit der Schitzer®

Im Folgenden formulieren wir ”Schétzen eines Parameters” als Entscheidungspro-
blem. Ziel ist es, den optimalen (Punkt- bzw. Intervall-)Schétzer zu finden.

Ziel der Entscheidungstheorie ist es,die optimale Entscheidung zu finden. Dafiir
definieren wir

Definition 4.6 (Entscheidungsfunktion). Eine Entscheidungsfunktion ist eine Ab-
bildung vom Stichprobenraum X in den Entscheidungsraum D

d: X — D;x v d(zx)
Oft ist D = ©.

Definition 4.7 (Verlustfunktion — loss function). Die Verlustfunktion ordnet jeder
Entscheidung einen Verlust zu

L:Dx0 —R;(d,0)— L(d,0)

Beispiel 4.3 (Sankt Petersburg Paradoxon®).
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Beispiel 4.4 (Schétzen als Entscheidungsraum). Sei X KX~ N(p,0?) mit

o2 bekannt und @ = p zu schitzen. Der Entscheidungsraum D ist der Raum der
méglichen Schitzungen d = fi € R. Ublich ist die quadratische Verlustfunktion
L(d(x), ) = (d(z)—p)?. Robuster ist der absolute Verlust L(d(z)—u) = |d(z)— pl.

Problem der statistischen Entscheidungstheorie: Der Verlust hingt von der
zufilligen Beobachtung x und vom unbekannten Parameter 6. Frequentistischer
Ansatz: Wir betrachten den erwarteten (mittleren) Verlust

Definition 4.8 (Risiko). Die Risikofunktion ist der mittlere Verlust bei Entschei-
dungsfunktion d fiir einen wahren Parameter 0

R(d,0) = E[L(d(X),0)] = /X L(d(z),0)f(x|0)dz

Das Risiko ist abhéngig vom unbekannten Parameter 6. Losungsansétze:

e Beschriinkung auf zuléssige Entscheidungen. d ist zuldssig, wenn es kein
d* gibt, fiir das gilt R(d*,0) < R(d,0) fiir alle 6

e Minimax-Entscheidung: Suche die Entscheidung, die das Maximum der
Risikofunktion minimiert

Beispiel 4.5 (*).

R(d,8)

— R(d,.0)
- R(d.8)
R(d-. 8)

T T T

]

Bayesianischer Ansatz: Betrachte den a posteriori erwarteten Verlust

Definition 4.9. Der a posteriori erwartete Verlust ist
r(d.pla) = BL(X).0)la] = [ L(d@).0)p(0]a)0
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Es gilt:

r(d, plz) = B [R(d,0)] = /@ /X L(d(x),0) f (x]0)dx p(6)do

Definition 4.10. Fir eine Verlustfunktion L und eine Priori-Verteilung p ist
jede Entscheidung d*, welche das den a posteriori erwarteten Verlust r(d, p|x) mi-
nimiert Bayes-optimal. Der Wert r*(p) = r(d*, p|x) heifit dann Bayes-Risiko.

Satz 4.1. FEine Entscheidung d* ist genau dann Bayes-optimal, wenn d* fiir jede
Beobachtung x € X den a posteriori erwarteten Verlust minimiert.

e Bayes-optimale Entscheidungen sind immer im frequentistischen Sinn zuléssig
e Das Bayes-Risiko ist immer kleiner gleich dem Minimax-Risiko

e Wenn dj eine Bayesoptimale Entscheidung ist und R(d,6) < r*(po) fiir al-
le 0 im Trager von pg, dann ist dy die Minimax-Entscheidung und pg die
ungiinstigste Prioriverteilung

Fiir das statistische Entscheidungsproblem d = 0 gilt

e Bei quadratischer Verlustfunktion ist der Posteriori-Erwartungswert Bayes-
optimal

e Bei absoluter Verlustfunktion ist der Posteriori-Median Bayes-optimal
e Bei 0/1-Verlustfunktion ist (fiir € — 0) der Posteriori-Modus Bayes-optimal

e Bei 0/1-Verlustfunktion und flacher Priori (p(f) oc 1) ist der ML-Schétzer
Bayes-optimal
1, falls|d — 6| >,

Le(d, 0) = { 0, falls|d— 6] < e.

4.4 Bayes-Tests*
Gegeben sei eine Nullhypothese

Hy:0 €0
und fiir einen Test ¢ die ap—a;-gewichtete 0/1-Verlustfunktion

0 fiir ¢ = Io,(0)
L(#|¢p) =< ao fiir § € ©g und ¢ =0
a; firf g€ Ogund ¢p =1
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Dann ist der Bayestest (mit der Priori p)

ap+ai

4ol :{ 1 fir P(6 € Oplz) > -4

0 sonst

Der Bayestest héingt von der Priori, den Daten und vom Akzeptanzlevel a;/(ag +
CL1) ab.

e Problematisch sind zweiseitige Tests bei reelwertigen Parametern, also Hy :

6 = 6.
e In der Regel ist P(6y) = 0 und damit auch P(6y|z) = 0.

e Hier ist also eine modifizierte Priori notwendig, die zusétzliche Dirac-Masse
auf die Nullhypothese legt.

e Dies kann jedoch zu anderen Problemen fiithren (Lindley’s Paradoxon)

Praxis-Ansatz: Benutze die Dualitéit von Tests und Intervallen wie im Frequen-
tistischen. Betrachte also die Frage: Liegt 6y im Kredibilitatsintervall?

Beispiel 4.6 (Testen als Entscheidungsproblem). Seix ~ N(u,0?), i~ N(uo,13),
o2 bekannt und Hy : u < 0. Die Posteriori ist i ~ N(jipg, v?) mit

. B o+ o + Vg:p 2 O'QV(%
prE = o2+ T o2+
Damit ist
K —[pPE _ —[PE ipPE
P(H0|x):P(u<0]:v):p< 7 <3 ) :<I><—V2>

Also, akzeptiere Hy, falls ipg < —zal/(aOJral)Vz.

In einer Stadt wurden n = 98.451 Babys geboren, davon k = 49.581 Jungen und
n—k = 48.870 Méadchen. Testen Sie die Nullhypothese Hy: ” Die Wahrscheinlichkeit
dass ein Neugeborenes ein Junge ist, ist p = 0.5.”

Frequentistischer Ansatz: Die Binomialverteilung kann iiber die Normalvertei-
lung approximiert werden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtung
unter der Nullhypothese:

P(X > x| p=np) (u—np)))du

Y (e

0.0117.

Q
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Wir lehnen die Nullhypothese auf dem 5%-Niveau ab.
Bayesianischer Ansatz: Ohne weitere Information ist die P(Hy) = P(H;) = 0.5.
Uns interessiert die Posteriori-Wahrscheinlichkeit von Hy:

P(k | Ho)m(Ho)
(k| Hy)m(Hg) + P(k | H)7(Hy)

P(Hy | k) = Iz
Es gilt:
P(k | Hy) = (Z) (p)*(1 —p)"* ~1.95 x 1074

1
Pk|H) = / <Z>pk(1 —p)"Fdp~1.02 x 1075
0

Einsetzen ergibt: P(Hy | k) =~ 0.95, wir bevorzugen also die Nullhypothese.
Woher kommen die Unterschiede?

e Der frequentistische Ansatz basiert nur auf der Nullhypothese Hy.

e Der Bayesianische Ansatz beriicksichtigt die Gegenhypothese Hi, mit ziem-
lich hohen Priori-Wahrscheinlichkeiten fiir relativ unwahrscheinliches Fille.

e Die Priori hat hier die Form einer Mischung aus einer Dirac-Verteilung auf
0.5 und einer Gleich-Verteilung auf [0,1]. D.h. unter H; wird hier eine weitere
Priori-Verteilung fiir p verwendet.

e Mit einer uninformativen Priori kommt der Bayesianische Ansatz zum selben
Ergebnis wie der frequentistische.

5 Bayesianische Modellierung

5.1 Normalverteilungsmodel

Gegeben seien n unabhingig normalverteilte Beobachtungen
X;~N(p,0%),i=1,...,n.

Die gemeinsame Datendichte lautet

floy = TJ(f(xil0)
1 " 1 &
- () = ()
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o2 bekannt Konjugierte Priori y1 ~ N(po,02). Damit ist die Posteriori
,U,|($]_,...,$n) ~ N(m/svl/s)

n
110 T
m = 724_2’0721@
og o
1+n
s = —+—
O'g o2

Jeffreys Priori: p(u1) o const. entspricht o — oo.

p bekannt Konjugierte Priori: 02 ~ IG(a,b) fithrt zur Posteriori

n
o?|(x1,...,2,) ~ IG (a +n/2,b+ 0.52 (z; — u)2>
i=1
Jeffreys Priori p(0?) oc 0! entspricht "1G(0,0)”.
Alternativ ldsst sich die Inferenz fiir die Prazision gleich Inverse der Varianz

betreiben:

=02

Die konjugierte Priori ist dann die Gamma-Verteilung
ba
p(T) = (@) % Lexp —br.

Die Posteriori lautet

n

p(r]z) o< 72 exp (—7/2 Z(m — u)2> 79 Lexp(—br),

i=1
ist also die Ga(a +n/2,b+ 0.5, (v; — p)?)-Verteilung.
Zwei unbekannte Parameter Bei jeweils einem unbekanntem Parameter
und unter Benutzung der konjugierten Verteilung kennen wir die Posteriori vollstdndig.
Im Folgenden seien beide Parameter (¢ und 7) unbekannt.

Wir wollen die selben Prioris wie oben benutzen und gehen von a priori-
Unabhéngigkeit der Parameter aus:

p(p, ) = p(p) - p(7)

Die Posteriori lautet bis auf Konstanten:

p(p,7lz) o exp (—70/2(1 — po)?)

/2 exp <7’/2 Z(SE — ,u)2> Lol exp(—b7)

=1
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Wir betrachten die bedingte Posteriori eines Parameters, z.B. p(u|7, ). Nach
der Definition der bedingten Dichte gilt

p(p, 7|x)

e o< p(p, T|)

p(,u"l’, T ) =
Hier also: Die bedingte Posteriori-Dichte von u gegeben 7 ist die Normalverteilung.
Das ergibt sich automatisch aus dem Normalverteilungsmodell mit bekannter Va-
rianz!
Die bedingte Posteriori hilft uns aber nicht weiter, weil wir den Parameter 7
nicht kennen.

Definition 5.1. (Volistindig bedingte Posterior) Sei = (61, . ..0p). Als vollstindig
bedingte Posteriori (”full conditional posterior”) bezeichnen wir die Verteilung ei-
nes Parameters 0; gegeben allen anderen Parametern 60_; und den Daten x. Es
qilt:

p(0;10—;, z) x p(0]x).

Definition 5.2. (Semikonjugierte Priori) Eine Familie F von Verteilungen auf
O heifit semikonjugiert wenn fir jede Priori p(8) auf F die vollstindig bedingte
Posteriori p(0;|0_;,x) ebenfalls zu F gehdort.

Wir betrachten die marginale Posteriori eine Parameters, also z.B. p(7|z). Diese
erhalten wir durch marginalisieren der gemeinsamen Posteriori

p(rlo) = [ bl vle)d
Alternativ kann man folgende Formel ausnutzen

p(p, 7|)

P(rle) = Dlalm )

Interessiert uns in mehrparametrischen Modellen nur ein Parameter, so ziehen
wir die Schliisse aus der marginalen Posteriori (”Model averaging”).
Im Normalverteilungsmodell gilt:

o TIx ~ Ga

o plx~t
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5.2 Regression

Lineare Regression Ubliches Lineares Regressionsmodell:

i = a+pBrite
E(e) = 0
Var(e) = o?
Cov(e;,e5) = 0

Bayesianisches lineares Regressionsmodell

yi ~ N(a+ Bzi,0%)
a ~ N(mg, Ui)
B~ N(mﬁa U%)

Bei festem o2 sind dies die konjugierten Prioris. Wir kennen allerdings o2 in der
Regel nicht. Wir nehmen zusétzlich an:

0% ~ IG(a,b)

Generalisierte Lineare Regression Das Modell lisst sich relativ einfach
auf beliebige Verteilungen verallgemeinern, z.B. ein Poisson-Modell
yi ~ Po(\)
log(\i)) = a+ fx;
a ~ N(mg,v2)
g~ N(m,57 1)[23)

Die (vollstindig bedingten) Posterioris sind jedoch keine Standardverteilungen
mehr.

Multivariate Regression

yi ~ N(x;8,0%) (2)
o? ~ IG(a,b) (3)
B ~ N(uo,Ay") (4)

29



p(B,0%ly) o [f(ylB,o*)p(B)p(c?)
x (6%) 2 exp (— !

202
|Ao|"/? exp <—;(ﬂ — o) " Ao (B — uo))

(0_2)—(a0+1) exp <_s(;>

(y—X@Wy—X@>

p310%, ) x xp (~ 39T XTX + M)+ (%X + i Aa)B)

Damit

Blo*,y,x ~ N(pn,0’A7") (5)
02|,8,y,x ~ IG(ay,by,) (6)
pn = (02XTX + Ag) " (Aopo + o’y TXB) (7)
A, = (@®XTX + Ay) (8)

n
an = a0+ 9)

1
bn = bO + §(yTy + NEAOMO - “EAnNn) (10>

Uber die Kovarianz- oder die Priizisionsmatrix lassen sich Korrelationen zwi-
schen den Kovariableneffekten modellieren. Z.B. ein zeitlich geglatterer Trend.

Beispiel 5.1 (Random Walk Priori). Gegeben sei eine Zeitreihe yy mitt =1,...,T.
Wir wollen die Zeitreihe glitten. Sei X = I, dann ist obiges Modell gleich

Yy =Pr+e firt=1,...,T
Als Priori fiir 8 nehmen wir einen ”Random Walk”:

ﬁl ~ N(O’Tg)
/Bt ~ N(/Bt—l)TZ)

Der Parameter T steuert die Glattheit der Zeitreihe (.
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Es ldsst sich zeigen (mit 79 — 00):

1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
A 9 O -1 2 -1 0 0
=T
o -1 2 -1
0 -1 1
3 2
e o e o
% =] % =
g £ -
s © s ©
—_ ’ = [
T T T T T
0 500 1000 1500 2000
Year
O = g « |
“c [=] "‘_ (=]
® ®
D B
g = g =
L 2 77
T T T T T Ll T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
Year Year

5.3 Hierarchische Modellierung
Level 1: Datenmodell, Definition der Likelihood
Level 2: Priori-Modell der unbekannten Parameter

Level 3: (Hyper-)Prioris der Prioriparameter in Level 2

Kann an sich beliebig erweitert werden, i.d.R. reichen aber drei Level. Inferenz
tiblicherweise mit MCMC.

Beispiel 5.2 (Réumliches APC-Modell). Anzahl mdinnliche Magenkrebstote in
Westdeutschland
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e Jahre 1976 - 1990
e 13 Altersgruppen a 5 Jahre (15-19 bis 85-89)
o (Geburtskohorten von 1896-1975

o 30 Regierungsbezirke

Yijt  ~  B(nijt, mije) (11)

logit(ﬂjtl) = & (12)
5.

= M+9j+¢t+wk+al+|:5‘;ll:|+zjtl (13)

e . Intercept (1 Parameter)

e 0;: Effekt der Altersgruppe j (15 Parameter)

o ¢;: Effekt der Periode ¢ (13 Parameter)

o ;. Effekt der Kohorte k = k(j,t) (75 Parameter)

o o;: Réumlicher Effekt [ (30 Parameter)

o 0y Interaktion zwischen Perioden- und rdumlichen Effekt (390 Parameter)

e zjy: zufilliger Effekt (Uberdispersion, 5850 Parameter)
e Random Walk Priori fir APC-Effekte mit Glattungsparameter (Préizision)

o 2D-Random-Walk (Gauss-Markovzufallsfeld) fiir raumlichen Effekt mit Glattungsparameter

e Interaktion: Unabhingiger Random Walk pro Region oder 3D-GMZF mit
Glattungsparameter

e iid normalverteilter zufélliger Effekt mit unbekannter Varianz/Prézision

Alle Prioris haben die Form

p(0|k) x exp (—g OTKQH) (14)

Gamma-Prioris auf alle Prézisionsparameter. Hyperprioriparameter kénnen
Ergebnis beeinflulen — Sensitivitidtsanalyse.
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e Sehr komplexe Posteriori
e Marginale Posterioris nicht geschlossen herleitbar

e Bedingte Posterioris leicht anzugeben und (mit Trick) Standardverteilungen

054 074

1905 1915 1925 1935 1945 1955 1965 1975

Type ll

0.4

0.3 ‘

[e=3
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5.4 Empirischer Bayes™*

e Bei den hierarchischen Modellen kann die Posteriori in der Regel nicht kom-
plett geschlossen angegeben werden.

e Die vollstdndig bedingten Dichten sind aber meist bekannt.
e Idee des Empirischen Bayes-Schétzers:

— Schétze die unbekannten Priori-Parameter aus der marginalen Poste-
riori (marginale Posteriori, Level 3)

— Setze die Schitzer in die vollsténdig bedingte Posteriori der restlichen
Parameter (Level 2, Plug-In-Schitzer)

Beispiel 5.3 (Lippenkrebs in Schottland).

7

95 % equi-tailed T
credible intervals for Scottish
lip cancer incidence rates A;
(i=1,...,56), calculated
with an empirical Bayes 5 _
approach. The dotted line
marks the MLE
Gy /Py = 1.4240 of the
prior mean. Open circles
denote the posterior mean
estimates of A;, while filled
circles denote the MLEs
Xi / e;.

6 -

Relative risk

6 Numerische Verfahren zur Bestimmung der
Posteriori

Problem: Um die marginale Posteriori zu bestimmen, miissen wir alle anderen
Parameter heraus integrieren. In hochdimensionalen Modellen wird das analytisch
kaum moglich sein. Losungsansétze:

e Numerische Integration
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e Approximation der (marginalen) Posteriori

e Simulationsverfahren

6.1 Numerische Integration™®

Die Trapezregel basiert auf stiickweiser Integration

b G-l raigy
/ sla)ie =3 / g(z)dx

mit Knoten zg = a < 21 < -+ < g = b. Approximation der Teilintegrale durch

Flidche des Trapezes in einem Intervall:
1
5 (@ir1 = zi)(g(@i) + g(xi + 1))

Mit Intervallbreite h = (x;41 — ;) ist

b 1 = 1
/ g(z)dx ~ h (29(0) + Y glar) + 2g(b)>

=1

e Wahl von m + 1 dqudistanten Stiitzstellen z;0 = z; < 21 < -+ < Tjmy1 =
x;y1 in jedem Intervall [z, ;1]

Berechnung der Funktionswerte g(z; ;

Interpolation der m +1 Punkte (z; ;, g(z; ;)) durch ein Polynom p;(z;;) vom
Grad m

Integration des Ndherungspolynoms
Tip1 Ti41 m
T, = / g(z)dx ~ / pi(x)dx = Zwijg(xij)
T T 5=0

Simpson-Regel: m = 2, x;1 = (x; + xi41)/2

/g%+1 f(z)dx = w (f(@e) +4F (@i + zi41/2) + f(zit1))

Durch Newton-Cotes werden Polynome vom Grad < m fiir ungerade m und vom
Grad < m + 1 fiir gerade m exakt integriert. Sonst héngt der Integrationsfehler
von der (m + 1)-ten Ableitung ¢'(x) ab.

Adaptive Wahl der Knoten:

35



e Starte mit wenigen Knoten zur ersten Bestimmung des Integrale

e EKinfiigen von Zwischenknoten; Bereiche in denen sich die Integralschétzung
dndert weiter zerlegen.

R-Funktionen im Package cubature:integrate, adaptIntegrate.

e Integrationsbereich muss beschriankt sein (Ausweg: abschneiden, Transfor-
mation

e Singularitéiten
e Hochdimensionale Funktionen

e iibliche numerische Probleme

6.2 Laplace-Approximation
Gesucht ist das Integral

o0
/ exp(—nh(zx))dz,
—0o0

wobei h(z) eine konvexe, zweimal differenzierbare Funktion ist, die ihr Minimum
an der Stelle x = & hat (bzw. exp(—nh(x)) ihr Maximum). Es gilt: A/(Z) =
0,h"(Z) > 0. Taylorentwicklung von h(z) um & ergibt

h(x)

Q

h@) + 1 (3)(z — 3) + %h”(fc)(:c a2

— R+ %h”(:ﬁ)(w 52

Definition 6.1. Die Laplace-Approximation ist definiert als

/ " exp(—nh(@))dz ~ exp(—nh(#))

h - /_ Z exp <—;nh”(a~c)(:p _ @)2) do

2T
nh'(Z)

= exp(—nh(Z))
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Der relative Fehler der Laplace-Approximation ist O(%)
Berechnung des Posteriori-Erwartungswerts von ¢(6)

E(g(flz) = /@ 4(0)p(6]x)d6 (15)
B (+10)0(0)

_ /g(@)f@ TELE ot (16)
Jo9(0) ac]9 ( )do

o f(z]0)p(0)dd (17)

erfordert die Berechnung des Quotienten zweier &hnlicher Integrale.
Mit
—nh(f) = log f(z]0) + logp(0)
—ng(0) = logg(0) + log f(z[f) + log p(0)
ist
J exp(—nq(6))db)
[ exp(—nh(0))do)

Seien § und 0 die Minimumstellen von k() und ¢(). Dann ist

E(g(0)]x) =

h”(é)
q//(é)

Die Laplace-Approximation fiir F(g(#)|r) hat einen relativen Fehler von O(1/n?).

E(g(0)|x) ~ exp (~n(a(@) = n(0))) .

Beispiel 6.1 (Laplace-Approximation fiir das Poisson-Gamma-Modell). Simulier-
te Daten mit A = 25 und Jeffreys-Priori:

n | Posterior-Erwartungswert Approximation | absoluter Fehler
1 27.500 25.703 1.79745
2 28.750 27.801 0.94933
3 30.167 29.522 0.64487
5 26.300 25.909 0.39092
10 25.450 25.252 0.19763
25 25.700 25.620 0.07962
50 25.950 25.910 0.03991
100 26.175 26.155 0.01998

Im mehrdimensionalen wird die zweite Ableitung durch die Hesse-Matrix Hj, =

92
gx%ii . ersetzt. Taylorentwicklung:

hz) ~ h(z) + %(a: &) Hy(x — 7)



Sei
I= /exp —nh(x)dz

und & die Minimalstelle von h(x).

Definition 6.2. Die Laplace-Approximation von I ist gegeben als

2 P/2 5
1 ()7 2 e (-una)

Setze

—nh(0) = logp(x|0) + logp(O)
—nq(0) = logg(0) + logp(x|0) + logp(6)

und @ die Minimalstelle von /() und @ die Minimalstelle von ¢(6), dann ist die
Laplace-Approximation des Erwartungswerts von g(6) gegeben als

E(9(6)) ~ \/? exp (= ((6) — 1(0)))

6.3 Monte-Carlo-Integration
Ya

=L
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Definition 6.3 (Monte-Carlo-Integration). Sei f(z) > 0 eine beliebige stetige

Funktion mit bekanntem Wertebereich [0,Y]. f; f(x)dx kann wie dann folgt appro-
ximiert werden.

e Ziehe n gleichverteilte Zufallszahlen = aus |a, b]
e Ziehe unabhdngig davon n gleichverteilte Zufallszahlen y aus [0,Y]

e Berechne den Anteil h der Punkte (z;,v;), die unterhalb der Funktion f
liegen

o [, f(@)dz ~ h(b—a)Y

Ist p(z) eine Dichte, so kénnen Integrale der Form

mit einer Stichprobe 1, ..., x,, aus p(x) durch den Stichprobenmittelwert
1 m
Im = m Zl g (z:)
1=

approximiert werden. Aus dem starken Gesetz der grossen Zahlen folgt
1 m
lim - Z;g(xl) — /g(m)p(a})dx.
1=

Die Varianz des Monte-Carlo-Schétzers gy, ist gegeben durch

Var(gm) = - [ (9(X) = Blg(a)))* pla)de = - Var().

Der Approximationsfehler verringert sich mit steigendem m. Es folgt sogar aus
dem zentralen Grenzwertsatz

Vm (gm — E(g(x))) ~ N(0, Var(g)).
Schétzer fur Var(gn) ist

— 1

Var(gm) = —— Z (9(zi) — gm)2

Zur Monte-Carlo-Schéitzung muss aus der Posteriori gezogen werden. Metho-
den:
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e Inversion
e Acception-Rejection
e Markov-Ketten (siehe Abschnitt 7)

Gegeben sei die Verteilungsfunktion F'(z) einer Zufallsvariablen X. Sei u ~
UJ0,1]. Dann ist
Y =F Yu)=inf{y: F(y) > u} ~ X

Ziel: Wir wollen aus einer Dichtefunktion f(x) ziehen. Gegeben sei eine Dich-
tefunktion g(z), nach der wir problemlos Zufallszahlen zichen konnen. Es existiere
ein ¢, so dass

cg(z) = f(2)

fiir alle z mit f(z) > 0. Dann koénnen Zufallszahlen gem#8 f(x) wie folgt gezogen
werden:

e ziehe Z gemiB g(z)

f(z)

e akzeptiere Z mit Wahrscheinlichkeit S

Gegeben sei eine untere Schranke s(z) < f(z). Fiir u Ziehung aus U[0, 1] ak-
zeptiere Z

o wenn u <

o wenn u <
cg(z)

Der zweite Schritt kann ausgelassen werden, wenn bereits im ersten Schritt akzep-
tiert wurde.
Der Posteriori-Erwartungswert von g() ist gegeben durch

Epout (9(0)|2) = / 9(0)p(0]2)
p(@) dG _ Epriori (Q(H)f(5'3|9))
0 |

_ /g<9>f<x|e>
f(x]@)p( ) Epm’om’ (f(l’ 0))

Mit i.i.d.-Ziehungen 64, ..., 0, aus der Priori-Verteilung gilt

o5 Doim 9(0:) f (216:)
% >oiny f(x]0:)

E(g(0)]x) ~
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Effizienteres Verfahren: Ziehe aus einer Importance Dichte g, die etwa der Pos-
teriori entspricht.

9(0)p(6]z)
q(0)

Mit Ziehungen 61, ...,0,, gemif ¢ gilt

1~ p(bile)

E(g()) = [

a(6)d0 = E, (QWWI@)

q(0)

wobei Z C(I%Lx) die Importancegewichte sind.

Die Berechnung des Importanceschétzers benéttigt die normierte Posteriori-
dichte. Die Normierungskonstante kann zuvor ebenfalls mit Importance Sampling
geschéitzt werden.

Die Varianz des Schétzers ist

Var(ans) = Lvar, (2020))

q(0)

7 Markov Chain Monte Carlo

Idee: Erzeuge Ziehungen aus der Posteriori-Verteilung und approximiere daraus
Statistiken der Posteriori-Verteilung

e Posteriori-Erwartungswert durch den Mittelwert
e Posteriori-Median iiber Median der Stichprobe
e Quantile der Posteriori-Verteilung iiber Quantile der Stichprobe

e HPD-Intervalle als kiirzeste Intervalle, die 100(1 — «)% der Stichprobe ent-
halten

e Idee: Erzeuge eine Markovkette, deren stationire Verteilung die Posteriori-
verteilung ist

e Ziehungen sind voneinander abhéngig

e Funktioniert fiir komplexe und hochdimensionale Probleme
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7.1

Markovketten*

Definition 7.1 (Markoveigenschaft). Fin zeitdiskreter stochastischer Prozess Y =
{Y;,t € No} mit abzdhlbarem Zustandsraum S heisst Markov-Kette, wenn

PY; =klYo=jo.Y1=0J1,.... Vi1 =ji—1) = P(Yy = k|Yie1 = ji1)

fir alle t > 0 und fiir alle k, jo,...,jt—1 € S.

P(Y; = k|Y;_1 = j) heisst Ubergangswahrscheinlichkeit
die Markovkette ist homogen, wenn P(Y; = k|Y;—1 = j) nicht von ¢ abhéngt

pjk = P(Yy = k|Y;—1 = j) = P(Y1 = k[Y = j)
Die Matrix P = (p;i) heisst Ubergangsmatrix

Eine Markovkette heifit irreduzibel, falls fiir alle j, k € S eine positive Zahl
1 <t < 0o existiert, so dass

P(Y: = k[Yo = j) >0,

also jeder Zustand k von jedem Zustand j in endlicher Zeit erreicht werden
kann

Die Periode eines Zustands k ist der grofite gemeinsame Teiler der Zeitpunkte
n, zu denen eine Riickkehr moglich ist

Falls alle Zustdnde einer Markov-Kette die Periode 1 haben, ist die Kette
aperiodisch

Die Wahrscheinlchkeit dafiir, dass eine in k startende homogene Markov-
Kette irgendwann wieder nach k zuriickkehrt heifit Riickkehrwahrscheinlichkeit

fkk:ZP(Y;t:k?thl Fk,....Y1 #£k[Yo=k)
t=1

der Zustand k heisst rekurrent, wenn frp =1
die Riickkehrzeit (Rekurrenzzeit) des Zustandes k ist

Tir =min(t > 1:Y; = k|Yy = k)

ein rekurrenter Zustand ist positive rekurrent, wenn F(Tx) < oo, und null-
rekurrent, wenn F(Tjx) nicht existiert.
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Fine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 heisst invariante Verteilung der
homogenen Markovkette Y; bzw. ihrer Ubergangsmatrix P, falls gilt

T=nP

Die invariante Verteilung einer irreduziblen Markovkette ist eindeutig, wenn alle
Zusténde positiv rekurrent sind.

e Eine Markovkette heisst ergodisch, wenn die Zustandsverteilung m; von Y;
fiir jede beliebige Startverteilung my gegen die selbe Wahrscheinlichkeitsver-
teilung 7 konvergiert:

lim m = lim moP' ==
t—o0 t—o0

e Die Grenzverteilung einer ergodischen Markovkette ist die invariante Vertei-
lung 7

e Eine homogene Markovkette mit Ubergangsmatrix P ist ergodisch, wenn sie
irreduzibel und aperiodisch ist

e Die Zustandsverteilung einer irreduziblen und aperiodischen, homogenen
Markovkette kovergiert daher gegen die stationére Verteilung m

e FKine ergodische Markovkette wird asymptotisch stationér, d.h., der Einfluss
der Startverteilung geht verloren

Mit der Ubergangsmatrix P einer irreduziblen, aperiodischen Markovkette,
deren stationdre Verteilung 7 ist, konnen Zufallszahlen Y ~ 7 wie folgt erzeugt
werden:

e Wahl eines beliebigen Startwerts 3(©)

e Simulation der Realisierungen einer Markovkette der Linge m mit Ubergangsmatrix
P: (yM,...,ym)

Ab einem gewissen Index b, dem burn-in geht der Einfluss der Startverteilung
verloren und daher gilt approximativ

y(t)wﬂ, firi=0b,...,m.

Die Ziehungen sind identisch verteilt, aber nicht unabhéngig.
Die bisherigen Uberlegungen kénnen aus stetige Zustandsriaume erweitert wer-
den:
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Definition 7.2. Fin zeitdiskreter stochastischer Prozess Y = {Y;,t € WNo} mit
Zustandsraum S heisst (allgemeine) Markovkette, wenn die Markoveigenschaft

P(Y;t GAD/E) eAOa}/l €A17---7K5—2 eAt—Q,K&—l :Z') =
P(Yi € AlYi1 = 2)

fiir beliebige x € S und Ag, Ay, ..., A2, A C S gilt.

Die Markovkette heisst homogen, falls die Wahrscheinlichkeit P(Y; € A|Y;—1 =
x) nicht vom Zeitpunkt ¢ abhéingt.

e Ist Y eine homogene Markovkette, so ist
Pz, A)=PY, € AlY;_1=2)=P(Y1 € AlYy = x)
ihr Ubergangskern.

e Fiir eine Markovkette mit endlichem Zustandsraum ist P(xz, A) durch die
Ubergangswahrscheinlichkeit p; ;. bzw. die Ubergangsmatrix bestimmt

e Fiir S = R ist der Ubergangskern durch die Ubergangsdichte p(x,y) mit
P(z,A) = [, p(x,y)dy bestimmt.

e Eine Verteilung IT auf S mit Dichte 7 heisst invariant fiir den Ubergangskern
P(z, A) genau dann, wenn fiir alle A € S gilt

II(A) = /P(x,A)ﬂ(x)dx

e Fine allgemeine Markovkette ist irreduzibel, wenn von beliebigem Startwert
xo aus jede Menge A mit II(A) > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit in einer
endlichen Zahl von Schritten erreicht werden kann

e {Fy,...,Epn_1} bilden einen m-Zyklus, wenn P(x, Fi11modm) = 1 fiir alle
xz € F; C S und alle 1.

e Die Periode d der Markovkette ist der grofite Wert m, fiir den ein m-Zyklus
existiert und die Kette ist aperiodisch, wenn d =1 .

Ist Y eine irreduzible, aperiodische Markovkette mit Ubergangskern P und
invarianter Verteilung , so ist 7w eindeutig bestimmt und es gilt

1P (z,.) = 7()]] == 0,

mit t — oo.

44



e Ziel: finde fiir eine vorgegebene Dichte 7(f) = p(f|x) einen Ubergangskern
P mit invarianter Verteilung .

e Fiir eine irreduzible Markovkette ist die invariante Verteilung eindeutig, aber

nicht umgekehrt
(12
q l—q

Mit w = (7,1 — ) als stationdrer Verteilung ist das Gleichungssystem fir p und
q unterbestimmt, hat also unendlich viele Lisungen.

Beispiel 7.1.

7.2 Metropolis-Hastings-Algorithmus

Im Metropolis-Hastings- Algorithmus wird der Ubergangskern der Markovkette er-
zeugt, in dem ausgehen von #*~1) eine Ziehung aus einer Vorschlagsdichte q(6*|9%~1)
erfolgt.

Der Wert 6* wird mit Wahrscheinlichkeit

* (k—1)|px*
I (17 p(6°|)q(641]6") )

p(0¢+=D]x)q(g*[0*=1))
akzeptiert, also
o) = g*

(k—1)

gesetzt. Andernfalls wird 6 beibehalten, also

g(F) — g(k—1)

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus erzeugt eine homogene Markovkette.
Der Ubergangskern der Markovkette ist

P(z,A) = /Ap(x,z)dz +7(x)dz(A)

p(z,z) = { q(z,2)a(z,2) ©#=z

0 sonst

und

m@:1/mL@@.
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p(0*|2)q(0F~D]6")
p(O*=D|x)q(6*|0%k—1)
f(@]0")p(67) f (2)q (8%~ ]67)
F(|0*=D)p(0%*=1) £ () (q(0*]0*—1D)

e Die Normalisierungskonstante kiirzt sich, muss also fiir den Algorithmus
nicht bekannt sein.

e Fiir die Konvergenz miissen Irreduzibilitdt und Aperiodizitdt der Markov-
kette vorliegen. Diese sind schwer nachzuweisen.

e 7.B. der Posteriori-Erwartungswert kann tiber den Mittelwert der Stichprobe
approxmiert werden.

e Die Ziehungen sind nicht unabhingig

Die Varianz des Schétzers von E(g()) ist

B((5(6) ~ B((0))") = - (9)

wobei Qo(g) die Spektraldichte des Prozesses g(6(®)) ist und mit ps der Autokor-
relation des Prozzesses mit Lag s gilt

Q(9) -
T = =1+2 Ps
Var(g) ;

7 heisst Ineffizienzfaktor (7 = 1 fiir i.i.d-Ziehungen). m/7 heisst effektive Stich-
probengrofie.
Durch Ausdiinnen der Ziehungen erhélt man (fast) unabhéngige Stichproben.

e Independence Proposal: Vorschlagsverteilung ist unabhéngig vom aktuellen
Wert

e Symetrisches Proposal: ¢(8*|0%~1) = ¢(%*~1|6*), die Vorschlagsdichte kiirzt
sich aus der Akzeptanzwahrscheinlichkeit (Metropolis-Algorithmus):

oo _PO"7)
p(0*—D|z)

Jeder Vorschlag mit p(8*|z) > p(§%*~V|z) wird angenommen!
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Random Walk Proposal: Vorschlagsverteilung ist ein Random Walk
0" =0%F N L e e~ f

also q(6°|0%~1) = f(6" — o),

Random Walk wird in der Regel mit Normalverteilung konstruiert:

0" ~ N(OFD )

mit vorgegebener Kovarianzmatrix C'

Eine zu kleine Varianz fithrt zu hohen Akzeptanzraten, aber ineffizienten,
da stark autokorrelierten Ziehungen. Im Extremfall C' — 0 fiithrt zu o = 1,
T — Q.

Fine zu grofle Varianz fithrt zu zu grofen Schritten, Vorschlége liegen in den
Enden der Posterioriverteilung, sehr kleine Akzeptanzraten.

Tuning der Kovarianzmatrix notwendig
Metropolis-Hastings-Algorithmus kann fiir 6-Vektoren durchgefiihrt werden
Akzeptanzraten jedoch i.d.R. geringer mit hoherer Dimension

Alternative ist der komponentenweise Metropolis-Hastings: Jede Kompo-
nente des Parameters wird einzeln (skalar oder blockweise) aufdatiert. Sei

0 = (01,02):

* k— k— *

o p(63]a, 65 )q(61 1 65)
a=min {1, =0 5 5D, e D)
p(91 ‘93792 )Q(91|91 )

Updates konnen in fester oder zufélliger Weise erfolgen

Beispiel 7.2 (Poisson-Gamma-Modell).

7.3

Gibbs-Sampling

Fiir multivariate Parameter bietet es sich beim Gibbs-Sampler an, die vollstindig
bedingte Posteriori (full conditional) als Proposalverteilung zu benutzen - wenn
es sich um eine Standardverteilung handelt

q(0%) o p(65]a, 051,

Damit wird die Akzeptanzwahrscheinlichkeit gleich 1.
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Beispiel 7.3 (Normalverteilung). Modell:
z; ~ N(p,0?)

Likelihood:

p(x|p, o?) = < ! >n/2exp (—012 > (x —M)2>

2mo?
Semi-konjugierte Prioris:

p ~ N(mo,so)
T=0 2 ~ Gala,b)

w LT

Posteriori-Verteilung;:

plp,7lz) o< 7" exp (—g > (i - u)2>

1
exp <—280(,u — m0)2> 7% exp(—b7)

Full conditional von wu:

Pl ) oxexp (5 S = = g o)

Es handelt sich um den Kern der N(s~tm, s~!)-Verteilung mit m = 73" z;+mq/s0

und s=n7’+sal.
Posteriori-Verteilung:

plurle) o T exp (2 (i — )

1
exp (‘230(“ - m0>2) r exp(—b)

Full conditional von 7:

plrke ) oc 75 Peap (=64 0.5 3 (s — )

Es handelt sich um den Kern der Ga(a +n/2,b+ 0.5 (z; — p)?)-Verteilung.
Gibbs-Sampler:
1. Wihle Startwert 7y
2. Ziehe i ~ N(s7'm,s™1)
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3. Ziehe 7 ~ Ga(a +n/2,b+ 0.5 (x; — p)?)
4. Iteriere 2 und 3 firm=1,...,M

Allgemeiner kénnen die Komponenten des Parametervektors in Blocke zerlegt:
0 = (04,...,0,). Jeder Block wird dann aus der vollstéindig bedingten Dichte
p(0j|x,0_;) gezogen.
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