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1. Grundlagen
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1. Datenmatrix

X =


x11 · · · x1p

...
...

xn1 · · · xnp



i -ter Beobachtungsvektor:

x i = X =
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j -ter Vektor, zur j -ten Variablen:

x ·j = X =

Zusammen:

X = =
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Zufallsvariablen

Meist: Man beobachtet zufällig, unabhängig die Zufallsvariablen

X1, ...,Xp . Dadurch werden die Spalten der Matrix generiert.
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2. Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Eindimensional: Wie wird der Zufall charakterisiert?

Zugrunde liegende Verteilung, unbekannt aber vorhanden.

Dichte auf Träger

diskret

stetig

Alternative: Verteilungsfunktion
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Mehrdimensional: I Zufallsvektor

x =

Dichte auf Träger

diskret:

f (x ) = f (x1, . . . , xp) =
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stetig: Gemeinsame Wahrscheinlichkeit

P(X1 ∈ [a1, b1],X2 ∈ [a2, b2], . . .) =

Alternative: Verteilungsfunktion:

F (x1, . . . , xp) = P(X1 ≤ x1, . . .Xp ≤ xp) =

f (x ) =
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Erwartungswertvektor:

µ = E (X ) =

Erwartungswert

E (X ) bzw. E (X ) sind feste Größen (fixe Parameter), keine

Zufallsvariablen mehr.
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3. Varianz - Kovarianz - Struktur

σij = Cov(Xi ,Xj ) =
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σii = Cov(Xi ,Xi) =

σii = σ2
i
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Kovarianzmatrix

Σ =
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Schreibweise

Σ = Cov(X ) = E
(
(X − µ)(X − µ)>

)
=
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Inhaltlich interessanter: Korrelation

rij =
Cov(Xi ,Xj )√

Var(Xi )
√

Var(Xj )

Korrelationsmatrix

R = (rij ) =
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Kovarianz zwischen zwei Vektoren

X =


x1

...

xp

 Y =


y1

...

yq



Σ
X ,Y

= Cov(X ,Y ) =

Statistik IV - NF 17/30



Regeln:

Zufallsvektoren X und Y .

E(X + Y ) =

E(A X + b) =

Cov(A X + b) =
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Spezialfälle:

Cov(X ,X ) = Cov(X )

Cov(X ,Y ) = Cov(X ,Y )>

Cov(a>X ) =
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Eigenschaften:

Σ = Cov(X ) =

1 symmetrische Matrix

2 nicht negativ definit

Matrix Σ ist nicht negativ definit g.d.w.:

a>Σ a ≥ 0 ∀a
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4. Normalverteilung

p = 1:

Dichte f (x ) = 1√
2πσ2

exp
(
− (x−µ)2

2σ2

)
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p > 1: x = (x1, . . . , xp)>

Dichte f (x ) = 1

(2π)
1
2 Σ

1
2

exp
(
−1

2(x − µ)>Σ−1(x − µ)
)
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5. Standardisierung eines Zufallsvektors

mit µ = E(x ) und Σ = Cov(x ), beliebig verteilt.

p = 1:

z = x−µ
σ ⇒ E(z ) = 0, Var(z ) = 1
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p > 1:

”
x−µ

Σ ”−→ Richtiger Gedanke, falsche Notation!

Notwendig ist Wurzel aus Σ:

Voraussetzung Σ pos.definit, d.h

a>Σ a > 0 ∀a 6= 0

Dann existiert eine symmetrische Matrix Σ
1
2 , so dass

Σ = Σ
1
2 Σ

1
2

Und für Σ−1 gilt:

Σ−1 = Σ−
1
2 Σ−

1
2
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Standardisieren von multiv. ZV

Z = Σ−
1
2 (x − µ),

weil

E(Z ) = Σ−
1
2 (E(x )− µ) = 0

Cov(Z ) = Σ−
1
2 Σ Σ−

1
2

= Σ−
1
2 Σ

1
2 Σ

1
2 Σ−

1
2 = I
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Graphisch:
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Aussagen

Wenn X ∼ N (µ,Σ):

(1) Y = A x + a

Es gilt:

Y ∼ N (A µ+ a, A Σ A>)

Daraus folgt:
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(2) Bedingte Verteilung

Zwei Variablengruppen

x = y =

Gesucht ist Verteilung von Y |X

Wenn (Y ,X ) gemeinsam normalverteilt, dh.
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Bedingte Dichte für Y |X , d.h

fY |X (y |x ) =
f (y , x )

fx (x )

folgt

Y |X ∼ N (µ
Y |X , Σ

Y |X )

wieder normalverteilt mit

µ
Y |X = µ

y
+ Σ

yx
Σ−1

x
(x − µ)

Σ
Y |X = Σ

y
− Σ

yx
Σ−1

x
Σ

xy
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Beispiel: p = q = 1
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