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3 Geostatistik

3.1 Gauf}-Prozesse

Definition 3.1. (Gauf3-Zufallsfelder)
Y ={Y(s), s € D C R?} heift GauB-Zufallsfeld der Dimension d (Gauf-ZF
oder Gaussian random field (GRF) oder GauB-Prozess): < Fir beliebige

Lokationen sy, ..., s, ist (Y(s1),...,Y(s,))" multivariat normalverteilt.
Bezeichnungen:
o u(s)=E[Y(s)] : Erwartungswertfunktion, raumlicher Trend
e 0%(s) = Var (Y(s)) : Varianzfunktion

o ¢(s, ') =Cov(Y(s), Y(s)) : Kovarianzfunktion

Theorem 1.
Ein Gauf-Prozess wird durch u(s) und c(s, s") vollstandig spezifiziert.

Beweis:
Fiir alle sq,...,s, € D gilt:

p(s1)
(Y(81)7 ce 7Y(Sn))/ ~ Nn ) C(Si) Sj)iil ..... n; j=1,...,n
fi(sn)

3.1.1 Stationaritit

Definition 3.2. (Schwach stationdr)

Ein rdumlicher stochastischer Prozess Y = {Y(s), s € D} heifit schwach
stationdr: < E[Y (s)] = u = const, Cov (Y (s), Y(s')) =c(s—¢') fir alle
s, s €D

Definition 3.3. (Strenge Stationaritit)
Ein rdumlicher stochastischer Prozess Y heifit streng stationér: <> alle endlich-
dimensionale Verteilungen sind verschiebungsinvariant.

Theorem 2. (Strenge und schwache Stationaritiit)

1. 'Y streng stationdr =Y schwach stationdr

2. 'Y sei Gaufs-Prozess. Dann gilt: 'Y streng stationdr < Y schwach sta-
tiondr.
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3.1.2 Theoretisches (Ko-)Variogramm und Korrelationsfunktion

Definition 3.4. Sei Y = {Y (s), s € D} ein rdumlicher Prozess . Dann heifit
c(s,8") := Cov (Y(s), Y(s))

Kovariogramm oder Kovarianzfunktion und
/ 1 /
v(s,8") = §Var (Y(s) = Y(s))

(Semi-)Variogramm.
Es gilt:

(s, s) = %Var(Y(s)) + %Var(Y(s')) —c(s,s)

Definition 3.5. Sei Y = {Y(s), s € D} ein stationédrer Prozess und h :=
s — . Dann heifit c¢(h) = c¢(s — §') = ¢(s, s') stationdre Kovarianzfunktion

und p(h) == <M — % Korrelogramm oder Korrelationsfunktion.

c(0)
Es gilt:

c(0) = o= Var(Y(s)) = const.
c(h) = c(=h)  p(h) = p(=h)

Definition 3.6. (Isotropie und Anisotropie)
Ist ¢(s — ') = c(||s — §'||) nur eine Funktion des euklidischen Abstands von
s und &, so heifit Y bzw. ¢ isotrop; ansonsten anisotrop.

Definition 3.7. (Intrinsisch stationdir)

Y intrinsisch stationédr: < E[Y(s)] =p, (s, s') =7(s— ).
v(h) heifit stationédres Variogramm.

Es gilt: v(h) =~v(—=h), ~(0)=0.

Héngt ~(h) nur von ||h|| ab, so heifit ~ isotrop.

Theorem 3.
Y schwach stationdr = Y intrinsisch stationdr mit y(h) = ¢(0) — c¢(h) =

o2 (1 p(h).

Definition 3.8. (L?-Stetigkeit, L?-Differenzierbarkeit)
Y heifit L%stetig: < E[Y (s+h) —Y(s)]> =0 fir h—0
Y heiBt L2-differenzierbar: < Es existiert ein SP Y/ mit

Y(s+h) —Y(s) 2

E -Y'(s)| —0 fir h—0.
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Spiter: wenn Y nicht L2-stetig, liegt ein Nugget Effekt vor.
Wir interessieren uns (erstmal) nur fiir stationére Prozesse.
Eigenschaften: Y stationdar =

o YV ist Listetig < p(h) stetigin h =0
e Y k-mal L%differenzierbar < p(h) 2k-mal in h = 0 differenzierbar.
o YV ist L%:stetig < ~(h) stetigin h =0
e v(h) =const fiir h >0 = Cov(Y(s), Y(s')) = 0 fiir beliebige s # s'.

Die rdumliche Korrelation wird bei stationdren GRF also durch p(h) bzw.
v(h) bestimmt.

3.2 Empirisches Variogramm

In diesem Abschnitt nichtparametrische Schitzung des (Ko-)Variogramms
als exploratives Werkzeug. Spéter definieren wir uns parametrische Modelle,
die auch paramterische Schitzung erlauben.

3.2.1 Schétzer
(a) Empirisches Variogramm

(h) = ot

=)

W Z (y(si) — ?/(%‘))2
i,JEN(h)
mit N(h) ={(s;, s;) : si—s;j=h; i,j=1,...,n}
Herleitung:
2y(h) = Var(Y(s;) — Y(s;))
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e Analoger Schétzer fiir Kovariogramm verzerrt.
e Nachteil: [N (h)| meist klein, oft |[N(h)| = 1 = Schétzer instabil.

(b) Empirisches Variogramm nach Matheron
Fiir isotrope, intrinsisch stationére Prozesse. Einteilung der euklidischen
Distanz d;; = d(s;, s;) zwischen zwei Lokationen in K Klassen (Bins):
H, = {dij:hk_lgd,»j<hk}, k)zl,...,K; hOZO

s o V(0 = Y(s)

~

Tk

Nk = {(Si, Sj) 8 — S5 € Hk}
Fragen / Probleme: K =7, Wahl der Klassengrenzen.

(c) Constant nearest-neighbour estimator

Dy L{=0 < h—lsi —s;ll < 0} (Y(si) = V(s))*
Zi<j]1{_5 < h_HSi_SjH < (5}

Fenn(h) =

(d) Variable nearest-neighbour estimator

h—lsi=s,|
~ e oo K (i) (Y (s) = Y (5)))?
Yvnn(h) = < ) )

z‘ ‘ 1 h—|[si—s;|
i<j do(|[si—s;) 800 (Ilsi—s;1)

wobei K den Kern und ¢ die Bandbreite bezeichnen. d, erlaubt besse-
re Anpassung, oft wird dg = 1 angenommen. § kann AMISE-optimal
gewahlt werden.

3.2.2 Bezeichnungen

(a) Nugget-Effekt
Empirisch ist oft zu beobachten, dass das Variogramm bei ||h|| = 0
springt. Sei Y(s) der wahre, stationdre Prozess und Z(s) ein beobachteter
Prozess mit N
Z(s) =Y (s) +e(s), = = N, o?)
Dann gilt:
cy(h) + o2, falls ||h]| >0

— Ion

cz(h) = { (), falls |A]| = 0

(b) Schwellenwert /Sill
Mit Schwellenwert oder Sill bezeichnet man den Wert, den das Vario-
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gramm erreicht, wenn der Abstand h gegen unendlich geht. Zieht man
von diesen Wert den Nugget-Effekt ab, so erhélt man den Partial Sill.

(c) Range
Mit Range wird der Abstand bezeichnet, ab dem das Variogramm den
Schwellenwert fast erreicht. Punkte, deren Abstand grofler ist als der
Range werden als unabhéngig voneinander betrachtet. Das hat zur Fol-
ge, dass dann, wenn das Variogramm positiv konstant ist (aufler am
Ursprung, wo es null ist), kein Zusammenhang zwischen Z(s;) und Z(s;)
fiir alle s; und s; besteht.

Y(Si, Sj)

Partial Sill

Sill

Nugget
99 Range

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
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1
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Abbildung 3: Variogramm

3.3 Parametrische Modelle fiir Korrelationsfunktionen
und (Ko-)Variogramme

3.3.1 Giiltigkeit von Korrelationsfunktionen

Giiltige Modelle fiir Kovariogramme miissen positiv semidefinit sein, d.h.
Z Zai ajc(s; —s;) >0 fiir beliebige a;, aj, s;, s;
i=1 j=1

erfiillen. Vollig analog fiir Korrelationsfunktionen. Dies sichert:

Var (1Y (s1) + ... + @Y (s,)) > 0.
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Es gilt:
c1(h) und cy(h) giiltige Kovarianzfunktionen =

bici(h) + bacy(h)  fur by >0und by >0

c1(h) - ca(h)

sind giiltige Korrelationsfunktionen.
Wiinschenswerte Eigenschaften:

e p(h) fallend in h, p(h) — 0 fir h — oco.

e Wenigstens 1 Parameter steuert, wie schnell p(h) — 0 fir h — oo
geht.

Theorem 4. (Bochner-Kriterium fiir isotrope Korrelationsfunktio-
nen)

p(u) st giltige isotrope Korrelationsfunktion <

p(u) st charakteristische Funktion einer symmetrischen ZV X <

—+00

plu) = / exp(iuz) f(z)dx

o0

Weiterfiihrende Literatur: Gneiting and und P. Guttorp [2007]

3.3.2 Ubliche Korrelationsfunktionen

Erinnerung: Es gilt unter Isotropie: y(u) = ¢(0) — c(u) = o(1 — p(u)).
(a) Potenz-Exponentialfamile (Abb. 4)

p(u) =exp{—(u/9)"}, ¢>0, 0<kr<2

k = 1 : Exponential-Korrelationsfunktion,

k = 2 : GauB-Korrelationsfunktion.

(b) Sphérische Familie (Abb. 5)

1= 3 (/o) + 5 (u/d)P, 0<u<o
p(u){o’ U>§Z5

Problem: Nicht differentierbar in v = ¢ = Schwierigkeiten bei ML-
Schétzung.
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Abbildung 4: Powered-Exponential Korrelationsfunktion mit ¢ = 0.2 und
k = 1 (durchgezogene Linie), k = 1.5 (gestrichelte Linie) und x = 2 (ge-
punktete Linie).
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distance

Abbildung 5: Sphérische Korrelationsfunktion mit ¢ = 0.64.

(c) Matérn-Familie (Abb. 6)
1 K
p(u) = m(u/@ Ky (u/¢), ¢>0, k>0

K,.: Besselfunktion, i.A.nicht in geschlossener Form anzugeben. Numeri-
sche Approximationen in Abramowitz and Stegun [1972]. Explizite For-
meln fir k = 0.5, 1.5, ... moglich:

plu; p=1,k=0.5) = exp(—u)
plu; p =1, k=15) = exp(—u)(l+ u)

plu; p =1, k=25) = exp(—u) (1 +u+ %u2)
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distance

Abbildung 6: Matérn-Korrelationsfunktion mit ¢ = 0.2 und x =1 (durch-
gezogene Linie), k = 1.5 (gestrichelte Linie) und x = 2 (gepunktete Linie).

2 1
plu; p =1, k=35) = exp(—u) (1 +u+ EUQ + 1—5u3)

k — oo GauB-Korrelationsfunktion
Obwohl nur numerisch greifbar gebréauchlichste Korrelationsfunktion, vgl. Ab-
schnitt 4.

3.4 Anisotrope und nicht-stationire Prozesse

Arten der Anisotropie:
e Geometrische Anisotropie: Sill identisch, Range unterschiedlich
e Zonale Anisotropie: Sill unterschiedlich

Erkennung: Berechne Variogramme in verschiedenen Raumrichtungen.
Geometrische (Range-)Anisotropie

Wiihle in isotroper Korrelationsfunktion p(u) fiir u statt u? = ||h||* eine
nicht-euklidische Distanz, z.B.:

u? = ' R(¥) S(8) R(4) h
mit

R(y) = (g)rf;f ;)ssi;¢) Rotationsmatrix, v € (0, 2m)

-1
S©) = ( ((5) (1) ) Dehnungsmatrix, ¢ > 1
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Zonale Anisotropie (siche Ecker and Gelfand [2003])

pi(u), I =1,..., pseien giiltige 2D isotrope Korrelationsfunktionen = p(h) =
P1 (\/h’ By h) ooy Pp ( N B, h) mit B; pos. definit ist giiltige Korrelati-
onsfunktion in R2.

Drift-Effekt Hole-Effekt

1(h) 1(h)

Abbildung 7: Der Drift Effekt weist auf Nicht-Stationaritdt hin. Der Hole
Effekt weist auf regelméflige Strukturen hin.

3.5 Kriging

Ziel: Schétzung der (wahren) Oberfliche. Vorerst seien (deterministische)
Erwartungswertfunktion und Korrelationsfunktion bekannt.

3.5.1 Einfaches Kriging

Gegeben: Daten y(s1),...,y(sn)

Daten-Modell: Y (s;) = Z(s;) + &(s;)
Z sei ein (stationiires) Zufallsfeld mit u(s) und c(s, s') = 0p(s, s)
g(s;) sei i.i.d. mit E[e(s;)] = 0 und Varianz o2

Gesucht: linearer Pradiktor fiir Z(sg) fiir alle sp € D mit minimalem mitt-

leren quadratischen Pradiktionsfehler.
Z(s0) =lY + K
Wegen Verschiebungssatz gilt:

MSPE(l, K) = E[Z(s0)—l'Y —K|* = Var(Z(so)—l'Y —K)+{E[Z(so) — 'Y — K]}*
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E[Z(so) = I'Y — K] = u(so) — lU'py — K, wobei py = (u(s1), ..., 1(sn))
Var(Z(sq) —I'Y — K) = Var(Z(sg)) — 2I'Cov(Z(sg),Y) + I'Cyl
wobei K fest ist.

Cov(Z(s0),Y) = (c(so0, 1), (80, 52), - - -, (S0, $n))" =: ¢(0)

Cy = (Cy(8i,8j))i=1,.. mit Cy(s;,s;) = {

7j=1,...,n

Ableiten nach I = I* = Cyle(sg)
Ableiten nach K = K* = u(so) — c(s0)’C tuy
Daraus folgt, der lineare Pradiktor ist

Z(s0) = p(s0) + c(s0) C5 (Y — pry)
Die Kriging-Varianz ist dann
o3 (s0) = MSPE(I*, K*) = ¢(s0, 50) — ¢(80)'Cy"e(s0)
Bemerkungen:
(1) Fall  pu(s)=pn heifit gewohnliches (ordinary) Kriging.

(2) Fall  pu(s) ==x(s))f mit bekanntem [ heifit universelles Kriging,.

Beispiel 22. Sei pu(s) =pu=0, Var(Z(s))=1 und o¢%=0.5.

Gegeben: Zwei Punkte s; = (1,0) und s, = (2,0), s; ndher an sy = (0.5,0)
als s,.

Annahme: es gelte die Exponentialkorrelationsfunktion mit o2 = 1.

c(s1,80) = 0.61, c(s2,50) =0.22 und c¢(sq,s2) =0.37

Also
c(s9) = (0.61,0.22)

1037 15 0.37
Cr = <o.37 1 ) 050 = (0.37 1.5)

~

7 =0.395Y (s1) + 0.049 Y (s)

und

Kriging ergibt

wobei 0.395 und 0.049 die Kriging-,, Gewichte® sind. Die zugehorige Varianz

1st
—1
oy =1-(0.61,0.22) (01.'357 05;) <8:g;) = 0.7508
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also unabhéngig von Y'!
Bemerkungen:
o Groflerer Nugget-Effekt — Groflere Kriging-Varianz.
o Groflerer Sill — Grofere Kriging-Varianz.
e Groflerer Range — Kleinere Kriging-Varianz.
e Kriging-Varianz klein, wo mehr Daten (Trick: erhebe weitere Daten

dort, wo Kriging-Varianz grof}).

3.5.2 Kiriging im Gauf3-Modell

Nun Normalverteilungsannahme.

Erster Ansatz: additives Modell
Y(s) = pu(s) + Z(s) +(s)

p(s):  deterministisch
Z(s): stationiires Gaulzufallsfeld mit E[Z(s)] = 0 und Var(Z(s)) = 72
g(s): iid. mit E[g(s)] = 0 und Var(e(s)) = o2
Gelegentlich auch
Y(s) = p(s)+W(s)+V(s)+e(s)
W (s) und V(s) unabhiingige und stationire GZF mit py und py gegeben
und py geht schnell gegen 0.

— ,Mikroskalenvariation“, vgl. Bsp. 2 (Rongelap Daten).
Oft aber V(s) und W (s) nicht unterscheidbar.

Alternativer Ansatz: hierarchisches Modell

Y ()| Z(s),02 "X N(Z(s), 0?)

£

Z(s) Gauss-Zufallsfeld mit E[Z(s)] = u(s), Var(Z(s)) =72, pz(h) ge-
geben.
Die beiden Ansitze sind identisch. Es gilt jeweils:

E[Y (s)] = pu(s) und Cov(Y(s;),Y (s;)) wie oben
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(Y(s1),..., Y (sn))
(vij) = (p(si — s55))
(u(s1)s- -+ pu(30))

~ N(p, TR+ o)

= (ry,...,m)5  ri=p(so— si)

= "= =X
|

Dann gilt auch fir Zy = Z(sg)

(3) =5 () (e i)
Y 1 "\ T3 PR+ 0%
Zp|Y ist normalverteilt mit:
E[Z|Y] = pu(so) + ' (TPR+ 0’1~ (Y — ) = 20
Var(Zy|Y) = 72 — 7% (7R + o*I) ' 7%r

Entspricht also dem einfachen Kriging-Schétzer und dessen Varianz.

3.5.3 Inferenz

Seien nun p(s) = X'(s)8 und p(h) unbekannt.

Bemerkung: X kann parametrisches Modell fiir Oberflache, etwa pu(s) =
Bo+ Bisx + Pasy + PBss% + 8152 + Bs5x Sy, sein und /oder riumlich vorliegende
Kovariable (fiir die Priadiktion miissen diese aber auf ganz D vorliegen).

(a) Maximum-Likelihood-Schitzer:
Y(s;) = X'(5:) + Z(s;) + €(s5)
0 Korrelationsparameter, « := (0%,72,0)
Cov(Y) = 0’1+ 7°R(0) =: %(a)
Das allgemeine lineare Modell ergibt sich zu
Y ~ N(XB, 5(a))

Log-Likelihood (bei Normalverteilungsannahme)

18, @) =~ (log[S()] + (y = XBY'S ™ (a)(y — X5)
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Fiir gegebenes « ist

-~

Bla) = (X' =7 (a) X) T X'E )y

ML-Schétzer fir . Einsetzen in [(8, «) ergibt die Profil-log-Likelihood

flir «
l(a):=1 (Bm), a) .

Maximieren liefert ML-Schétzer @. Einsetzen in f () liefert 3 (@)
Problem: Verzerrung in kleineren Stichproben =- Ubergang zu REML.

(b) Restringierte ML (REML) - Schitzung
Ziel: Bias-Reduktion

Herleitung 1

e Transformiere ¥ = Xp + Z + ¢ linear zu Y* = AY so, dass
Verteilung von Y™ nicht von § abhéngt
= Aso, dass AX =0. Geht zB. mit A=1— X(X'X)'X".

e Schitze o nach ML-Prinzip fiir Y.

e Ergebnis: Qg maximiert die restringierte log-Likelihood I*(a) =
1 _ ~ " ~
—5(mgHXan+kgva]«mxw+(y—xw«w)z3%w(y—o&%an)

(Alternative: ersetze B () durch f und schétze o und § simul-
tan.)

Herleitung 2

e Fiir das hierarchische Modell gilt

YIB,Z,a ~ N(XB+Z, 1)
Z ~ N(0, 7°R(0))

e Sei p(y |5, Z, a) zugehorige Dichte. Bilde marginale Dichte
(mit p(B) o const)

mmw—/mmwz~mwww>

und maximiere beziiglich «.
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e Es gilt (Harville [1974]) bis auf multiplikative Konstanten
logp(arly) = I"(a)

Nach Diggle et al. [2003] ist REML in Ordnung fiir gewohnliches Kriging,
ansonsten ist die MSE-Giite aber unklar; REML sensitiv bei Missspezi-
fikation von p(s) (allgemeines Problem).

Manchmal wird
e, §) = — (1o |2(a)] + log | XS (@)X| + (y — XBY'S ™ (a)(y ~ X))

als restringierte log-Likelihood bezeichnet und zum simultanen Schétzen
von «,  maximiert.

(c) Bayes-Schitzer
Als Hierarchisches Modell:

Y(s)|Z(s), 02 ~ N(Z(s), o2)

€

Prioris:
o2 ~ 1G(-,")
~ 2
Z(jg - SGZ(F<7)_ 9) semi-konjugierte
0 ~ 7

Posteriori o« Priori - Likelihood
Vollstandig bedingte Posteriori:

Z(s)l- ~ N
7-2’. ~ IG(7>
0-2|. ~ IG(’>
0 ~ 7 (oft K fix)

Pradiktive Posteriori

Y (s0)|Z, 0% ~ N(Z(s0), 0?)

3.5.4 Generalisiertes Kriging

Geostatistische Modelle fiir nicht-normalverteilte Zielvariablen, z.B. Y binér,
binomial, kategorial oder Zahlvariable, bzw. Erweiterung des generalisierten
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linearen Modells um geostatistische Komponente. Vgl. Beispiele 2 (Rongelap)
und 3 (Waldschéden).

Hierarchisches Modell

(1) Y(s;)[W(s;), i =1,...,n bedingt unabhéngig, Dichten aus Exponenti-
alfamilien

(2) W stationérer Gauf-Prozess, E[W (s)] =0

(3) wi = E[Y (s:)[W(si)] = h(mi), m=aif+W(si), xi=x(si)

Speziell: z.0 = Gewdhnliches Kriging
W(s)=EW(s)|Y], Y =(Y(s1),...,Y(s0))

bzw.: 7(s) = ] B+ /W(S) ist generalisierter linearer Kriging-Pradiktor fiir
W bzw. n an der Stelle s.

Statistische Inferenz

Zu schitzen sind: § Regressionsparameter, 6 Kovarianzparameter, W (s) an
Beobachtungsstellen sq,...,s, und an Vorhersagestelle s.

Sei die (bedingte) Likelihood, mit W = (W (s1),..., W (s,))

py|W, B) = Hf (y(s:) [W(si) , B)

z.B.
fiy(s) | W(si). ) = a!™) (L= m)' ™) fiir bindire Y (s,)
und
P = L(m) bei Logit-Modell
(a) Bayes-Ansatz
W’Q ~ Nn('a')
p(f) o< const oder S~ N(,-)
o272 ~ IG(.,")
0 ~ 7

MCMC mit Sampling aus vollstindig bedingten Dichten:
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B1)  Metropolis-Hastings
W) Metropolis-Hastings

(
(
(72]-)  IG mit aufdatierten Parametern
(6%]-)  IG mit aufdatierten Parametern
(

g1-) 7
(b) Penalisierter Likelihood-Ansatz

1 .,
(1) ben(B W18) = U5, W)+ W RNOW = max

vgl. Kapitel 6

(B, W) = logp(y|W, 3)
rij = p(llsi—s;10)

(2) 72,0, 0> mit REML

(1) und (2) iterieren

(¢) MCML: Monte Carlo Maximum Likelihood (Christensen [2004])
Mit ¢ wird im Folgenden der Vektor der Parameter bezeichnet.

L(p) = fylp) = / W) F OV |0)dW
f yIW Wlso flylWw)f Wlw)
/ / o T

y]
F(W) ist eine Vorschlagsdichte fiir W auf R

_ / W) F)aw

(i) Monte Carlo Approximation

(NWISO)
Fw)
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wobei W (j) Ziehungen aus f(-|y) sind. Wahl von f kritisch, Vor-
schlag f = f(-|¢o), einige Iterationen fiir neues .

(ii) Maximiere L), iiber Newton-Raphson iterativ

~

BW (7)) = (X'CTIX) 0™ ()

Varianz der Kovarianzstruktur

C = R(0)+ 1,

(iii) B und 52 Plugin einsetzenin L. Maximiere Ly(0) = LM(B\, a2,0).
Maximiere numerisch (C~! kritisch).
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