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Hinweise zur Klausur:

. Uberpriifen Sie zunichst, ob Ihre Klausurangabe vollstindig ist. Die Klausurangabe sollte aus

9 Seiten (ohne Deckblatt) mit 5 Aufgaben bestehen.

Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. In den ersten 30 Minuten und in den letzten 15
Minuten ist keine vorzeitige Abgabe vorgesehen.

Es kénnen maximal 60 Punkte erreicht werden. Ein nachvollziehbarer Losungsweg ist Voraus-
setzung zum Erlangen der vollen Punktzahl.

Es sind folgende Hilfsmittel zugelassen:

e Ein DIN-A4-Blatt mit handschriftlichen Notizen auf Vorder- und Riickseite
e Nichtprogrammierbarer Taschenrechner
e Bei Bedarf ein Worterbuch

Verwenden Sie fiir Thre Losungen ausschliellich die Thnen zur Verfligung gestellten karierten
Kanzleibégen und kennzeichnen Sie jeden Kanzleibogen (einmal) mit Threm Namen und Ihrer
Matrikelnummer.

Es darf nicht mit Bleistift geschrieben werden.
Legen Sie einen Lichtbildausweis und einen aktuell giiltigen Studienausweis bereit.

Bei Unterschleif erfolgt eine Meldung an das Priifungsamt. Sie sind verpflichtet, durch Thr
Verhalten jegliche Missverstindnisse diesbeziiglich auszuschlieen.

Verlassen Sie den Priifungsraum erst, nachdem Sie der Aufsicht die Klausur personlich tibergeben
haben. Fiir den Eingang der kompletten Klausur bei der Aufsicht sind Sie selbst verantwortlich.

Bitte verlassen Sie nach der Klausur den Horsaaltrakt ziigig und leise, damit Sie die Teilnehmer
anderer Klausuren nicht storen.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 (9 Punkte)
Entscheiden Sie fiir jeden der folgenden Datensétze, um welche Art von rdumlichen Daten es sich
jeweils handelt und begriinden Sie Thre Entscheidung.

1. Stérke eines Erdbebens am 12. Januar 2016 in Japan geméafl der JMA Seismic Intensity Erd-
bebenskala an ausgewéahlten Messstationen:

‘Al rights reserved Copyright @ Japan Metearological Agency,
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2. Durchschnittliche Kaltmiete fiir eine 30 Jahre alte 2-Zimmer Wohnung mit 70m? in Miinchen in

Abhéngigkeit von der néchstgelegenen U-/S-Bahn Station (Ausschnitt) .
dass sich jede Wohnung eindeutig einer U-/S-Bahn Station zuordnen lésst:
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3. Lawinenniedergénge in der Schweiz im Winter 2014/15 mit Personenbeteiligung, aufgeschliisselt

nach Art der Folge: |
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© 2007. Office fédéral de topographie. Tous droits reservés

Quellen: Japan Meteorological Agency, Immobilienscout24,
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Losung:

1. Erdbeben: Festgelegte Koordinaten (Messstationen) mit Daten (Stérke des Bebens am 12.
Januar 2016, kategoriale Information) an jeder Lokation — Geostatistische Daten.

2. Mietpreise: Aggregierte Daten (Kaltmiete) tiber die U-/S-Bahnstationen in Miinchen. Sta-
tionen, die von derselben Linie bedient werden und direkt aufeinander folgen, sind benach-
bart und bilden insgesamt ein irreguldres Gitter — Irreguldre Gitterdaten.

3. Lawinen: Zuféllige, nicht festgelegte Koordinaten der Lawinenabgidnge mit jeweils zusét-
zlicher Information (Todesfolge / Verletzungsfolge / keine Folge) an den Lokationen —
Markierter Punktprozess.
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Aufgabe 2 (7 Punkte)
Bezeichne X = (Xi,...,X5) ein intrinsisches Gau-Markov Zufallsfeld mit Mittelwert 0 und Prézi-
sionsmatrix
3 -1 0 -1 -1
1 -1 2 -1 0 0
>t=5l0 -1 2 0 -1
-1 0 0o 2 -1
-1 0 -1 -1 3

(a) Geben Sie den zu X gehorenden Nachbarschaftsgraphen an.

Losung:

1 (2) 3

TG

(b) Priifen Sie, ob jeweils (bedingte) Unabhéngigkeit vorliegt. Begriinden Sie Ihre Antwort.
1. X3 L X4|X(15)
2. X1 L X3/X>

Losung:

1. Bedingt unabhéngig, da C' = {1,5} die Mengen A = {3}, B = {4} separiert, d.h.
globale Markov-Eigenschaft ist erfiillt.

2. Nicht bedingt unabhéngig, da A = {1} und B = {3} iiber 5 ¢ C = {2} verbunden sind,
d.h. globale Markov-Eigenschaft ist nicht erfiillt.
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Aufgabe 3 (16 Punkte)
Gegeben sei ein stationdrer GauB-Prozess W in R?, d € N mit Mittelwert ;1 = 0, Varianz o2 und
Korrelationsfunktion p. Fiir beliebige Lokationen sy, ..., s, € R? sei w = (W(s1), W(s2), ..., W(sy,)).

(a) Geben Sie die Kovarianzmatrix von w an.

Losung:

Y = Cov(w) = 0?R mit 55 = p(||si — sjlly), 4,5 =1,...,n.

(b) Fir die Korrelationsfunktion p soll folgendes parametrische Modell angenommen werden:

¢ > 0.

= {100 o

0 |h| > ¢

Welchen Einfluss haben grofie/kleine Werte von ¢ auf die rdumliche Struktur von W?
Hinweis: Fiir die Beantwortung dieser Frage kann eine Skizze hilfreich sein.

Losung:
Skizze:
p(h)

_— Steigung —¢

0 ot h
o ¢ groB, z.B. ¢ = 10: p féllt schnell ab, d.h. Korrelation zwischen W (s) und W (t)
ist schon fiir kleine Abstinde ||s — |, eher niedrig (fiir ||s —tl, > ¢~! = 0.1 sind
W (s), W (t) sogar unabhéngig), d.h. W hat eine kleinrdumige, 'rauhe’ Struktur
e ¢ klein, z.B. ¢ = 0.1: p fillt nur langsam ab, d.h. die Korrelation zwischen W (s)
und W (t) ist auch fiir grofere Absténde ||s — t||, noch relativ hoch, d.h. W hat eine
groBflachige, ’glatte’ Struktur.

Betrachten Sie nun das gew6hnliche Kriging-Modell
Y(s) =p+Wi(s)+e(s).

Dabei bezeichnet p € R den (konstanten) Mittelwert, W ist der oben genannte Gaufi-Prozess und (s)
sei ein von W unabhéngiger Prozess mit £(s) Y N(0,72).

(c) Zeigen Sie, dass fir das (Semi-)Variogramm von Y gilt

v(h) = o?(1 = p(h)) + 72, h>0.

Losung:
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Seien s,t € S so gewahlt, dass ||s —t[|, = h > 0.
1
v(h) = 3 Var (Y (s) = Y(s+1t))

= %Var (W(s)+e(s) —W(s+t)—e(s+1))

2 DV (W () — W(s 4 1)) + 1 Var (2(s) — (s + )
= % [Var (W (s)) + Var (W (s +t)) — 2 Cov (W(s), W(s +t))]
1 1
+ 3 Var (e(s)) + B Var (e(s + 1))
V:or. 1

1 1
[02 +0%— 202p(h)} + =7+ 272

2 2 2

=o% —o?p(h) + 12
— o?(1— plh) + 7.

Bestimmen Sie den Sl von Y.

Losung:
lim y(h) = lim o%(1 — p(h)) + 7% = 0% + 72
h—o0 h—o0
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Aufgabe 4 (11 Punkte)
Zur Untersuchung der Malaria-Krankheit wurde in Afrika eine grofl angelegte Studie mit N = 2.500
Teilnehmern durchgefiihrt. Fir jeden Teilnehmer ¢ = 1,..., N liegen folgende Informationen vor:

Variable Beschreibung

b; Mit Malaria assoziierter Blutwert
(anndhernd normalverteilt)

T Kovariablen mit linearem Effekt (Alter, Geschlecht,
Anzahl evtl. vorausgegangener Malaria-Infektionen)

T3 Region, in der der Teilnehmer wohnt
(codiert von 1,...,10)

(a) Geben Sie ein geeignetes statistisches Modell fiir den Blutwert b; als Zielgrole an und erkléaren
Sie stichwortartig alle in der Modellgleichung enthaltenen Terme. Gehen Sie dabei besonders auf
die Modellierung der raumlichen Information ein!

Losung;:
bi=p+zf+(r)+e, i=1,...,N

bi: ZielgroBle (Blutwert, anndhernd normalverteilt)

w: Intercept

l‘;r B: Lineare Effekte g der Kovariablen x;

v(ri): Regionsspezifischer rdaumlicher Effekt. Modellierung von v = (y(1),...,7(10))
iiber Gau-Markov-Zufallsfeld

g; Fehlerterm

Nach einigen Jahren wird eine Nachfolgerstudie durchgefiihrt. Dank verbesserter technischer Ausstat-
tung konnen nun statt der Region r; die Koordinaten s; des Wohnorts des Patienten bis auf wenige

Meter genau erfasst werden. Alle weiteren Variablen (b;, z;) werden wie in der Vorgéngerstudie er-
hoben.

(b) Passen Sie ihr Modell aus (@) an die neue Datensituation an. Erkliren Sie stichwortartig alle neu
hinzugekommenen Modellterme und geben Sie eine geeignete Form der Modellierung fiir s; an.

Losung:
bZ:/L+ZE;rﬂ+f(SZ)+6Z, i=1,...,N
Neuer Modellterm: f(s;), glatter rdumlicher Effekt. Modellierung z.B. iiber

e (stationdres) Gauffeld f — Kriging
e Basisfunktionenansatz f(s) = Y& | aybi(s) mit gegebenen Basisfunktionen by,.

(c) Wie dndert sich das Modell, wenn statt b; die bindre Zielgrofie

1 Patient ¢ ist an Malaria erkrankt,
m; =
‘ 0 sonst

betrachtet werden soll? Erklaren Sie auch hier alle neu hinzugekommenen Modellkomponenten
(Stichworte geniigen).
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Losung:

wi = E (mglxi, s3) = h(n;)
m=p+az B+ f(si)

Neue Modellkomponenten:
e h: Linkfunktion, z.B. Logit-Link
e m;: Bedingter Erwartungswert von m; Formel oben geniigt auch...
e 7);: Linearer Pradiktor
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Aufgabe 5 (17 Punkte)
Sei {N(B), B € B} ein homogener Poisson-Prozess in R? mit Intensitit A > 0. Seien weiterhin
By, By € B gegeben mit By N By = C # @.

(a) Begriinden Sie, warum N(B;) = N(B; \ C) + N(C), i=1,2.

Losung;:
Verschiedene Moglichkeiten, z.B.
e N ist (zufélliges) Zahlmaf, damit gelten insbesondere alle Mafeigenschaften
e p(s) ausdiinnen mit 1¢ bzw. 1g\¢
e N(B) beschreibt die Anzahl der Ereignisse von N in B. Da B; = (B; \ C)UC, setzt

sich die Anzahl der Ereignisse in B; additiv zusammen aus der Anzahl der Punkte in
B;\ C und C.

(b) Bestimmen Sie Cov(N(B1), N(Bz2)).

Losung:

Cov(N(Bi), N(Bz)) = Cov (N(B1\ C) 4+ N(C),N(B2\ C) + N(C))
= Cov (N(B1\C),N(B2\C))+Cov (N(B1\C),N())+
B1\C,B2\C disjunkt B1\C,C disjunkt
+ Cov (N(C),N(B2\ C)) + Cov (N(C),N(C))
C,B2\C disjunkt
= Var(N(C)) Z (\w(C))?* = XN2(0)%

*: Fir A, Ay disjunkt sind N(A;), N(A2) unabhéngig, d.h. Cov(N (A1), N(A42)) =0.
¥ N(C) ~ Poi(Av(C)) mit v(-) Lebesguemaf auf R2.

(c) Die folgende Abbildung zeigt je eine Realisierung von N und einem anderen Prozess M auf dem
Einheitsquadrat. Zusétzlich wurde fiir jedes Punktmuster die geschétzte L-Funktion berechnet

(vgl. Abb. A und B; zur besseren Orientierung ist die Winkelhalbierende als gestrichelte Linie
mit angegeben).

1. Ordnen Sie die L-Funktionen den Punktmustern zu und begriinden Sie Ihre Wahl.

2. Bei welchem Punktmuster handelt es sich wohl um die Realisierung von N?
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Losung:
Zuordnung;:

e Punktmuster 1, L-Funktion B:
Das Punktmuster weist deutliche Clusterbildung auf. Die L-Funktion ist fiir kleine
Werte von h deutlich gréfer als die Winkelhalbierende, die der theoretischen L-Funktion
des homogenen Poisson-Prozesses entspricht. Dies spricht fiir Clusterbildung.

e Punktmuster 2, L-Funktion A:
Das Punktmuster ldsst weder Clusterbildung noch Regularitit erkennen. Dies deutet
auf einen homogenen Poisson-Prozess hin. Die geschétzte L-Funktion stimmt nahezu
mit der Winkelhalbierenden {iberein, was ebenfalls weder Clusterbildung noch Regular-
itat indiziert.

Die Realisierung von N entspricht also Punktmuster 2.

(d) Kann man in der vorherigen Aufgabe allein aufgrund der geschétzten L-Funktion auf das Vorliegen
eines homogenen Poisson-Prozesses schlieffen? (Kurze Begriindung geniigt.)

Losung;:

Nein, Gegenbeispiel z.B. durch Zellenprozess von Baddeley und Silverman (vgl. Ubung).
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