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1 MULTIVARIATE SCHATZ- UND TESTPROBLEME

1 Multivariate Schéiitz— und Testprobleme

1.1 Schéitzung im Ein—Stichprobenfall

Daten:
e Seien xy, ..., X, unabhiingige Wiederholungen von x mit F'(x) =  und Kovarianz Var(x) = X
X} Ty ... Ty
e Bezeichne X die (n x p)-Datenmatrix X = : =
X!, Tyl oo Ty

Erwartungswertschéitzung:

no, .
Doy Tan Ty

n -
i1 Tip Tp

Empirische Kovarianzmatrix:

S = ! Z::1<Xi —x)(x; — %) = ! ( " XX, — ni(f(')

n—1 n—1 i=1

Alternativer Schiitzer fiir 3:

n—

. 1 .
3= -S ,nicht erwartungstreu™

n

Schiitzung der Korrelationsmatrix: R = (rij )pxp

D DN G )
) \/Z:lzlwﬁ B E’)Z\/Z:ﬂ(l‘” - )’

Satz:

X1, ..., X, seien unabhingig und identisch p(y, 3)-verteilt. Dann gilt
a) E(x) = p, E(S) = ¥ (Unverzerrtheit),
b) cov(X) = 13,

¢) E || x—p ||?< E || fs—p ||? fiir jeden anderen unverzerrten linearen Schiitzer fi = fi(x1, ..., X,)

a1Xy + ...+ apX,.

Sind x; . . ., x,, zusitzlich normalverteilt, dann gilt auerdem

d) x~ N, (1, 1%) und (n — 1)S = B, (x; — X)(x; — %) ~ W, (Z,n - 1).

e) x und S sind unabhingig.




1 MULTIVARIATE SCHATZ- UND TESTPROBLEME

1.2 Schiitzung im Mehr-Stichprobenfall

Daten: Grundgesamtheit ist aufgespalten in disjunkten Klassen €2, ..., Q,. Separat in den Klassen wer-
den Stichproben gezogen.

x(ll) ox) (aus Q)
x(;g) o xY (aus Q)
Arithmetrisches Mittel in Klasse /:
k
< — L L m _ #(% )
x" = azizlxl — Wy, = (,k)
Hp

Empirische Kovarianzmatrix in Klasse £:

. 1 ng . . .
S(A) - ng — 121‘11()#) - R(k))(xfk) - 5((1»))/ — X

Hiufige Annahme: 3 =3, = ... X, =%

Wenn Gleichheit gilt, dann nimmt man die gepoolte empirische Kovarianzmatrix:

g et 1L 9 ) Ry 8 (k) L
Zk:l(nk 18 —n,fgzkzlzm(xi £y (x? — x0y = w.

n—g

1
n—g

S =

wobei W = 3¢ 5™ (x®) _ x0)(x™) — %)) die Streuung innerhalb der Gruppen bezeichnet.

7
Weiter bezeichnet

B= E ¢ x® —x)(x® — %)
k=1 r( ) )
die Strcuung zwischen den Gruppen, wobei

1 9
T = 75 (k)
X n & lnk.x

den groBen Mittelwert iiber alle Klassen bezeichnet, mit
n=ny+n+...+n,
fiir die Gesamtstreuungsmatrix

g9 Nk k _ k —
T=3 > "% -x

gilt die folgende Zerlegung
T=W+B.

1 MULTIVARIATE SCHATZ- UND TESTPROBLEME

1.3 Tests, Konfidenzbereiche fiir Erwartungswerte im Ein-Stichprobenfall;

3 bekannt
Daten:
® Xi,...,X, unabhingige Realisierungen der Stichprobenvariablen

e x;~N(uX)i=1,...,n
Hypothesen:
Ho:p=py, Hi:p#p

Teststatistik:
T? = n(x = po) "S7HE — py),

Hy -«
T = X*(p)

H, ablehnen, wenn gilt:

2> *(p;1 —a)

1.4 Tests, Konfidenzbereiche fiir Erwartungswerte im Ein—Stichprobenfall;
3’ unbekannt

Daten:
® Xi,...,X, unabhingige Realisierungen der Stichprobenvariablen
o x; ~ N(p,X) mit unbekanntem 3

Hypothesen:

Ho:p=py, Hi:p#p

Teststatistik:
_n(n—p)

" opln—1)

T, % F(p,n—p)

x- No)TSil(i‘ = Ho),

s

Hj ablehnen, wenn gilt:
Ts> F(p,n—p;l—a)




1 MULTIVARIATE SCHATZ- UND TESTPROBLEME

1.5 Tests im Zwei-Stichprobenfall — unabhéingige Stichproben

Daten:
e X; = (Xi11,...,X1p,)" ist eine unabhingige Stichprobe aus einer N,(p,, X)-verteilten Grundge-
samtheit,

e Xy = (Xa1,...,X2p,)" ist eine unabhiingige Stichprobe aus einer N,(p,, X)—verteilten Grundge-

samtheit,

e Es werden gleiche Kovarianzmatrizen vorausgesetzt.

Hypothesen:
Ho:py =gy, Hy:py 7 py
Teststatistik:
ny - N2 _ e \To—1/— _
T — . 2 )TS (%) — %
ni + ng (%1 = %2) )
1
itS = ———[(m—1S 19 — 1) - S:
mi o + 2 [(n1 —1)Sy+ (ng — 1) - S5
und S; = .L_X(l (})—x())

71
H, ablehnen:

ny+mny—p—1 2
———— T*">F(pny+ny—p—11—
(m+n,—2)-p (pimo +n2 = p @)

.o Nt ng —
weil W T2 % F(pini+na—p—1)

1.6 Tests im Zwei-Stichprobenfall — verbundene Stichproben

Daten: |
(o) = () G 32)
Xz@) o Hy) \ 12 B

Ho:ipy=py & py —py =0, Hy:py # py

Hypothesen:

d;, = <M -

i

di ~ Ny(p

xf2> = H, besagt: £(d;) =0
— g3 311 + By — B — 39y)

2 DISKRIMINANZANALYSE/KLASSIFIKATION

Unbekannte Kovarianzmatrix:

Hj ablehnen < ((n — pi -d”-S3'd > F(pyn —p;1 —a)
n—
mit d = 12 d;

)(di — )"

Sa = 1771Z

Bekannte Kovarianzmatrix von d sei 34:

Hyablehnen < n-d” 271 -d > x*(p;1—a)

2 Diskriminanzanalyse/Klassifikation

2.1 Relevante GroBen:

Wichtige GroBen fiir das Klassifikationsproblem sind
— die a priori-Wahrscheinlichkeiten p(r) = P(Y =r),r =1,...,k,

— die a posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(r | x) =
PY=r|x),r=1,...k,

— die Verteilung der Merkmale, gegeben die Klasse, bestimmt durch die Dichten f(x | 1),

k).

— die Mischverteilung der Population f(x) = p(1)f(x | 1) + ...+ p(k)f(x | k).

Satz von Bayes:

x| r)p(r) _
1)

S [ r)p(r)
Zp(i)P(x

Plr|x) =

2.2 Bayes—-Zuordnung:

5*(x)—r<=>P(r|x)f max, P(i|x)




2 DISKRIMINANZANALYSE/KLASSIFIKATION

Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten:

Es lassen sich verschiedene Formen der Fehlklassifikationen durch die Zuordnungsregel § unterscheiden.

o Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifikation, gegeben der feste Merkmalsvektor x

PO(x)#Y |x)=1-P@0(x)=Y | x)
= 1-P(§(x) | x).

e(x)

o Verwechslungswahrscheinlichkeit oder individuelle Fehlerrate

g,.S:P(é(x):s\Y:T):/ flx|r)dx, r#s

x:5(x)=s
e Globale Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit oder Gesamt—Fehlerrate

e=POx)#Y)

o Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifikation, gegeben das Objekt entstammt der Klasse

e =POX) £V =1)=) e,

sr
Es gilt der Zusammenhang:

k

e = PO #Y) =Y PO £r|Y =0pr) =Y eplr)

r=1

k

DY enlr)

r=1 s#r

e = POM£Y) = [P0 £Y [0 60dx = [ =G0 fxax

Optimalitiit der Bayes—Zuordnung Die Bayes—Zuordnung
0'(x) =r < P(r|x)= max P(i | x)

minimiert die Gesamtfehlerrate ¢.

Aquivalente Diskriminanzfunktionen:
a) d(x) = P(r | x),
b) dn(x) = f(x | r)p(r)/ f(x).
©) dn(x) = f(x | r)p(r).

d) dr(x) = log(f(x | r)) +log(p(r)).

2 DISKRIMINANZANALYSE/KLASSIFIKATION

Maximum-Likelihood—(ML)-Zuordnungsregel

Sup(x) =7 = f(x|r) = max f(x]1)

2.3 Kostenoptimale Bayes—Zuordnung:

c(i,j) = ¢;; = Kosten einer Zuordnung eines Objekts aus Klasse

¢ in die Klasse j.

Fiir I = j gelte ¢;; = 0. d.h. die Kosten einer richtigen Zuordnung sind Null, wihrend ¢;; > 0 fiir i # j.

Bedingtes Risiko, gegeben x
k
r(x) = Z(f“d’(x)P(i | x).
i=1

Individuelles Risiko

Risiko, gegeben Klasse i

b
=3 ry.
j=1
Das gesamte Bayes Risiko, d.h. die zu erwartenden Kosten, lassen sich darstellen durch

R= B((Y,060) = > rpli) = [ 1) fx)ix.

Bayes—Zuordnung mit Kosten Bei Vorliegen des Beobachtungsvektors x wird das Bayes—Risiko mini-

miert durch die Zuordnung

erhilt man




2 DISKRIMINANZANALYSE/KLASSIFIKATION

2.4 Zuordnungsregel unter der Voraussetzung Normalverteilung

Klassenverteilungen:

0c11) = ey - e~ ) B e )

Bayes—Regel:

di(x) = In(f(x] 1)) +In(p(i))

1 1
di(x) = 75()( — ) TS (x — ) — 5111(det ) +Inp@i), i=1,... k.

Zusiitzlich unabhingige standardisierte Merkmale, ¥; = o1:

[ x = m |2

di(x) = — 5,2 + Inp(3)

Sind die a priori Wahrscheinlichkeiten gleich gro$3, so reduziert sich die Diskriminanzfunktion auf

di(x) = — || x — p; ||*

Klassenweise identische Kovarianzmatrizen; 3; = 3, i =1 k:

(%) =~ = ) S (x = )+ lnp(i)

1
di(x) = pI'y'x — 5#?2”#, +Inp(i), i=1,...,k

Fiir k=2 erhélt man:

A00) = i) — dafo) =[x — 5 + )] TS gy — )~ In L

Fiir die ML-Regel sind die In-Terme wegzulassen.
Schiitzer fiir p, und ¥ : ; = X,

2 DISKRIMINANZANALYSE/KLASSIFIKATION

2.5 Fishersche Diskriminanzanalyse

Daten: x;; ... Xy, in der Klasse i

Grundprinzip (Zwei-Klassen—Fall):
Projektion y=a’x mit |al=1,

so dass das folgende Kriterium maximiert wird

Qa) = (h — 52)*

s?+s3
wobei
1 &
uo= Z a’x;; = a’x; Klassenmittelpunkt,
i
52 = Z(aTa:,] — a7;)? Quadratische Abweichungen i—te Klasse.
Losung:
a = Wi (& —%)
mit
2
W = (ng+n,—2)S= ZZ(X” — %) (xi — %)
=1 =1

Mehr-Klassen—Fall: Kriterium:

Qa) = w

— max

Resultierende Eigenvektoren:

Resultierende Eigenwerte:

mit

10



3 CLUSTERANALYSE

3 Clusteranalyse

Objektmenge Q = {a;,...,a,}
Zugehorige Merkmalsvektoren {z1, ..., z,}
Gesucht: Partition = disjunkte vollstindige Zerlegung C', ..., C, so da}

9
Uci={an,...,a.},CinC; =0
i=1

3.1 DistanzmaBe fiir Objekte:

d: QxQ— R,
0
0,

d(azaa]> = d(a]'az)'

mit d(a;,a;)

’

U
=
2

R
S
v
v

Fiir metrische Distanzmafe: zusitzlich Dreiecksungleichung

d(a;,a;) < d(ag,am) + d(am,a;) firalle a;,a;j, a,

3.2 DistanzmaBe:

Binire Merkmale
x! = (zi, ..., 7)) mit z;; € {0,1}

hij(y, z) bezeichnet die Anzahl der iibereinstimmenden Komponenten in x; und x; mit Aus-

priagung y in x; und 2 in x;.

hij(y, z) = {s | (wis, wjs) = (y,2)} | fiir (y,2) € {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.
Matching—Koeffizient
hi;(1,1) + h;;(0,0)
p
Distanz Matching—Koeffizient (Anzahl nicht tibereinstimmender Merkmale)

Sij

dij =1 — s

11

3 CLUSTERANALYSE

Metrische Merkmale
X = (T, 2p) 5 Y= (Y155 Yp)
L,— Metrik

P 1/q
d(x,y) = (Z | 2 — i \q>
i=1

q =1 City-Block-Metrik
q = 2 Euklidische Metrik

Mahalanobis—Distanz
dx,y) = (x—y)"S ' (x ~y)

mit empirischer Kovarianzmatrix S

3.3 DistanzmaBe fiir Klassen:

Form: D(C,, Cs) wobei C,., Cs C Q2

1. Single Linkage—Verfahren
D(C,,Cy) = min d(a;, az)
a;j€Cs
2. Complete Linkage—Verfahren
D(C,, Cy) = max d(a;, a;)

a;€Cr
a;€Cs

3. Average Linkage—Verfahren

D&, = n,.lns Z Z d(ai, a;)

a;€Cr a;€Cs
mit n; = |C;|
4. Zentroid—Verfahren
D(CHCS) = “ Xy — X HZ
L 1
mit xX; = — X,
M el

12



3 CLUSTERANALYSE

3.4 Einige Grundbegriffe:

Mittelwert in Klasse C},

ng

1
X = —ZX,; mit ny, =| Cy, |
e

Streuung in Klasse C,
W(C) = Z (i — %) (x; — %) "
x;€C

Streuung der Partition € innerhalb der Klassen

WE) = > W(C)

k=1

Streuung der Partition € zwischen den Klassen
9 1 n
BC) = ne(Xe — %) (X — %) mit x ==Y x;
) ; k(X — X) (X, — X) - ;

Die Gesamtstreuung
n

T=> (xi—x%)(x —%)"

i=1

ist zerlegbar in

T =W(@) + B@)

13

4 MULTIVARIATE LINEARE REGRESSION

3.5 Giitekriterien: quantitative Merkmale

PartitionC = {C4,...,Cy}

1. Varianzkriterium

9
HEO) =) | % — % |2
k=1 x;€C}

Minimum-Distanz-Eigenschaft

% =% || < [Ix—%; || fir x; € Cy

2. Determinantenkriterium
HE) = |W(@)]

Minimum-Distanz-Eigenschaft

(xi — %) W) (xi — %) < (xi— %) WE) ! (x; — %) fiir x; € Oy,
3. Verallgemeinertes Determinantenkriterium

HE) = Y mn(—-W(C))

14

4 Multivariate lineare Regression

4.1 Konzept

Daten:
(yi,xi), i=1,...,n mit

y! = (Yi,---,Yig) ¢ abhingige Variablen

x! = (1,2,...,2;,) p konstante und fixe Pridiktoren




4 MULTIVARIATE LINEARE REGRESSION

Klassisches lineares Modell:

(2) cov(e)) =%, i=1,...,n
cov(e;€) =0, i#j
= cov(€), €p) =0a Ls #1
(3) Normalverteilung , €; ~ N(0,X)

v =X By tegi=1.. nj=1.4q
Matrixdarstellungen:
Vektorielle Form
x{
llr.n XIT 5(1) 6,’1
: = . : +
Yi i
Yig <) \Pw i
bzw.
yi=XiB+e€
und als Gesamtmodell
y=XB+e.
wobei
ﬁ(Tj) = (Boj Brjr - Byy), BT = (3{1)7 i 7,3@))
Multivariate Formulierung I
yi x{ €l
= Bays---:B) +| ¢
Yn X, €
Multivariate Formulierung II
xF
Yy Y@) = | F | Bay - Bg) + (€ €q))
xr
bzw. als Gesamtmodell
Y =XB+E
X7 ,30]' Yij €15
mitXo=| : [,B5 =] : Yo = €4)
x5, ﬂpj Ynj €nj
Annahmen:
(1) E(e)=0

15

4 MULTIVARIATE LINEARE REGRESSION

4.2 Schitzen

Kleinste Quadrate—Schétzung
q
> ) — XoB) " (v) — XoBy;) — min
j=1

Losung (voller Rang von X):

By = (XIX) Xy bzw. B = (XIXo)'XIY

wobei
E=Y - XOB Residuenmatrix.

Als Vektor
3 = BDiag{(X{ Xo) ' X{ }yo oder B3 = (X"X)"'X"y.
mit
Yo =0hy oY)y =01, yh.
Schitzung der Kovarianz:
. 1 n R -
= P— ;(Yi = XiB)(y: — XiB)
A 1
3= E'E
n—p—1

GauBB—Markov—-Theorem (Annahmen (1) und (2))
(1) EB)=B, E(X)=X%
2) Var(ﬁ(z)né(j)) = UU(XZXU)"

(3) Bist BLUE
Weiter gilt mit Normalverteilungsannahme
4) B ist normalverteilt

(5) Q. =EE ~ W,(Z,n—p—1)

(6) B und 3 sind unabhingig

16



5 ASSOZIATIONSSTRUKTUREN

4.3 Testverfahren

Tests: (Unter Normalverteilungsannahme)
Hy: CB=T Hy: CB#T rg(C) =s
Llad
| Qol R |
mit Q. = (Y — XB)7(Y — X(B) ohne Restriktion
Qo = (Y — XoBo)7(Y — X,By) mit Restriktion

Hj ablehnen, wenn A < A,(¢,n —p—1,5)

~ Mg,n—-p—15)

5 Assoziationsstrukturen

5.1 Marginale, bedingte und partielle Korrelation

Marginale Korrelation von Y und X

Bedingte Korrelation von Y und X, gegeben 7 = 2

cov(Y, X|Z = z2)
Vvar(Y|Z = 2)/var(X|Z = z)

PYX|Z=2 =

Partielle Korrelation von Y und X nach Elimination des linearen Anteils von Z

COV(EY-Z, €X-Z> PYX — PxzPvz

PXY-Zz =

mit €y.z, € x.z als Residuen aus den Regressionsmodellen
Y=0p+BZ+¢eyz und X =r+vZ+exyz.
Fiir (Y, X, Z) gemeinsam normalverteilt gilt

PYX|Z=2 = PXY Z-

Vvar(ey.z)\/var(ex.z) - V1=p3 /11— 0%,

17
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5.2 Korrelationskoeffizienten bei vektoriellen Grofien

Ausgangspunkt: Zufallsvektoren y, x und z mit

y Hy y Yyy Byx Xy,
p=E| x | =| pu |, Y=cov| x | =] Eg I Zx
b z Soy Sax Sa
Marginale Korrelatic trix fiir y gegeben x:

K = (kij) mit k;; = Uywj/("m”af,)-
wobei 0y, Eintrige von 3yy.
Matrix der bedingten Kovarianzen fiir y und x gegeben z = z:

Byxjs=s = (cOV(yi, 7|7 = 7).

Partielle Korrelation skalarer Merkmale y und x nach Elimination des linearen Anteils von z:

coV(Eyz, Evz) _ DY Yae) Y
VVar(eya)/Var(ees) /00 — ByX, g/ 02 — 208, By

Ozyz =

wobeig,., =y —z'Bunde,, =z —z'.

5.3 Multiple Korrelation

Ausgangspunkt: lineares Regressionsmodell y = x” 8 + ¢,.x, damit ergibt sich

var(x'B) = 2,38, = cov(y,x' B)

var(y[x) = var(ey.) = 0’2 - Ez/xz;lzxz/

und die Zerlegung
ar(y) = var(x” B) + var(y|x).

Multipler Korrelationskoeffizient:

_ 1o cov(y,x"8)
R= 0D = e B
Es gilt
»  var(x'B) _ var(y[x)

var(y) var(y)

18



5 ASSOZIATIONSSTRUKTUREN

5.4 Kanonische Korrelation

Ausgangspunkt: Zufallsvektoren y und x der Linge p bzw. ¢ mit Xy, = cov(x,y).
Betrachte Maximierungsproblem

o(a’x, bTy) 2% max

mit der Nebenbedingung  var(a’x) = var(b’y) = 1.

wobei
Ty BT T
o(a,b) = o(a"x, bTy) = w;‘z;ﬁ( )’i’/‘;ary(LTy) - VaTEixf\*/y;TEyyb.
Losen des Maximierungsproblems fiir i = 1,...,s = min{p, ¢} mit
cov(a;x,a;x) = cov(byy,bjy) =0 fir #j.
ergibt

a;, by als die iten Korrelationsvektoren,
u; = al'x, v; = bl'y als ite Korrelationsvariablen und

0i = o(u;, v;) als ite kanonische Korrelationskoeffizienten.

Fir u” = (uy,...,us) und vl = (vy, ..., v,) gilt
1 0 o 0
u 0 10 0s
cor =
v o 0 1 0
0 0. 0 1

19 6 HAUPTKOMPONENTENANALYSE

6 Hauptkomponentenanalyse

AusgangsgroBen:
2T = (21, .., T,)
u=E(x),X = cov(x)
Problem:
Yi :az-x,i =1,...,psodass
var(y;) = a Ya,;maximal

Restriktionen:

(1) ala; =1

) aTa;=0,j=1,....i—1
Aquivalent ist
cov(y,y;) =0,7=1,...,i—1

20

Losung:
y=9"x mit y'=(y,..., )
wobei
2= WAL
A =diag(Ar, ..., ), A > X >0,
¥ =(ay,...,a,)
Eigenschaften:

(1) cov(y) = A (var(y;) = Ai, cov(y;, y;) = 0,4 # j)

(2) tr(X) =tr(A)

Schiirfere Formulierung des Maximierungsproblems:
g(az-x, b,Ty) b ax
mit den Nebenbedingungen
var(alx) = var(b]y) =1, i=1,...,s
cov(a]x,ajx) = cov(b]y,bly) =0, j=1,....i—1
Losungen (a;, b;) iiber das kombinierte Eigenwertproblem

(EXyE;;nyf/\iExx)a; =0
(Zyxz;izxyf/\izyﬂbi =0




7 FAKTORENANALYSE
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Modell:
X -p=TF+U,

wobei

X (p x 1) - Vektor der beobachtbaren GroBen

p Erwartungswert von X

F  (k x 1) - Vektor der Faktoren

T' (p x k) - Matrix der Faktorladungen

U (p x 1) - Vektor der spezifischen Faktoren
Annahmen:

(1) E(F)=0

(2) U~ V(0,9), mit ¥ = diag(¥3,...,¥?)
(3) cov(F,U) =0
(4) cov(F) =1 orthogonales Faktormodell
Fundamentaltheorem fiir s = cov(X) .
s=IT"+ ¥

Insbesondere:

m

var(X;) = waj +¥? | cov(X,F)=T
j=1

Rotationsproblem (Eindeutigkeit von I bei gegebenem k&, ¥)

DU = diag(M\, - ), M > > > M




