Kapitel 2
Grundbegriffe der allgemeinen Theorie
stochastischer Prozesse



Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

2.1 Definitionen stochastische Prozesse

2.1.1 Klassische Definition: Stochastische Prozesse als Familien von
Zufallsvariablen

e (€2, F, P) Wahrscheinlichkeitsraum
T (im Allgemeinen unendliche) Indexmenge, z.B. INg, R+, ...

{X4, t € T} Familie von Zufallsvariablen
Xt . (Q,F,P) — (S,S)

mit Wertebereich S und zugehoriger o—Algebra S.

— S abzahlbar, § = P(S) "diskrete ZV"

— S =R oder Intervall ] C R, S =B oder BN1I "reellwertige ZV”
— S=RPoder I CRP, S =DBP oder BPN 1 "vektorielle ZV"
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

e Definition: Ein stochastischer Prozess ist das Quadrupel X = (Q, F, P,{X;,t € T'}).
T heiBt Parameterraum, S Zustandsraum von X.

e Bemerkungen:

— Meist lasst man den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) weg. Ein stochastischer
Prozess X = {Xy,t € T'} ist dann eine Familie von (im Allgemeinen abhangigen)
Zufallsvariablen X;.

— Fur T'= INy oder Ry wird t meist als diskrete oder stetige Zeit interpretiert.

— Ist T C Z?* (Gitter) oder T C RR?, heiBt X auch Zufallsfeld (random field) =
Raumliche Statistik (eigene Vorlesung).

— TCNgxZ? TCR, xR? oder T C Ry x Z? = zeitlich—raumliche Statistik.

e Stochastische Prozesse werden haufig nach Zustands- und Parameterraum
klassifiziert.
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

e Definition: Sei X ein stochastischer Prozess (SP) und {ti,...,t,,n € N} C T
beliebig. Dann heil3en

Py ... (BiX...xBy)=P(Xy, €By,..., X, €By)

endlich-dimensionale Verteilungen des SP X.

Fur reelle Zufallsvariablen heiBen

Ftl,m,tn(:zzl, ce. ,In) = P(X(tl) S Llyoeo- ,X(tn> < Cl?n)

endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen des SP X.

Die Menge aller endlich-dimensionalen Verteilung(sfunktion)en eines SP heiBt Familie
der endlich-dimensionalen Verteilung(sfunktion)en.
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

e Endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen (von SPen) erfiillen die folgenden
Vertraglichkeitsbedingungen (Konsistenzbedingungen):

(a) Fur jede Permutation ki,...,k, von 1,... n gilt

Ftkl,---,tkn(xkv s 7xkn) — Ftl,---,tn(xlv K vxn)'

(b) Firallel <k <mnundzxy,...,zr € R gilt

Ftl,...,tk(xly ce ,Zlfk) = Ftl,...,tn(ajla ey Ly OO,y OO)

Analoge Aussagen erhalt man allgemein fur Verteilungen mit ' — P, x4,..., 2 —
Bi,...,Brund oo — S.

e Eine (beliebige) endlich-dimensionale Verteilungsfamilie heiBt konsistent :&  (a)
und (b) gelten.
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

e Fiir jedes (feste) w € Q heiBt die Funktion

Xw): T — S
t — Xi(w),

Pfad, Trajektorie oder Realisierung des stochastische Prozesses X . Fur festes w und
laufendes t ist X;(w) eine tibliche (reelle) Folge (7" diskret) bzw. Funktion (7" stetig).
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

2.1.2 Stochastische Prozesse als Produktabbildungen

e Ein stochastischer Prozess lasst sich auch auffassen als Funktion der beiden Variablen
t und w:

X(): TxQ — S " Produktabbildung”
(tw) = Xi(w)

e Halt man in der Produktabbildung ¢ fest, erhalt man die Zufallsvariablen zuruck:

X Q2 — S t fest

w +— Xi(w) wlauft.

e Im Allgemeinen muss die Messbarkeit der Produktabbildung X (.) zusatzlich gefordert
werden. (Der stochastische Prozess heiBt dann messbar.) Alle Prozesse die wir in der
Vorlesung besprechen und alle Prozesse mit diskretem Parameterraum sind messbar.
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

2.1.3 Stochastische Prozesse als Abbildungen in Funktionenraume

e Ordnet man jedem w € € "seinen” Pfad X(w) € ST zu, kann man einen
stochastischen Prozess auch auffassen als Abbildung in den Funktionenraum S*

X: (Q,F,P) — St
w — X(w)={Xi(w), teT}.
Dabei ist ST der Raum aller Funktionen T — S, z.B.

R[>} = Raum aller Funktionen f :[0,00) — R

R™ = Raum aller (reellen) Folgen.

e Vergleich mit p-dimensionaler Zufallsvariablen:

Stochastischer Prozess p-dimensionale Zufallsvariable

T:R+,INO,... T:{1,2,,p}
SCR S=R, CR
X (w) Punkt im Funktionraum ST X (w) Punkt im R?
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Stochastische Prozesse 2.1 Definitionen stochastische Prozesse

o Frage: Lasst sich auf dem Funktionenraum S? eine o-Algebra A definieren, so dass
X: (QF)— (8T, A) messbar ist?

Antwort: Ja (die von den endlich-dimensionalen Projektionen erzeugte Produkt-o-
Algebra ST), wobei es oft zweckmaBig ist, den Funktionenraum einzuschranken.

e Beispiel: Der Wiener Prozess hat stetige Pfade
W (SL?,P) — (C(T)7BC)
wobei C(T') = Raum aller stetigen Funktionen, B~ = Borel-o-Algebra.

e Damit lasst sich die Verteilung eines stochastischen Prozesses als Bild-
Wahrscheinlichkeits-MaB Px (auf (S, .A)) der urspriinglichen Verteilung P (auf
(2, F)) betrachten:

X: (QF P)— (ST, A Px).

= Auffassung des stochastischen Prozesses X als Wahrscheinlichkeits-MaB8 Px auf
geeignetem Funktionenraum.
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Stochastische Prozesse 2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

2.2 Existenzsatz von Kolmogorov
e Zur Definition eines stochastischen Prozesses haben wir die Existenz eines

gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) vorausgesetzt, aus dem die
endlich-dimensionalen Verteilungen abgeleitet werden konnen.

In den Beispielen wurde (2, F, P) — (5,S) aber nicht explizit angegeben.

e Beispiel: Diskrete Irrfahrt

X, =Zi+...+7,, ncN

Ereignis w = (21,...,2n,...) mit z, € {—1,0,1}
= Xp(w) = z14+...4+2p
Q = (—1,0,1)" Folgenraum
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Stochastische Prozesse 2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

N
|

P(£Y)

P = P x...xP,x... Produkt-MaB
mit
p fur z,=1

P, =< q fur z,=-1
r fur z,=0

e Beispiel: Poisson-Prozess

= (w1,w2,...,Wn,...), wy € Ry Ergebnis von T}, ~ Ex(\)
= Menge aller solcher Folgen

By x By x...x By x... Produkt-o-Algebra

= Py X Pyx...x P, x... Produkt-MaB der Exp.-Verteilungen P;,...,P,, ...

U\ D €
|

e In den meisten Fallen ist eine solche explizite Angabe von (2, F, P) nicht moglich.
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Stochastische Prozesse 2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

e Der Existenzsatz von Kolmogorov zeigt, dass es reicht, wenn man die endlich-
dimensionalen Verteilungen in konsistenter Weise vorgibt.

e Existenzsatz von Kolmogorov: Sei {F}, . ;. } (bzw. {P;, .. .,}) ein konsistentes
System von endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen (bzw. Verteilungen). Dann
existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und ein stochastischer Prozess

X =(Q,F,P{X:, teT})
mit F}, .+, als System von endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen, d.h.

Ftl,...,tn(xla c. ,ZEn) = P(th S Llyeo- ,th S Cl?n)

e Bemerkungen:

— Der stochastische Prozess X ist durch den Existenzsatz nicht eindeutig bestimmt.
Es lasst sich immer ein Prozess X konstruieren, der zwar andere Pfade besitzt als
X, aber die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen!
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Stochastische Prozesse 2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

— Spezialfall mehrdimensionale Zufallsvariablen, T = {1,...,p}: Der Existenzsatz
sichert zu vorgegebener gemeinsamer Verteilungsfunktion F(x1,...,x,) die

Existenz eines W'Raumes {Q2, F, P} mit

F(lel,...,ZCp):P(Xlle,...,Xp<ZCp).

Dabei kann man sogar (€2, F) = (RP, B?) wahlen, d.h. die Realisierungen x4, ..., x,
werden mit w identifiziert, w = (z1,...,2,) € R?.

Analog bei stochastischen Prozessen:

W Pfad € S7,
() = Menge aller Pfade.

= Man braucht sich keinen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum wie bei
Irrfahrt und Poisson-Prozess zu konstruieren.
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Stochastische Prozesse 2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

— Beispiel: Wiener Prozess

(W1), (W2) und W(3) ergeben die endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen
des Wiener Prozesses (siehe 1.2.2). Der Existenzsatz garantiert die Existenz eines
solchen stochastischen Prozess, dieser besitzt aber nicht notwendigerweise stetige

Pfade.
Es lasst sich aber eine " Version” mit stetigen Pfaden konstruieren.

— In den folgenden Kapiteln werden wir stochastische Prozesse in der Regel so
einfuhren:

Vorgabe von " Konstruktionsvorschriften” bzw. " Axiomen".
= endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen.

= stochastischer Prozess inklusive Wahrscheinlichkeitsraum.
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Stochastische Prozesse 2.3 Aquivalenz- und Stetigkeitsbegriffe

2.3 Aquivalenz- und Stetigkeitsbegriffe

2.3.1 Aquivalente stochastische Prozesse

e Seien im Folgenden stets X = {X;, t € T} und Y = {Y;, t € T'} zwei stochastische
Prozesse auf dem gleichen W'Raum (€2, F, P) mit gleichem Zustandsraum (5, S).

e X und Y heiBen verteilungsaquivalent (schwach aquivalent) :<
Die endlich-dimensionalen Verteilungen von X und Y sind gleich &

V{ty,...,t,} €T,{By,....,B,} €S, n €N gilt

P(X:, € By,...,X,, € B,) =P(Y; € By,...,Y;, € By).

e X und Y heiBen aquivalent &
Pw: Xi(w)=Yi(w))=1 & PXy=Y)=1 VteT

Man bezeichnet Y dann auch als Version von X.
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Stochastische Prozesse 2.3 Aquivalenz- und Stetigkeitsbegriffe

e X und Y heiBen ununterscheidbar : &

X und Y haben mit Wahrscheinlichkeit 1 gleiche Pfade <

PX,=Y;, VteT)=1 & PHw:XwW) =YW =1

o Es gilt:

X, Y ununterscheidbar = aquivalent = verteilungsaquivalent.

Falls 7" abzahlbar: X, Y ununterscheidbar < aquivalent.
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Stochastische Prozesse 2.3 Aquivalenz- und Stetigkeitsbegriffe

2.3.2 Stetigkeitsbegriffe

e Im Folgenden seien TCR,, SCR,S=BnS
e X heiBt (fast sicher) pfadstetig <

Plw:limX(s,w) =X(t,w) VteRy) =1 <&

s—t

P(lim X(s)=X(t) VteRy) =1

s—t

e Analog definiert man fast sicher rechtsstetig, fast sicher cadlag (continué & droite
limité & gauche, rechtsstetig mit Grenzwerten von links), etc.

e X heiBt (fast sicher) stetig :<

Plw:limX(s,w)=X(t,w)) =1 Vte Ry

s—t

Sommersemester 2015 64



Stochastische Prozesse 2.3 Aquivalenz- und Stetigkeitsbegriffe

e X heiBit stochastisch stetig <

lim P(w | X(s,w) — X(t,w) |>€)=0 Ve>0,tc Ry

s—t

& plimX(s) =X(t) VteRy

s—t

" X (s) konvergiert nach Wahrscheinlichkeit gegen X (t) V¢t € R".

e Sind X und Y aquivalent und fast sicher pfad-rechtsstetig, so sind X und Y
ununterscheidbar.

Sommersemester 2015 65



Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

e Ein stochastischer Prozess X heiBt streng stationar : < V n,tq,...,t,, h gilt

Ftl,...,tn(ll?l, e ,$n) — Ft1+h,...,tn+h(il?1, . ,$n)

d.h. die endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen sind invariant gegenuber einer
Zeitverschiebung h.

e Folgerungen:

— Fiy(x1) = Fyip(x1), d.h. die eindimensionalen Verteilungen sind zeitinvariant.

— Erwartungswert und Varianz sind unabhangig von ¢:

E(X;)=u Var(X;) = o°.
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

— Die Kovarianz zwischen X, X; hangt nur von Zeitdifferenz t — s, nicht von den
Werten t, s auf der Zeitachse selbst ab:

Cov(Xs, X)) = / (21— 1) (@2 — 1)dF, 0y (51, 72)

— [ @~ W)z~ WFaye,_(1.2)
= Cov(Xp, X¢—s)
=: y(t—s)

e v(h)=Cov(Xiip, Xt) = Cov(Xp, Xg) heiBt (Auto-)Kovarianzfunktion.

e 7(h) besitzt die folgenden Eigenschaften:

v(h)
v(h)

IA

= =2

= |
>

|| ~

Q

I

<

<

=

e
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

e Ein stochastischer Prozess X heilt schwach stationar ;<
E(X;) = pu, Cov( Xy, Xs) =v(t — s)
d.h. die ersten beiden Momente sind verschiebungsinvariant.
o Es gilt
Strenge Stationaritat = Schwache Stationaritat.

Fur GauB-Prozess sind schwache Stationaritat und starke Stationaritat aquivalent.

Es gibt auch Nicht-GauB-Prozesse, bei denen schwache und starke Stationaritat
aquivalent sind.

e Analog zur Auto-Kovarianz definiert man die Autokorrelationsfunktion
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

e Sei ¢ = {¢;, t € Z} eine Folge unkorrelierter ZVen mit E(¢;) = 0, Var(e) = o2
Ein solcher stationarer stochastischer Prozess heiBt (diskretes) WeiBes Rauschen. Gilt
zusatzlich ¢; iid N(0,0?), so heiBt ¢ GauB'sches WeiBes Rauschen.

e Der stochastische Prozess X = {X;, t € Z} mit
q
Xt — Zé’jet_j, Hq 7é 0
j=0

heiBt Moving Average-Prozess (Prozess der gleitenden Durchschnitte) der Ordnung
q, in Zeichen X ~ M A(q)

e Eigenschaften:

— E(X;) =0

q
- Var(X;) =02 Y 62

£ ]
j=0
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

— (k) = 02000y + 0101+ ...+ 0,10, , |h|<q
o | hl>q

— Der M A(q)-Prozess ist stationar mit Autokorrelationsfunktion

( q—h
Zo 9j€3+h
— , 0<h<gq
p(h) = 9 Zq: 9J2,
7=0
\ 0 , h>q

e Komponentensatz fur Zeitreihen: Obwohl viele Zeitreihen in der Praxis kaum als
stationar angenommen werden konnen, bilden stationare Prozesse einen wichtigen
Baustein fur realitatsgetreuere Modelle. Man nimmt haufig an, dass sich die Original-
Zeitreihe Y; zerlegen lasst in eine Trendkomponente T}, eine Saisonkomponente S;
und einen stationaren Fehler X;:

}/t:Tt—I_St—I_Xt-
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

e Die GauB'sche Irrfahrt

Xo = 0
X, = Xi1+e, e¢~N(0,0%) iid.

ist nicht stationar, da zwar E(X;) = 0 aber Var(X;) = to? gilt.

e Der Prozess
X, =0X,_1+¢ mit ¢~ N(0,0°)

heiBt autoregressiver Prozess erster Ordnung (AR(1)).

e Fiir [6] < 1 ist der AR(1)-Prozess (bei t — 00) stationar.

Fur jeden Startwert X, konvergiert die Verteilung von X; fur ¢t — oo gegen
02
N(07 (1_52))'
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

Fordert man Xy ~ N(0, ﬁ) (d.h. der Prozess wird bereits im " Equilibrium” /

" Gleichgewicht” gestartet), so gilt (nicht nur asymptotisch sondern exakt):
- E(Xt) — O,

2

— Var(X;) = = 52)

— Corr(X,, X¢) = 8157, insbesondere Corr(Xy, X;41) = 6.

e Bei Vorliegen eines AR(1)-Prozess kann man § durch die empirische Autokorrelation
(zum Lag 1) schatzen:

1 — _
Z )(Xe1 — X)

=2

Sy
|
>
—~
[
N——"
||

~
>
N
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

e Schatzung der empirischen Korrelationsfunktion zum Lag [

=3 (- X)X - X)
pl) = ————3

EX®) = u
Var(X(t)) = o2,
p(h) = Corr(X(t),X(t+h))

= Corr(X(0),X(h)) (vorgegebene Korrelationsfunktion)
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Stochastische Prozesse 2.4 Stationare und nichtstationare stochastische Prozesse

Firalle n > 1, t1,...,t, ist X(,,) = (X(t1),...,X(¢,))" multivariat normalverteilt
mit

E<X(n)) — (H? ce 7:LL>/
1 p(ta —t1) . p(tn —t1)
/ p(tl — tg) 1 p(tn — t2) \
COU(X(n)) = 0'2 : :
p(t1 — tn-1) e p(tn — tn-1)

\ ot —t) e e — ) L)
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