Kapitel 4
Diskrete Markov-Prozesse



Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Stetige Zeit aber weiterhin diskreter Zustandsraum.

e Beispiele:

Klinische Studien, Krankenverlaufe
Markenwahlprozesse
Poisson-Prozess

Stochastische Modelle fur die molekulare Evolution, d.h. die durch Mutation
verursachte Veranderung der Nukleotide A, T, C, G an bestimmten Positionen
der DNA. Vereinfachende Annahme: Die Evolution an verschiedenen Positionen
verlauft unabhangig. Dann genugt es, Modelle separat fur die Positionen zu
entwickeln.

Weitere Annahme: Homogenitat und Stationaritat. ~ Verschiedene Modelle
unterscheiden sich durch Annahmen an die Raten A;; fur Ubergange ¢ — ;.
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Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Definition: Diskreter Markov-Prozess

Ein stochastischer Prozess X = {X(t),t > 0} mit abzahlbarem Zustandsraum heiBt
(diskreter) Markov-Prozess :<< Vn >0, Vt > s > s, > ... > 59 > 0 gilt

P(X(t) = jlX(s) =4, X(sn) = in, ..., X(s0) = 10) = P(X(t) = j|X(s) = 1)
fur beliebige 7,%,7,,...,70 € S.
pij(s,t) := P(X(¢) = j|X(s) =1)
heiBt Ubergangswahrscheinlichkeit(-sfunktion) und
P(s,t) = (pij(s,1))

Ubergangsmatrix. Ein Markov-Prozess heiBt homogen (oder besitzt stationare Uber-
gangswahrscheinlichkeiten) <

P(X(t+s)=7j|X(s) = i) = P(X(t) = j|X(0) = i) = pi;(0,1) =: pi; (D),

d.h. nur die Zeitdifferenz ist maBgeblich.
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Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Bemerkungen:

— Wie bei den Markov-Ketten werden wir uns im Folgenden meist auf homogene
Markov-Prozesse beschranken.

— pi;(t) entspricht p( ) (t-schrittige Ubergangswahrscheinlichkeit) bei Markov-Ketten.

— Fur die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt

pi(t) >0, Y pi(t) =

jES
e Chapman-Kolmogorov-Gleichung (fiir homogene Markov-Prozesse)

pz] S + t szk: pkj
kesS

P(s +t) = P(s)P(t)
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Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Gemeinsame Verteilung: Vn € IN, VO < tg < t;1 < ... <t, € Ry, 19,%1,...,%n € S

gilt
P(X({tn) = tn,...,X(11) = 01]X(fo) = o)
= Digiy(t1 —t0) - i i (tn — 1)
P(X(t,) = in,...,X(t1) =11, X(tg) = 1p)
— P(X(to) — io) 'pioil(tl — to) T 'pin_lin(tn — tn—1)-

= Satz von Kolmogorov & Likelihood.

e |m Folgenden setzen wir stets voraus

. I 1=y
pi;(0) = %fgpij(h) = 0i5 = {0 -y

d.h. ein Ubergang von i nach j (i # j) beansprucht eine positive Zeitspanne.
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Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e Definition: (Ubergangs—)lntensitét, Rate
Furi,5 €5, i # 7, heiBt

P(X — IX(t) =i
v P g PR = 51X (0 = i)
hlo  h h10 h
— Fm P(X(t+ h) = j| X (t) = i, Vorgeschichte) — - (0)
hl0 h J

Ubergangsintensitét bzw. Rate fur den Ubergang von ¢ nach j.
Fur ¢ = j definieren wir

N;; = lim pii(h) — pii(0) = lim

pii(h) — 1
h 10 h h10 '

Allgemein gilt also fur i,5 € S

o . Dpig(h) — pi(0)
Aij = pi;(0) = I}ﬂ% 5

mitOSAij <oofijr7}7éj, aber \;; <O0.
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Stochastische Prozesse 4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

e A = ()\;;) heiBt Intensitatsmatrix.

e In o(h)-Schreibweise gilt also fir ¢ # j

pij(h) = P(X(+h)=7X({)=1) = Ajh+o(h),

e Beispiel: Poisson-Prozess

piiri(h) = Ah+o(h) Nii+l = A
0, 0<j<i—1 0, 0<j<i—1
pz‘j(h) = S Aij = : ]
o(h), j=1i+2 0, j>i+2
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Definition: Geburtsprozess

Ein stochastischer Prozess X = {X(¢),t > 0} mit Zustandsraum S C Ny heiBt
Geburtsprozess :< X ist ein homogener, diskreter MP mit

piiv1(h) = XNh+o(h),
0 , 0<y<1-1
pij(h) = .
olh) , j>i+2

e Datenstruktur wie beim Poisson-Prozess, aber zustandsabhangige Intensitaten A;.

e Analog zum Poisson-Prozess gilt

Aiig1 =Ny Aig ==X, Ny =0 fur j & {7,¢+ 1}.
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Herleitung der Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pon(t) = P(X(t) = n | X(0) = 0)
aus den Intensitaten.

e Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

ergibt sich genau dann, wenn
o
Z 1 —
— \; '
1=0

Gegenbeispiel: Rate \; = 2°.
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Exponentialverteilte Verweildauern

Die Verweildauern T;, ¢« € IN, sind unabhangig und exponentialverteilt mit Parameter
A;, d.h.
e Interpretation: ) .o 5 ist die erwartete Zeit bevor {X () = oo} eintritt. Falls die

Summe divergiert scheint plausibel, dass P{X (t) = oo} = 0 gilt.

e Yule-Prozess: Population mit Anfangsbestand von X (0) = i¢ Individuen.

Unabhangige Vermehrung, wobei jedes Individuum im Zeitintervall h mit
Wahrscheinlichkeit Ah + o(h) ein weiteres Mitglied der Population erzeugt und
die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung mehrerer Individuen o(h) sei.

Der binomische Lehrsatz liefert

(

piit1(h) = (1) (A +0(h))(1 — Ah +o(h))"! = i\h + o(h)

pij(h) = (j i Z) (A 4 0(h)) =41 — A+ o(h) =V~ = o(h) fiir j —i > 2.
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

= Geburtsprozess mit Rate \; = 7\.

X (t) — 1o besitzt eine negative Binomialverteilung mit Parametern 7o und exp(—A\t).

io(1 — exp(—At))

BX(1)—io) = o TP
Var(X(0) —io) = 2B
— exponentielles Wachstum:
B(X(1) = ioexp(M),

<
)
<
>

/
e

N——"

N—"
I

o exp(At)(exp(At) — 1).

Sommersemester 2015 137



Stochastische Prozesse

4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Definition: Geburts- und Todesprozess

Ein stochastischer Prozess X = {X(¢),tf > 0} mit Zustandsraum S C Ny heiBt
Geburts- und Todesprozess :< X ist ein homogener, diskreter MP mit

Pi,i+1(h
pi,z’—l(
Pii(

(

Dij

~

h
mit
Ho

i, )\z

AVARR VAR

>\zh + O(h)
pih + o(h)

1 — (X + pi)h +o(h)

o(h)

0,
0
0

1 >0
1> 1
1 >0
lt—j51>2, 4,7>0

(> O reflektierend, = 0 absorbierend),

fur? > 1.
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

Fur die Intensitaten gilt also

Niitl = A,

Niji—1 = [,
N = Ofir |i—j|>2,
Aii = —(Ni+ )

e Die explizite Berechnung der Ubergangsmatrix P(t) aus A ist i.A. nicht mdglich.

e Das Wartesystem M/M/1 /o0

Poisson-Prozess mit Rate A Bedienungszeit X ()
~ Ez(p)

Die Anzahl der im System befindlichen Kunden X () ist ein spezieller Geburts-Todes-
Prozess mit A\; = A und u; = p.
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

Fur A < p existiert die Grenzverteilung p;:

: A
pj = lim py;(t) = (1 —r)r’, r=-—
L

t— 00

= lim;_, o, X (t) = X (00) geometrisch verteilt mit

E(X(00) = 7, Var(X(oc)) = =

e Varianten:
— begrenzte Kapazitat N des Warteraums (M/M/1/N)

- AN 0<i<N
1o i>N

— von der Lange der angetroffenen Warteschlange verursachte Entmutigung, z.B.

N=— i=0,1,...
(14 1)
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Das Wartesystem M /M /s/oco: s Schalter jeweils mit Rate p
X (t) Geburts-Todes-Prozess mit

, 1=1,...
A\ = A und u—{‘“’ P d
us, 1=s-+1,...

Grenzverteilung existiert fur A < spu.

e Modelle zur Bevolkerungsentwicklung

Verallgemeinerung des Yule-Prozess mit Geburtsrate A\; = ¢\ und Sterberate u; = iu

Fir X(0) =1 kann man zeigen:
E(X(t)) = exp((A — p)t)  (fir X7 p)

L, A<up

Wahrscheinlichkeit des Aussterbens =
S A>p
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Struktur der Pfade von Geburts- und Todesprozessen

Wahrscheinlichkeit fiir Verlassen des Zustands ¢ im Intervall (¢,¢ + h|:
(Ai + )b +o(h).

= Exp(\; + p;)-verteilte Verweildauern (analog zum Poisson-Prozess).
Wahrscheinlichkeit fiir Zustandsanderung ¢ — ¢ + 1: \;h + o(h)
Wahrscheinlichkeit fiir Zustandsanderung ¢ — ¢ — 1: u;h + o(h)

Unter der Bedingung, dass eine Zustandsanderung stattfindet, erhalt man also die
bedingten Wahrscheinlichkeiten

A\ .
. Ubergang 1 — ¢+ 1
(i + p14)
i - : :
Ubergang i — 1 — 1
(Ai + pi)
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Stochastische Prozesse 4.2 Geburts- und Todesprozesse

e Vorgehen zur Simulation:

Der aktuelle Zustand sei i. Realisiere eine Exp(\; + p;)-verteilte Zufallsvariable,
um die Verweildauer in 7 zu erhalten. Entscheide dann anhand eines Bernoulli-

Experiments mit den obigen Wahrscheinlichkeiten, welcher der zwei moglichen
Zustandswechsel eintritt.

Sommersemester 2015 143



Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Voraussetzungen: p;;(0) = limpop;;(h) = 6;;, Pfade (mit W'keit 1) rechtsseitig
stetig.

Bezeichnungen:

— S, Zeitpunkt der n-ten Zustandsanderung, So = 0,

— Y, = X(S,) zum Zeitpunkt S;,, angenommener Zustand,

— Tha1 = Sp+1 — Sp Verweildauer in Y,

— Spt1 =50 +Tht1.

— Falls absorbierende Zustande Y,, moglich sind, d.h. S,, 11 = o0,

Y’rm S’n—l—l =
Yn—l—l —
X(Sn_|_1), Sn_|_1 < Q.

— V(t) Vorwartsrekurrenzzeit: Dauer von t an bis zur nachsten Zustandsanderung
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Exponentialverteilte Verweildauern:

Die Verweildauern T;, ¢ € IN sind exponentialverteilt mit Parameter \;. Fur jeden
Zeitpunkt ¢ gilt

PV(@H) <slX(t)=i)=1—eN 5>0,
die Vorwartsrekurrenzzeit ist also ebenfalls exponentialverteilt mit Parameter );.
e Definition: Zustand ¢ ist

absorbierend < M\, =0
stabil & 0< )\; <o

instabil & A\, =
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Falls 7 absorbierend ist, gilt fur alle s > 0
PV(t)>s| X(t)=19)=PX({t+s)=1|X(t)=1)=1.

Der Zustand 7z wird mit W'keit 1 nicht mehr verlassen.

Falls 2 stabil ist, gilt
PO<V(t)<oo| X(t) =1) =1.

X verweilt in i eine positive, aber endliche Zeit (mit W'keit 1).

Falls ¢ instabil ist, gilt
PV(it)=0|X(t)=1)=1.

Der MP verlasst einen instabilen Zustand sofort wieder. Dies fuhrt zu nicht rechtsseitig
stetigen Pfaden. Daher sind instabile Zustande im weiteren ausgeschlossen.
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Struktursatz: Sei X ein Markov-Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Dann gilt
Vn e Ng Vi, e,....00€ S5 Vt,t1,...,t, e RVO< s1... < sy

1.

P(Ypi1 =3, Tnp1 >tV =1d,..., Y5 =10, = Sny..., 8 = 0) = gz

0 , ¢ stabil
m|t > 07 — 1’ J— ’ .
qij = j;qw Tii {1 . 7 absorbierend

. {Y,,n € IN} ist eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Q = (i5)

P(Thir >ty =14,Yi1 =j) = P(Thy1 > t|Y,, =i) = e Mt

P(Ty >t1,...., T >tp|Yn=1,...,Y) =1ip) = e Noll . o i _itn
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Bemerkungen:

(a) {Y,, n € IN} heiBt eingebettete Markov-Kette. Erreichbarkeits- / Rekurrenzeigen-
schaften der eingebetteten Markov-Kette ubertragen sich auf diskreten Markov-
Prozess.

(b) Aussage 3 besagt, dass A; nur vom eben besuchten Zustand, nicht aber vom
nachsten abhangt.

(c) Aussage 4 besagt, dass die Verweildauern exponentialverteilt und bedingt
unabhangig sind, wenn die Folge der besuchten Zusande gegeben ist.

(d) Der Struktursatz liefert auch die gemeinsame Verteilung von {7,,,Y,} und damit
die Likelihood zur ML-Schatzung der Strukturparameter \; und ¢;; (bzw. der
Intensitaten \;;):

P(Tl >t1,...,Tn>tn,Y0:i07Y1 :/LlaaYn:Zn)
— P(Tl>t1,---,Tn>tn|YO:i07Y1:i17"'7Yn:in)
°P(Y0:7:07Y1 :’Ll,,Yn:’Ln)

— ot iyt '
= e 0. e T P(Yo =) - Gigiy t - - Qipyqin
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Konstruktion bzw. Simulation der Pfade eines Markov-Prozesses:

— Startwert X (w,0) = Yp(w) = 19

— Im Zustand Y,,(w) = i,, n € Ny, bestimmt man gemaB der Verteilung g;,;, 7 € S,
den nachsten Zustand Y, 11 (w) = tp41.

— Die Verweildauer T}, 11(w) = t,11 in i, bis zum Sprung nach i, wird gemaB
einer \; -Exponentialverteilung realisiert.

e Definition: Regularer Markov-Prozess

Ein Markov-Prozess heiBt regular, wenn er die folgenden Eigenschaften besitzt:

1 ,i=
p]() h\l,Opj() J {O ,Z#]
2. Pfade (mit Wahrscheinlichkeit 1) rechtsseitig stetig.

3. sup,, S = +00.
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Regularitatskriterien

Ein Markov-Prozess, der die Eigenschaften 1. und 2. erfullt ist regular, falls eine der
folgenden Eigenschaften gilt:

1. S ist endlich.
2. >\z <c fur alle z € S.
3. Alle Zustande der eingebetteten Markov-Kette Y sind rekurrent.

4. Die Markov-Kette Y verbleibt mit Wahrscheinlichkeit O in einer transienten Klasse.

e Intensitaten und Strukturparameter

X sei ein regulirer MP. Dann sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(t) stetig
differenzierbar und es gilt

pi;(0) = limpijw) —i5(0) = \ij = {_)\iv 1=

hlO h )\qu]a v 7é ja
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

bzw. in o(h)-Schreibweise

P(X(t+h)=jX({)=1) = h)\q;qij—l—O(h), 1 F£ )
P(X(t+h) =i|X(t) =i) = 1—Ah+o(h).

In Matrixschreibweise (.S endlich):
P(h) =1+ Ah+o(h).

bzw.

lim b(n) —1
h— oo h

— P'(0) = A.

Die Zeilensummen der Intensitatsmatrix A sind gleich 0, d.h. fur alle 7 € S gilt
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten P(t) aus A

Sei X ein regulirer Markov-Prozess. Dann ist die Ubergangsmatrix P(t) = (p;;(t))
durch die Ubergangsmatrix () der eingebetteten Markov-Kette Y und die Parameter
A; der Verweildauern bzw. die Intensitatsmatrix A eindeutig bestimmt. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten pi;(t) sind Losung von

L opi;(t) =Y Xirprj(t)  bzw.  P'(t) = AP(t), P(0) =1
keS

(Riickwartsgleichungen von Kolmogorov)

2. pi;(t) = piw(t)A; bzw. P'(t)=P(t)A, P(0) =1
keS

(Vorwartsgleichungen von Kolmogorov)
3. Fur endliches S ist die Losung gegeben durch

(tA)* (AP

_ StA
P(t)=e"=1+tA+ 5 3
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

Die (numerische) Berechnung erfolgt mit Hilfe der Spektralzerlegung von A
A = U diag(dy, ..., dm) U,
mit den Eigenwerten d4,...,d,, und der Matrix U der Eigenvektoren. Dann gilt

P(t) = U diag(e™?, ..., em)U—1,

e Beispiel: Markov-Prozess mit 2 Zustanden

=% )

3

|
7 N\
o O

|
w O
N———

-

I
Z~~ N
— =

|
DO =
N———

-

L

|

N

Wl WIN
|

Wik Wk

N————
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

P(t) = U diag(e™t eyt
2 1 11
_ 3 3 —3t 3 3
- 2 1 | T€ 2 2
3 3 3 3

Bemerkung: Es existiert der Grenzwert

2 1
: [ 3 3
Jn P(t) = 2 1

e Beispiel: Allgemeiner Markov-Prozess mit 2 Zustanden
A= ( A A ) .
B
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

Die Kolmogorov-Gleichung P’(t) = P(t)A ergibt

(P00 ) (ot oty (=AY

= DPoo(t) = —Apoo(t) + ppo1(t), po1(t) =1 — poo(t),
= poo(t) =+ — (A4 )poo(t).
Losung:
H At
t) = ——— 4L OFn
Poo(t) A A+ ue
poi1(t) = 1—poo(t)
— A Le—(kﬂb)t
Apu A+ up

Sommersemester 2015 155



Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

Aus Symmetriegriinden erhalt man

A -
P (t) At A+u
L ¥ I3 —(A4p)t
t) = —— ——L ¢
P1o(t) A A+p

Grenzwert:

M A
fim P(0) — ( R )

t— o0 1 PP

e Die Zustande eines Markov-Prozesses werden anhand der eingebetteten Markov-Kette
klassifiziert (Rekurrenz, Erreichbarkeit, Periodizitat, etc.).

e Fur transientes j folgt aus lim;_, qg) — 0 fiir die t-Schritt UW qg) auch

lim; ,oopij(t) = 0.  Fir Grenzwertsatze daher Beschrankung auf irreduzible,
rekurrente MP.
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Stochastische Prozesse

4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Grenzwertsatz:

Sei X ein regularer, positiv-rekurrenter und irreduzibler Markov-Prozess. Dann gilt:

1. lim P(X(t) = j) = m; existiert V j € S, und ist von der Anfangsverteilung

t— 00

unabhangig.

2. Die Grenzverteilung 7 laBt sich berechnen uber

(a) m; = ac mit uA = 0 bzw.

Zi 22

(b) 7; S v/ mit v = vQ.
(™)

3. tlgglo Pit)y=| =
\ =/

4. m=(...,mj,...) ist strikt positiv.
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

5. m ist die einzige stationare Verteilung von X, d.h. es gilt

Tr=7n-P(t) Vt>0.

e Beispiel: Markov-Prozess mit zwei Zustanden

ST
= )

Moglichkeit 1: Uber die Intensitdtsmatrix A =0

—,Lbl)\l + ,LLQ)\Q =0 & —,ul)\l + (1 — ,ul))\g =0
piAl — p2d2a =0 & Ao —pui(A+A2) =0

. Y
AL+ Ao H2 = A+ Ao

= U1 =
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Stochastische Prozesse

4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

Moglichkeit 2: Uber die eingebettete Markov-Kette v = v ()
0 1
=(V)
11
v=|-=,=].
2" 2

: : : I 1
Grenzverteilung ist proportional zu | —, — | :
A1 A9

stationare Verteilung:

(7 77)—( A2 M )
A P VNI VL VNS ey
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Stochastische Prozesse

4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Peter Prinzip: Drei berufliche Kategorien in einem Betrieb

Senior
T
A= J
S

Grenzverteilung: m = (7, 7y, 75)

ATTT
AJT g
ASTCS

1

Losung ist

sk
==
mit N = AgAj + AsAr + A ss.

T

T J S

— AT AT 0
AT —AJ AJs
Ag 0 —Ag

] —

AJTT ]+ AgTrg
ATTT
AJST g

T + Ty + Tg.

ASAT ATAJS

TS =

N '’ N

. T" Trainee, J Junior, S
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Stochastische Prozesse 4.4 Inferenz

4.4 Inferenz

e /wei mogliche Situationen in Anwendungen:
1. Vollstandige Kenntnis uber einen oder mehrere Pfade.

2. Beobachtungen nur zu Zeitpunkten t; < 5 < ... < t,, d.h. Pfade nicht vollstandig
beobachtet.

e In beiden Situationen: Likelihood—basierte Inferenz fur die Strukturparameter A =

{)\’LJ} bZW. Q — {Qij}, )\ — {)\@}

e Situation 1:

Die Likelihood wird gemaB Struktursatz bestimmt:

P(Yn — i’l’L? 1, > tnlyn—l — in—la Sn—l — Spn—1y--- 7Y0 — iOa SO — O) — Qin_line_Mn_ltn-
= Gemeinsame (bedingte) Dichte fur Y,, diskret, T;, stetig (beziiglich ProduktmaRB
aus ZahlmaB und Lebesgue-MaB):

—A tn

in—l

Qipy1inNiy_ 1€
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Stochastische Prozesse 4.4 Inferenz

Likelihood L()\w"&o, ?:1, . o 77:71—17 ’I:n, t1,... ,tn)i

L(Aij) — pio(o) *igig Nig€ Mgt Qiine_Aitj C Qin—1in)\in_1€_>\in_1tn
— pzo O H{GXP z’Yz H (qw )nw}
€S JES,jF#i

mit -; gesamte Verweildauer in ¢ und n;; Gesamtzahl der Ubergénge T — 7.

Log-Likelihood (ohne p;,(0)):

l()\w) = Z — A% + Z Mg log()‘ij)

icS i,jE€S,i#£]
— Z (—)\Z-j%; + T lOg()\ij))
,J397#]
8l(>\w) Mg !
= =Y — =0
O, LW
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Stochastische Prozesse 4.4 Inferenz

Damit ergeben sich die ML-Schatzer

A n’l,

)\ij - Y
Yi

A n?, .

A = —, mitn; = E i
Yi

Q’Lj p— — p—

A

Ai; ist konsistent fur \;; mit asymptotischer Varianz

M
2 .
)

e Situation 2: Daten X(t1) =41,..., X(t,) = i, = Likelihood

L(Xij| X (t1) = t1, ..., X(tn) = in) = Dig(0)Diyiy(t2 — 1) - oo - Di_in(En — 1)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten mussen dabei aus den Kolmogorov-Gleichungen
bzw. uber die Spektralzerlegung von A bestimmt werden.

= Numerisch aufwendig.
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