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Kapitel 1

Einfiihrung und Beispiele

Inhalt:

e Anwendungsbeispiele
e crste Definition eines stochastischen Prozesses

e einige spezielle stochastische Prozesse
Ziel:

e Aufzeigen der Vielfalt stochastischer Prozesse

e Einfithrung erster Grundbegriffe anhand von Beispielen

1.1 Einfiihrende Beispiele und erste Definition
Beispiele:

e rein zeitlich:

— Mikrodaten des IFO-Konjunkturtests

— Markenwahl

— Erwerbstétigkeit: Individuelle Verldufe, Anzahl Erwerbsloser
— Krankheiten : Individuelle Verldufe, Anzahl Erkrankter

— DNA-Sequenzen

Genetische Evolution

(Aktien)Kurse: Tagesdaten
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(Aktien)Kurse: Inter-Tagesdaten
— Schlafzustidnde

— Schadensfille und Schadenshohen bei KFZ-Versicherung

Brown’sche Bewegung (ein- und mehrdimensional)
e rdumlich 4 rédumlich-zeitlich:

— Krebsatlas (rdumlich, rdumlich-zeitlich)

Erwerbstétigkeit (rdumlich, rdumlich-zeitlich)

— fMRI Daten (human brain mapping)

Kosten bei privater Krankenversicherung (rdumlich-zeitlich)

In allen Beispielen beobachtet bzw. misst man Realisierungen von ZV X;, t € T, mit einer geeigneten

Indexmenge T', z.B. mit

T C No, Ry (Zeit),

T C7? (réumliches Gitter),

T CR? (kontinuierliche Teilmenge),
T CZ*x Ny (Raum-Zeit).

Dies fiithrt zur ersten

Definition 1.1  Stochastischer Prozess (SP) als Familie von ZV

Sei T' Indexmenge bzw. Parameterraum. Die Familie { Xy, ¢ € T'} von ZVen heifit stochastischer

Prozess. Der Wertebereich S der ZVen heif3t Zustandsraum.

Bemerkung;:

Genauer gilt X; : (2, F,P) — (5,8) ZV fiir alle t, S ist o-Algebra und (Q, F, P) ein W-Raum.
Dabei ist in der Regel S C Z, R, R?,... und fiir die o-Algebra S gilt S = P(S) fiir S diskret bzw.
S = B Borelmengen fiir S € Ry, R,...

Dann heifit das Quadrupel X = {Q, F, P, (X, t € T))} stochastischer Prozess.

1.2 Spezielle stochastische Prozesse

1.2.1 Irrfahrten (Random walks)

Irrfahrten (,Random Walks*): einfache stochastische Modelle fiir Spielsituationen; diskretisierte Idea-

lisierung von Kursverldufen bzw. der Brown’schen Bewegung.
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Diskrete einfache Irrfahrt auf der Geraden

Start in 0 (Zeit t = 0)
Bewegung: (t =1,2,...)

Ein Schritt nach rechts mit Wahrscheinlichkeit p
Ein Schritt nach links mit Wahrscheinlichkeit ¢
Verbleiben im Zustand mit Wahrscheinlichkeit r
p+qgt+r=1

{Z, t =1,2,...} i.i.d. Folge

Zy € {—1,0,1} ZV fiir t-ten Schritt
P(Zy=-1)=q, P(Z=0)=r, P(Zy=1)=p

X:, t=0,1,2,... Position nach dem t-ten Schritt
Xo=0, X, =Z1+2Z0+...+Z,bzw. X4 =Xy 1+ 24, t > 1

Definition 1.2 Einfache Irrfahrt

Die Folge X = {X;, t € No}, mit X; = Xy_1 + Z;, heifit (einfache) Irrfahrt auf der Geraden.
(Zy iid. mit P(Z, =1) =p, P(Z, = —1) = q, P(Z = 0) = 1)
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Also: {X;, t € INg} ist ein stochastischer Prozess mit T'= Ny, S = Z.
Zugrundeliegender Ergebnisraum €2, Ergebnisse w:
w Folge der Realisierungen von 71, Zo, . ..
zB. . w=(1,1,-1,1,1,0,0,1,-1,...) = (Z1(w) = 1, Z2(w) = 1, Z3(w) = —1,...)
Q={-1,0,1}X

Pfad, Trajektorie, Realisierung: Treppenfunktion bzw. Polygon.

e Spezialfille:

kein Unentschieden

p=q = faires Spiel, symmetrische Irrfahrt

N = D

e Modifikation: Absorbierende Schranken

Interpretation: Spieler A mit Anfangskapital a
Spieler B mit Anfangskapital b

X; Gewinn von A nach t Spielen
{X¢ = —a} Ruin von A (,,Gambler’s ruin*)
{X: = b} Ruin von B.

Ziel: z.B. Berechnung von Ruinwahrscheinlichkeiten bzw. Gewinnwahrscheinlichkeiten.

Ohne Beweis:

Gewinnwahrscheinlichkeit bei p = ¢ = % ist

und fir B: Pg = b

fir A: PA:a+b s

e Markov-Eigenschaft der diskreten Irrfahrt:

PXpm=j|Xe=i, X1 =01, Xpo=11—2,..., X1 =11) = P(Xeq1 =J | X =1),
fir j e {i+1,4,i—1)

Interpretation: Die Zukunft X1 ist bei bekannter Gegenwart X; (bedingt) unabhéngig von der
Vergangenheit X;_1,..., X7 (Xo=01!) bzw. X;_1,..., X3, Xo; Xo unabhéngig von {Z;}.
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Beweis:

PXiy1=7 | Xe =4, X1 =144-1,..., X1 =11, X0 = ip)

= PZiyy1=j5—i|Zy=1i—it-1,..., 21 =11 — i, Xo = ip)

(Zt41,24,...,21,X0 unabhingig) . . . .
DAL P20 P(Zijy=j—i)=PXy1=7| X; =1).

Ungerichtete Form der Markov-Eigenschaft:

P(Xi=i| Xsze) = P(Xi =i | Xey1 = dgg1, Xpm1 = i1-1)

Interpretation: Bei gegebenen Nachbarn X1, X;—1 ist X; von weiteren Nachbarn links und

rechts unabhéngig.

Beweis:

e Zwei-dimensionale symmetrische Irrfahrt

Xn = (XlnaXQn) S Z2
Xn+1 = Xo+2Zy;

()C) 2

N
m
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Verallgemeinerungen

e Allgemeine Irrfahrt (Random Walk)
Bisher: {Z;, t € IN} iid Folge mit Z; € {—1,0,1}.
Allgemein: {Z;, t € N} iid Folge, Z; beliebig verteilt.
Beispiel: {Z;, t € N} iid N(0, 02), ,GauB’sches Weiles Rauschen®,

X = X¢_1 + Z; GauB-Irrfahrt.
Markov-Eigenschaft gilt analog:

flag | X1 =21,..., X1 =21) = f(CCt \ X1 = xt—l) ~ N(xt—bUQ)
baw. Xi| Xe1,.., X1~ Xy | Xeo1 ~ N(Xy1,0?)

e Autoregressive Prozesse

Autoregressiver Prozess der Ordnung 1 (AR(1))

X, =pXi_1+ 2y, Z;iid N(0,02)
Autoregressiver Prozess der Ordnung p (AR(p))

Xe=pXoa+ ...+ ppXsp+ 24

GauB-Prozess, falls Z; iid N(0, o2).

Markov-Eigenschaft

Xt ’ Xt—l; .. .,Xl ~ Xt|Xt_1 ~ N(pXt_1,0'2) fiir AR(l)
Xe| Xty Xo~ Xo | Xi1y oo, Xeep ~ N(pe, 02) fir AR(p)
mit gy = p1Xe—1 + ...+ ppXip.

Autoregressive Prozesse sind wichtiger Baustein in der Zeitreihenanalyse.

e Riaumlicher Markov-Prozess

Baustein fiir Bildanalyse, geographische Epidemiologie, etc.

{Xs, s=(i,j) € Z*} heifit rdumlicher (Gitter-)Prozess oder Zufallsfeld.

Beispiele:
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e X;; € {0,1} Indikatorvariablen, z.B.
1 archéologischer Fund in (4, j)
Xij =

0 sonst

e X, €{0,1,2,...} Zéhlvariable, z.B. Anzahl von Krebserkrankungen in bestimmter Periode in

Landkreisen; dabei ist das Gitter irregulér.

o X;; stetig verteilt, z.B. Graustufe/Farbe in der Bildanalyse

R&umliche Markov-Eigenschaft

F(Xij | Xua, (k1) # (,9)) = f(Xij | Xiay (1) ~ (4,5))

~: ,Nachbar von*

1.2.2 Wiener-Prozess

Historisch: Der Wiener-Prozess ist stochastisches Modell fiir die Brown’sche Bewegung, d.h. die (zeits-
tetige) Irrfahrt kleiner Teilchen in homogener ruhender Fliissigkeit. Irrfahrt kommt durch zufilliges
Zusammenstolen mit Molekiilen der Fliissigkeit zustande.

Moderne Herleitung: N. Wiener, 1923.

Parameterraum 7 = R, Zustandsraum S = R (bzw. R?, R3).
Bezeichnung: W = {Wy, t € Ry} oder {W (), t € Ry},
(W(t) um die ,,Funktion® von t zu betonen)

Der Wiener-Prozess ist wichtiger Baustein zur Modellierung von Wertpapierpreisen mit Anwendung
in der Optionsbewertung (Black-Scholes-Regel), vgl. z.B. Korn/Korn (1999):
Sei Py(0), Py(t) der Preis eines risikolosen Wertpapiers (z.B. Sparguthaben) zu den Zeitpunkten 0 und

t. Bei stetiger Verzinsung mit konstantem Zinssatz r gilt

Py(t) = Py(0)e" bzw.
InPy(t) = InPy(0)+rt

— loglinearer Ansatz fiir Aktienkurse:
In P(t) =In P(0) + rt + W (t),

W (t): regelloser Fehler in stetiger Zeit ~ N(0, o%t).
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Der Wiener-Prozess als Grenzfall von Irrfahrten

X (t) symmetrische diskrete Irrfahrt mit Bewegungen zu den Zeitpunkten nAt, n =1,2,... um +Az

nach oben bzw. unten, jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

X (t) = Lage des Teilchens fiir t = nAt, X(0) = 0 Start.

n P(Z,=+Az)=1
— X(t) = > Zk, Zj iid mit (Zr=+02) =3
k=1 P(Zk = —A$) = %
E(Zr) =0
Var(Zy) = (Az)?
A 2
L B(X(1) = 0, Var(X (1)) = (Az)?n = ¢ A“””t) ¢
2
Grenziibergang n — 0o, so dass
2. (Ax)? 2
o’ = g O0<o”" <

konstant bleibt: Zentraler Grenzwertsatz
= X(t) ~N(0,0%) fiir n — oo.

Weiter gilt:
Die Zuwdchse X (t)—X(s), X (v)—X(u), mit u < v < s < ¢t sind unabhdngig, da sie sich aus getrennten
iid Teilsummen der {Z,}-Folge zusammensetzen.

Die Zuwdchse X (t + s) — X (s) sind stationdr, d.h. die Verteilung hingt nur von der Zeitdifferenz ab
X(t+s)—X(s) ~ X(t)—X(0) ~ N(0,0%)

Plausibel: Unabhéngigkeit und Stationaritéit der Zuwéchse iibertréagt sich auf Grenzprozess fiir n —
oo. Exakter Beweis schwierig.
Deshalb: Axiomatischer Zugang, obige Eigenschaften + Stetigkeit der Pfade (aus ,physikalischen®

Griinden) werden postuliert.

Die ,Herleitung® des Wiener-Prozesses als Grenzfall von Irrfahrten funktioniert auch fiir allgemeine

»Symmetrische“ Irrfahrten, z.B. mit

Z, ~ N(0,02At), t=nAt

2
Var(X (1)) = no®At = “Xft — %

— X (t) ~N(0,6%) fiir n — oo
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Axiomatische Definition und Eigenschaften des Wiener-Prozesses

Definition 1.3 Wiener-Prozess W

Ein stochastischer Prozess W = {W (t),t € Ry}, S = R, heifit Wiener-Prozess, wenn gilt:

(W1) Zuwdchse normalverteilt und stationdr:

W(s+t)—W(s) ~ N(0,0%) fir alles,t>0

(W2) Fiiralle 0 <t <ty <...<ty, n>3 sind die Zuwdchse
W(ta) — W(t1), ..., W(tn) — W(tn-1)
unabhdngig
(W3) W(0)=0

(W4) Pfade sind stetig

Fiir 62 = 1 heifit der Wiener-Prozess normiert.

Bemerkungen:

(a) (W1), (W2) = Wiener-Prozess ist Prozess mit stationéren, unabhéngigen und normalverteilten

Zuwéchsen.
(b) (W3) ist Anfangsbedingung. Addition von ¢ liefert W (t) = W (t) + ¢ mit W (0) = c.

(c) (W1), (W2), (W3) bestimmen , endlich-dimensionale Verteilung®“ von
W(t1), W(te),...,W(tn) Vn>1.t1,...,t, € Ry.
(W4) folgt nicht aus (W1), (W2), (W3). Im Gegenteil: Man miisste zeigen, dass (W4) mit (W1)
— (W3) vertriglich ist.
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Eigenschaften des Wiener-Prozesses

(a) Verteilungseigenschaften
eindimensionale Verteilung;:
W(t) ~N(0,0%) VteRy,
da W (t) — W(0) ~ N(0,02t) nach (W1).

——
=0

zweidimensionale Verteilungen:

( Wis) ) ~N(O0,%), 0<s<t
W(t)

220255
st’

also  Cov(W(s),W(t)) = o%s. Fiir s,t beliebig: Cov(W(s), W(t)) = min(t, s)o?.

mit

Beweis:

W(s),W(t) —W(s), 0 <s<t o0.B.d.A unabhingig und normalverteilt.(W1, W2)
—— N ——
=U =V

= W(s) =U, W(t) = U + V bivariat normalverteilt

Cov(W (s), W(t)) = E(W(s) W (t))
= E[(W (1) — W (s)) W(s) +(W(s))?]
-
. E[(W (1) = W(s)) (W(s) = W(0))] + B(W (s))*
1% U U
unabhanglg:e Zuwichse E[(W(t) . W(S))] E[(W(S) _ W(O))] —i—VaI"(W(S))
E(V)=0 E(U)=0 o?s

Die bivariate Normalverteilungsdichte lasst sich schreiben als:

1

1 x% (xg — a:l)Q
s = - - - 9 < t
foal@r,@2) 2102\/s(t — s) exp{ 202 [ s T s ’

Beweis: Ubung

Bedingte Dichten:
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Beweis: Ubung

W(s) | [W(t) =] W(t) | [W(s) = d]
Linearitat des bedingten ,Neustart zur Zeit s in a*
Erwartungswertes

Endlichdimensionale Verteilungen:

0<t1<ta<...<typ, neN
(W(t1)> s 7W(tn))/ ~ N(O?022)>

t1 t1 t1 ... 1
tl t2 t2 t2
Y= t1 to t3 ... 13
t1 to 13 ... In
Dichte:
2 _ 2 _ 2
L O Gl (= ot il
t1yestn \ L1y o o5 Tn) =
1 1e (o 2”)”\/t1(t2—t1)'---'(tn—tn_1)
!
= Ju(@)fin @2 | 21) o fra, (@0 | 2no1)

Bemerkung: Dies zeigt die Markoveigenschaft von W, vgl. Kap. 8.

(b) Pfade

Die Pfade sind stetig, aber (m. Wkeit 1) nirgends differenzierbar und in jedem endlichen Intervall

von unbeschrankter Variation

Beweis: wvgl. A2, Kap 6, FKO.

(unbeschréinkte Variation: s = tg <ty < ... <, =t Gitter auf [s,t], Schrittweite §,, = £=*)

Dann gilt:
D W (th) = W(tg1)| — oo, fiir n— o0
k=1
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Plausibilitétserklarung fiir Nicht-Differenzierbarkeit:
Fiir den Diff.Quotient gilt

h
d.h die Varianz des Diff.quot. — oo fiir h — 0.

W(t+h) — W(t) NN<O’ o? >

Es gilt sogar

h
= Diff.quot. kann nicht gegen endliche ZV konvergieren.

t+h)—WI(t
P {a < Wit+h) - W) < b} — 0, [a,b] endl. Intervall

Weitere Eigenschaften, z.B. Markoveigenschaft, in Kap. 8.

17

Fazit: Trotz der harmlos erscheinenden Verteilungseigenschaften ergeben sich extrem , unglatte“ Pfa-

de.

1.2.3 Zahlprozesse und Poisson-Prozess

Zihlprozesse

e {S,,n € N} SP von Ereigniszeitpunkten
Sy Zeitpunkt des n-ten Ereignisses
z.B.

¢ Eintreten von Schadensfillen bei KFZ-Versicherung

Todesfille in klinischer Studie

<

<

Ankiinfte von Jobs bei Computer, von Kunden bei ,,Servicestelle®. . .
¢ Kauf eines Produkts,

¢ Transaktionen an Borse
e {T,,,n € N} SP von Verweildauern, Zwischenankunftszeiten, etc. mit 7,, = S,, — S,,—1

e Zihlprozess
N(t) = > I(0(Sn) = Anzahl der Ereignisse in (0,t].
n=1
(So wird nicht gezéhlt)
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Ubereinkunft: T, > 0 fiir alle n € IN, d.h. keine gleichzeitigen Ereignisse.
Pfade = Treppenfunktion mit Sprunghohe 1, rechtsstetig
Es gilt:

S, <t & N({t)>n
Sp<t<Spy1 & N({t)=n

N(t) = max{S, <t} = min{Sy+1 >t}

Mehr zu Z#éhlprozessen in Kapitel 7; hier: Poisson-Prozess als einfachster Z#hlprozess

Erweiterung:
Markierter (oder ,bewerteter) Zahlprozess
Zu jedem Ereigniszeitpunkt S,, wird eine zweite Variable Y,, beobachtet.
z.B. Y, Schadenshohe bei n-ten Schaden
Y,, Preis(-verdnderung) bei n-ter Transaktion

Y,, Todesart

Der Poisson-Prozess
FKO, S. (80/81) ff.

Definition 1.4 Zihlprozess N mit unabhingigen und stationiren Zuwéichsen
N besitzt unabhdingige Zuwdichse <

VnV0<ty<ti <...<t, sind N(t1) — N(to),...,N(tn) — N(tn,—1) unabhingig
N besitzt stationdre Zuwdchse <

VO<t; <ty, s>0 sind N(tz) — N(t1) und N(ta+s) — N(t1 +s) identisch verteilt
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Definition 1.5 Poisson-Prozess

Der Z#hlprozess N = {N(t),t > 0} heifit Poisson-Prozess :<
(1) N hat unabhéngige und stationére Zuwichse

(2) P{N(t+h) — N(t) > 2} = o(h)
P{N(t+h)— N(t) =1} = A+ o(h)

Definition 1.6 o(h)

o(h) bezeichnet eine Funktion von h, die fiir h | 0 schneller gegen 0 geht als h, d.h.

lim o(#)

hi0 h =0

Bemerkung: (2) < Sprunghdhe der Pfade haben (ohne Beweis) (m. Wkeit 1) die Hohe 1
& keine gleichzeitigen Ereignisse
& Zihlprozess nach unserer Ubereinkunft

(ohne Beweis)

Satz 1.1 Poisson-Verteilung

Fiir Poisson-Prozess N gilt

P{N(t)=n} = e M nelNy,
dh. N(t) ~ Po(\t),

mit A > 0 , Intensitdat”, ,Rate®.

Bemerkung: (2) in Def. 1.5 kann durch N(¢) ~ Po(\t) ersetzt werden

Beweis:

Sei po(t) := P(N(t) = 0), pa(t) := P(N(t) = n)
Wir zeigen zunichst po(t) = e~*. Es gilt wegen Definition 1.5,(1)

po(t+h) = P{N(t+h) =0}
= P{N(t)=0,N(t + h) — N(t) = 0}
— P{N(t)=0}- P{N(t+h) — N(t) = 0}
= po(t)po(h)
po(t + h}i —polt) _ po(t)po(h})l —1

Beachtet man noch, dass aus Def 1.5,(2)

po(h) =1 — A+ o(h)
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folgt, so erhélt man fiir h — 0
po(t) = —Apo(t), po(0) = 1.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion pg(t) und besitzt eine eindeutige
Losung. Einsetzen zeigt, dass e~ die Gleichung inklusive der Anfangsbedingung erfiillt.

Fiir n > 0 gilt

pn(t+h) P{N(t+h)=n}
P{N(t)=n,N(t+ h) — N(t) = 0}

P{N(t)=n—1,N(t+h) — N(t) = 1}

-

Zn: P{N(t) =n—k,N(t+h) — N(t) = k}
k=2

o(h) wegen (2)
= pa(t)po(h) + pn_1(t)p1(h) + o(h)
= pp(t)(1 = Ah) + pp_1() A\ + o(h)
h — 0 liefert
Po(t) = =Apn(t) + Apnoa(t), n=12,...

mit po(t) = e, pu(0) = 0.
Man verifiziert nun leicht, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung (eindeutige)

Losung dieser Differentialgleichung ist. ([l

Satz 1.2 N ist homogener Markov-Prozess
Fiir den Poisson-Prozess gilt mit s < ... < s, <s <t

P(N(t)=j| N(s) =1i,N(sp) =in,...,N(so) = i)

— P(N(t)=j | N(s) = i) = P(N(t) - N(s) = j — i)

= P{N(t) = N(s) =j—i| N(s) = N(sn) =i —in,...}
Y PN@ - N(s) = j i)

= P{N(t) = N(s) =j—i| N(s) = N(0) = i}

= P{N(t)=j]| N(s) =i} (Markoveigenschaft)
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P{N@t)=3j|N(s) =1} = P{N()—N(s)=j—i}
= P{N(t—s)—N(0)=j—1i} (Homogenitit).

—
—

Aus Satz 1.1 folgt damit die Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

P(N(t) =j | N(s) =)

Bemerkung: Die erste Gleichung ist die Markov-FEigenschaft und besagt, dass bei Kenntnis des ,,ge-
genwértigen® Zustands N(s) = i der ,zukiinftige* Zustand N(¢) = j von der , Vergangenheit“ un-
abhingig ist. Wie der Beweis zeigt, wird fiir die Markov-Eigenschaft nur die Unabhéngigkeit der

Zuwichse benutzt. Also: Jeder Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen ist ein Markov-Prozess.

Satz 1.3

N ist Poisson-Prozess mit Rate \ <

Die Zwischenzeiten T), sind iid Ex(\) verteilt (exponentialverteilt mit Parameter \).

Beweis:

Wir zeigen nur die ,=“ Richtung. Es gilt
P{Ty >t} =P{N(t) =0} =e M,

d.h. Tj ist exponentialverteilt mit Parameter A.

Weiter gilt wegen der Unabhéngigkeit und Stationaritéit der Zuwéchse sowie Satz 1.2

P{Ty>t|Ti=s} = P{N(s+t)— N(s)
= P{N(s+1t)— N(s)

0] N(s) =1}
0}

M

unabhéngig von s. Die Regel der totalen Wahrscheinlichkeit liefert deshalb
P{Ty >t} = / e M Nds = e M = P{Ty, > t | T} = s},
0

also sind 77 und 75 unabhéngig und exponentialverteilt. Die analoge Beweisfithrung fiir n > 2 liefert

das allgemeine Ergebnis. O
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Verallgemeinerung: rdumlicher Poisson-Prozess

e Anzahl der Ereignisse in einem Gebiet A ist Poisson-verteilt mit E-Wert X - Fliche(A).

e Anzahl der Ereignisse in zwei nicht iiberlappenden Gebieten A; und As sind unabhéngig.

Einige weitere Eigenschaften des Poisson-Prozesses

(FKO S. 85-90)

o S, =T+ ...+ 1T, Wartezeit auf n-tes Ereignis, Sy = 0.
Es gilt:
Sp ~ Ga(n,\)
e—)\t)\ntn—l

fs.(t) = =1

mit E(S,) =%, Var(S,) =+, Modus(S,)= "1

Beweis:

(Zur Gammaverteilung)
{N(t) = n} = {S, <t}

o

_ _ae (M)
= F,,(t)=) e i
Jj=n
Differentiation liefert die Dichte der Gamma-Verteilung. U

e Vorwarts-und Riickwirtsrekurrenzzeiten

V(t) = Snw4+1 —t Vorwirtsrekurrenzeit
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U(t) =t — Sy Riickwirtsrekurrenzzeit
U(t) +V(t) = Tnwy+1 = Snw+1 — Sn)
Bemerkung: N(t) in Sy ist zufélliger Index;
Tin(ty+1), # T, (1 fest)
Es gilt:
PV (t) <x) = Fyp(r)=1- e N
dh. V() ~ Ex()\)

Bemerkung: V (t) ~ Ex(\) unabhdingig von gewdhitem t
& ,,Gedéchtnislosigkeit” der Exponentialverteilung:

X~Ex(N)=PX<t+z|X>t)=P(X <x)

o PUt)=t)=eM, PUMt)<z)=1-—e 0<z<t
(kein Ereignis vor t)
o Sampling Paradoxon: ¢ fest, Ty 41 = V(t) + U(t)

E(Ty) = E(UH) + BIV(H) = 1 (1= ) + 1 > 1 = B(T,)

>

Plausibilitétserklédrung: Bei fest vorgegebenem ¢ ist Ty ;)4 die zufillige Linge der enthal-

tenen Zwischenzeit. Im Schnitt werden ldngere Intervalle dabei favorisiert.

Uberlagerung und Zerlegung von Poisson-Prozessen

L ={L(t),t >0} PP mit Rate

>0
unabhéngig
M = {M(t),t >0} PP mit Rate u

e Dann heifit N = {N(¢),t > 0} mit

N(t,w) = L(t,w) + M (t,w)

Uberlagerung

Es gilt: N ist PP mit Rate A+ u
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e Zerlegung
N PP mit Rate \. Bei Eintritt eines Ereignisses wird ein binomisches Experiment

P(X =1)=p, P(X =0) =1 — p, unabhingig von N, durchgefiihrt.

X =1 : Typ-1 Ereignis = Z&hlprozess M
X =0 : Typ-0 Ereignis = Z&ahlprozess L

Es gilt: M und L sind unabhingige PP mit Raten Ap und A(1 — p)

Beispiel: Netzwerke, etwa Strafiensystem

Verallgemeinerungen des Poisson-Prozesses

Die Unabhéngigkeit und insbesondere Stationaritéit der Zuwiéchse ist in Anwendungen oft kritisch

(bereits diskutiert fiir Schadensfélle bei Versicherungen)

Definition 1.7 Inhomogener Poisson-Prozess

Ein Zahlprozess N = {N(t),t > 0} heiit nichtstationdrer (inhomogener) PP mit Rate (Inten-
sitatsfunktion) A(t), t > 0 <
(1) N hat unabhéngige Zuwéchse
(2) P(N(t+h) - N(t) > 2) = ofh)
P(N(t+h)— N(t) =1) = Xt)h + o(h)
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Es lasst sich zeigen:

(At +5) — A@)"

— exp(—(A(t+ ) — A(t))

mit  A(t) =

SIS,

AMu)du als ;kumulierte“ Rate, d.h.

t+s
N(t+s) — N(t) ~ Po / Au)du

Definition 1.8 Bewerteter (Compound) Poisson-Prozess
N PP, {Y,,,n € N} iid Folge, von N unabhingig.

N()
X ={X(t),t >0} mit X(t) = > Y, heifit bewerteter PP
n=1

Beispiele:

° N Schadensprozess
{Y,,,n € IN} zugehorige Schadenshéhe
X(t) = ZN(t) Y,, Gesamtschaden in [0, ]

n=1

e Klassisches Versicherungsmodell von Cramér-Lundberg
Risikoprozess R(t) = co + c1t — X (t)

c1 = Prémienintensitit

X(t) = compound PP mit Intensitit A

n!

25
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Schadenhdhen Y, iid. ~ F

N(t) Kklassischer P.P.
Ziel: P(R(t) > 0Vt) =7 bzw. P(R(t) <0) <?
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