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Vorlesung: Lineare Modelle
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SoSe 2015 e Quadratsummenzerlegung und statistische Inferenz im multiplen
linearen Regressionsmodell

Quadratsummenzerlegung Zerlegung ohne Absolutglied
Gegeben sei das Modell (2.1) mit Design-Matrix X und Die Zerlegung (3.2) setzt ein Absolutglied in der Regression voraus.
rg(X)=p+1=p (3.1) Weitere Zerlegung, die nicht notwendig ein Absolutglied in der Regression
Dann gilt: voraussetzt:
(Y-Y)(Y=-V) = (Y-V)V(Y=-V)+(Y-V)V(V-V) (32 Yy = (Y=-Y)y(y-v)+ Y'Y (3.3)
~~ ~ * *
SST SSE SSM SST SSE SSM
Interpretation: SS5T* . nicht korrigierte Gesamt-Quadratsumme )
SST : Gesamt-Streuung, (korrigierte) Gesamt-Quadratsumme, “Total” Erfasst auch Abweichungen von Y = 0 und nicht nur von Y.
SSE : Fehler-Quadratsumme, “Error” SSE . Fehler-Quadratsumme, wie bei (3.2)
SSM  :  Modell-Quadratsumme, “Model” SSM* ' nicht korrigierte Modell-Quadratsumme
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.3)

Y'Y =Y'lY
=Y'(Q+P)Y
=Y'QY + Y'PY
=Y'QQY + Y PPY
e+ V'Y qed

P und Q Projektionsmatrizen.
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) Il

(*) QeQY = Qeé\ =£&= QY
T
,,Residuen haben Mittelwert 0"

() QePQPY = QPQRY =Q.P(Y - V)
= Q.PY — Q.PY Q.Y -QY=Q.Y-0

=l

. Regression auf Y und Y liefert Identitst”

(Y — ?)/(Y— \_/) =Y'Q.Q.Y =Y Q.Y
=Y'Q(Q+P)Y =Y QQY + Y Q.PY
Y YQY + Y Q.PQ.PY
=&+ Y'P Q.PY
=Ze+(Y=Y)(Y-Y)
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Nachweis der Quadratsummenzerlegung (3.2) |

Wir definieren:

P.=e(e)'e, Qe=1—P.mit e=(1,1,...,1). (3.4)
P, entspricht der Regression auf eine Konstante (E(Y) = /)
PY= Y  (,Mittelwert bilden")
Q.Y = Y —-Y (,Mittelwertsbereinigung")
(Y =YY -Y)=Y'Q.QY =Y'Q.Y
=Y'Qe(Q+P)Y =Y Q.QY + Y QPY
)
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Erwartungswerte der Quadratsummen

Wir betrachten das multiple Regressionsmodell (2.1) mit (2.2) bis (2.4)

und

P.=e(e'e)™'e, Qe=1—P.mit e=(1,1,...,1).

Dann gilt fiir die Erwartungswerte der Quadratsummen:

E(SST*)=E(Y'Y) = o’n+8X'X3 (3.5)
E(SST)=E(Y =Y)(Y=Y) = o*(n—1)4 B (QX)(QX)S(3.6)
E(SSE)=E(&8) = o°(n—p) (3.7)
E(SSM*)=E(Y'Y) = o°p +8X'XB (3.8)
E(SSMYy=E(Y - Y)(Y-VY) = o*p+B(QX)(QX)3 (3.9)
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Bemerkungen Beweisidee

Allgemein berechnet man den Erwartungswert von quadratischen Formen

© Die stochastischen Eigenschaften der Quadratsummen werden zur wie folgt:
Konstruktion von Tests beziiglich 5 genutzt
Q B=0= E(Y'Y)=0?%n "2 n.n
: Fa = E(XY ey | =S wE0v)
© Gi,..0, =0= E(S5M) =o°p i=1 j=1 i=1 j=1
= a;E(Y;))E(Y;) + a;iCov(Y;,Y;
Zum Nachweis von 3. benutzt man, dass Q. der ;; yE(YVI)E(Y) ;; Y ( i)
» Mittelwertsbereinigungs- Operator” ist: —  E(YYAE(Y) + Sp(AV(Y))
Qex = (I — P)x =x—X V(Y) := Varianz-Kovarianzmatrix von Y
Die erste Spalte von Q.X ist also der Nullvektor. Unter Benutzung von Sp(AV(Y)) = sp(A) * 02 = rang(A) * o2 fiir

Projektionsmatrizen erhdlt man obige ldentitaten.
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Mittlere Quadratsummen Verteilungsdefinitionen

Wir definieren entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade die mittleren

Quadratsummen: Normalverteilung
. SSTT
MST = n (3.10) Ein n-dimensionaler Zufallsvektor Z heiflt multivariat normalverteilt,
MST — :i : (3.11) falls fiir seine Dichtefunktion gilt:
1 1
: SSE f(z2) = ————exp |—=(z— p)'T Yz — 3.15
MSE = (3.12) (2) Vaes oy o 5z = )2 (z—p) (3.15)
MSM*  — SSIEJ* (3.13) mit positiv definiter, symmetrischer Matrix X.
p
MSM  — SSM (3.14) Bezeichnung: Z ~ Ny(p, )
p
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Eigenschaften der Normalverteilung

Ist Z ~ N,(u, X), so gilt:
© Momente:
E(Z) = n
V(z) = £

@ Lineare Transformationen:
Ist A: R" — R™ eine lineare Tranformation mit rg(A) = m

— AZ ~ Np(Au, AZA") (3.16)
© Orthogonale Transformation in unabhangige Komponenten
(Spektralzerlegung)

Es existiert eine Matrix T € R™" mit T'T = | und
TXT' = diag (M1,...,An), so dass

TZ ~ Np(Tpu, diag (A1,...,An)) gilt. (3.17)
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Chi-Quadrat-Verteilung 1l

Eigenschaften: Ist X ~ x?(n,d), so gilt:
© Momente:

E(X) = n+9$
V(X) = 2n+45

@ Aligemeiner Bezug zur Normalverteilung

Z ~ Nn(p, X) = Z'Y 71 Z ~P(n, ) (3.18)
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Chi-Quadrat-Verteilung |

Ist Z ~ N,(, 1) so heiBt X = Z’Z (nicht-zentral) Chi-Quadrat-verteilt.

Bezeichnung: X ~ x?(n,6)

n: Zahl der Freiheitsgrade
0 := p'pu: Nichtzentralitatsparameter

Im Fall § = 0 erhilt man die zentrale x?(n)-Verteilung.
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t-Verteilung

Seien Z und W voneinander unabhingige ZufallsgroBen mit

Z ~ N(0,1),
W~ x3(n).

Dann heiBt X = —4_ (nicht-zentral) t-verteilt.

ﬁ

Bezeichnung;: X ~ t(n,d)
n:  Zahl der Freiheitsgrade,
0:  Nicht-Zentralitdtsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ t(n,d),so gilt:

EX) = & nr("3)

2 T(3)

=)
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F-Verteilung
Seien W4 und W, voneinander unabhangige ZufallsgréoBen mit

Wl ~ X2(n175)
Wo ~ x*(m)

Dann heiBt X = {272 (nicht-zentral) F-verteilt.

Bezeichnung: X ~ F(ny, ny,0)
ny:  Zahlerfreiheitsgrade
ny:  Nennerfreiheitsgrade
0: Nichtzentralitatsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ F(ny, ny,0), so gilt:

E(X) = - e 5 (1+0/m) fir ny > 2. (3.20)
5 —
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Beweis von (3.21)
Spektralzerlegung von A
A=TXT
1
> =
Y da A2 = A
0
~—_————
=Z7ZAZ=272'TLT'Z
Fiir Z := T'Z gilt: Var(Z) =TT = |
= ZIAZ =2'S7 =31 22 ~ X2(r, 1 An)
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Unabhéangigkeit von Quadratsummen (Satz von Cochran)

Sei Z ~ N(p, 1), dim Z = n,
Aec R™" A=A rg(A) =
BeR™" B>=B, B="H,

r, A2=A

C e R
Dann gilt:
Z'AZ ~ x3(r, 1/ Ap)
CA=0 = CZund Z'AZ sind unabh.
AB=0 = Z'AZund Z'BZ sind unabh.
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Beweis von (3.22) und (3.23)

Cov(CZ,Z'A) = CCov(Z,Z')A= CA=0

Damit sind CZ und Z’A unabhingig (NV-Annahme!)
= CZ und (Z'A)(Z'A) = Z'AZ unabh.

Cov(AZ,Z'B) = ACov(Z,Z')B = AB =0

Damit sind AZ und Z’B unabhingig (NV-Annahme!)
= (AZ)/(AZ) = Z'/AZ und (Z'B)(Z'B)' = Z'BZ unabh.
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(3.21)
(3.22)
(3.23)
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Verteilung des KQ-Schatzers unter Normalverteilung

Sei multiples Regressionsmodell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben.

A

Fiir den KQ-Schatzer S gilt:

B~ NBAX'X)T) (3.24)

S, = SA(X'X)T! (3.25)

(n-p)Z ~ Xn—p) (3.26)

o2
6 und B sind unabhingig (3.27)
5’3}( = \/CkkOA', (328)
(ckk entspr. Diagonalelement von (X'X)™1)

e =B t(n—p’,0) (3.29)
0/\
Br
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Overall-Tests

Sei Modell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben. Dann gilt fiir die
mittlere Quadratsummen:

MSM

= “ISE po 2B (QeX)(QeX)B)  (3.30)

(0] ~ F(pan_

(3.30) folgt aus (3.21) und (3.23) mit

MSM = SSM/p=Y'(P - P.)Y/p
MSE = SSE/(n—p)=Y'QY/(n—p')
QP-P.) = QP—QP,=0

Die Verteilung wird zur Konstruktion des folgenden Tests benutzt:
HOO:IB].:BQZ.”:BP:O
Lehne H ab, falls

Fo > Fi_o(p,n—p') (3.31)
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Beweis

(3.24) (Normalverteilung von j3) folgt aus Eigenschaften der NV (3.16)

3.26) folgt aus (3.21), da 6% = &6 = L Y'QY
n—p n—p
rg(Q) = sp(Q)

(3.27) folgt aus (3.22):
C € RP*", CA=0=> CZ und Z'AZ sind unabh.
mit

C=X'X)"'X, A=Q, Z:=Y
CA=(X'X)"'X'Q = (X'X)*X'(I - P) =
(X' X)X — (X' X)X X (X X)X = 0.
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Overall Test mit 3y =0

MSM*
* — F / _ / -2 /X/X ) 2
o] MSE (pvn p,0 /3( )B) (33)
HY* :Bo=p1=-=pBp,=0
Lehne HY* ab, falls
F§ > Fi_a(p'.n—p') (333)

Fi_oa(p,n—p") : (1 — a)-Quantil der zentralen F(p, n — p’)-Verteilung.

Dieser Test wird nur in Ausnahmefallen angewendet.
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Lineare Hypothesen

Es sollen Hypothesen, die sich mit Hilfe linearer Transformationen von f3
darstellen lassen, betrachtet werden:

Ae R*PH) ¢ c R2,

AB=c mit rg(A)=a

Beispiele:
p=2p=p < A=(0 1 —1),c=0
0 00 1O
0 01 00O 3
p=405=3B+0s=1 & A_(O 00 1 1>,c_(1>
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Overall-Test und zweiseitiger t-Test

Die Overall-Tests aus (3.31) und (3.33) sind spezielle Wald-Tests.
Nachweis von (3.33) erfolgt direkt, da hier A = | ist.

Der Nachweis von (3.31) erfolgt spater.

Der mit Hilfe von (3.29) konstruierte zweiseitige Test auf 3, = 32 ist
ebenfalls ein Wald-Test.

Der Nachweis erfolgt direkt unter Benutzung von A= (0---1---0)
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Allgemeine lineare Hypothese, Wald-Test

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R?**’ rg(A) = a,c € R?

gegeben.
V(AB—c) = dPAX'X) A (3.34)
SSH = (AB—c)(AX'X)'A) Y (AB - ¢) (3.35)
0 2SSH ~ x*(a,0 %(AB—c)(A(X'X)TA) T (AB — ¢)) (3.36)
MSH = SiH (3.37)
% F(a,n—p', 0 2(AB — ) (AX'X) " A'){(AB — ¢)) (3.38)

SSH: Quadratsumme, die die Abweichung von der Hypothese AS = ¢
beschreibt.

Test nach Wald: Hy : AG = c. Lehne Hp ab, falls:

TF = MSH/MSE > Fi_o(a,n— p') (3.39)
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Lineare Hypothese und Modell mit Restriktion

Wir betrachten das lineare Modell mit der linearen Restriktion AS = c.
Alle Schitzungen aus diesem Modell werden mit ~ gekennzeichnet.

Wir 16sen das Minimierungsproblem:

(y = XB)(y — XB) = min unter A =c
mit der Lagrange-Methode:

S(B,A) = (y = XB)'(Y = XB) + 2N (AB — ¢)

A ist der Vektor der Lagrange-Multiplikationen.

Lineare Modelle SoSe 2015 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 78 / 238



Berechnung der Losung 3

gg — 0o XY 42X'XB+2A4N =0

0S 2

9~ 0eAl=c

AN = X'Y-X'X3 |- (XX)!

(XX)AN = B—B |-A()
S AX'X) AN = AB—c (Ab=o)
= A (AX'X)TANY Y (AB - )
(F)=5 = B (XX)AAXX) AT HAB - o)
wo= (X' X)TTATAXX)TTATTHAB - o)
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Lineare Hypothese (alternative Durchfiihrung)

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R?*P rg(A) = a,c € R®
gegeben.

Hy: AB=c
Berechne SSE des Modells und des Modells unter Hy:

SSE = ¢'¢

SSE(Hy) = £&'¢ (3.40)
SSH = SSE(Hy) — SSE (3.41)

MSH = SSH/a

(SSE(Ho) — SSE)/a
TF = MSH/MSE = 3.42
/ sse/n-p) )
TF ~ F(a,n—p’) unter Hy (3.43)
Das Vorgehen entspricht dem Wald- Test (3.39).
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Darstellung von SSH

Y = XB=V_-xw
B Y- VY=i4Xw
=2E = e+ wX'Xw (da X'é=0)
= e+ (AB— o) [AX'X)TATYAB - ¢)
= SSH = &¢-¢¢

Damit haben wir eine andere Moglichkeit, SSH aus den
Residuenquadratsummen zu berechnen.
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Spezialfall: Overall - Test

Overall- Test

HY :p1=Pa=...=B,=0

Das Modell unter Hy ist y = (g

SSE(Ho) = (Y = Bo)(Y — Bo) = SST
SSH = SSE(Hy)— SSE = SSM

Damit entspricht hier der Wald -Test dem Test (3.31)
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Weglassen von EinflussgroBBen

Lineare Hypothese:

Ho: Bk =Bky1=...=Bp=0

Das Modell unter Hy ist M1:

y =00+ Bix1+ ...+ Br—1Xk-1

SSE(Ho) = SSE(M1)
SSH = SSE(M1)— SSE

Vergleich der SSE der beiden Modelle.
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Modell

Y = Bo+P1*% GE + o JG + B3 x LZ + B4 WOL+ 85« WOG + g x WOTV

Y: Anzahl der Fehler

GE: Indikator fiir mannlich (= 1 fiir mannlich, 0 sonst)

JG: Indikator fiir Klassenstufe (=1 fiir 3. Klasse, 0 fiir 4.Klasse)
LZ: Lesezeit in der Schule

WOL: Wie oft wird sonst gelesen
WOG: Wie oft wird Gameboy gespielt
WOTV: Wie oft TV

Interpretation der Parameter, z.B 31 : Geschlechtsunterschied

Annahme: Bei WOL ist der durchschnittliche Unt_g:rschied in der
Fehlerzahl zwischen den Stufen 1-5 gleich groB (Anderung um 1
entspricht [,

Lineare Modelle SoSe 2015 Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 85 / 238

Welche Faktoren stehen in Zusammenhang
mit den Fehlern bei einem Lesetest

Beispiel:

Daten von Christa Kieferle (Padagogik, LMU)
Daten von 180 Kindern aus den 8 Klassen (3. und 4. Klassen
Grundschule)

ZielgroBe:
Anzahl der Fehler bei einem Lesetest

potentielle EinflussgroBen:
Geschlecht, Jahrgang, Leseforderzeit, sonstiges lesen (1= oft,.. 5= fast
nie), Gameboy (1= oft,.. 5= fast nie), Jahrgang.
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Auswertung

© Schitzung des Gesamtmodells

@ Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Variablen WOL, WOG,
WOTV und Y ?

© Ist der Einfluss von WOG und WOTV auf die Fehlerzahl gleich ?

© Gibt es einen Zusammenhang von Lesezeit und WOL und der
Fehlerzahl ?

@ Wie lasst die Assoziation zur Lesezeit quantifizieren?

Fragen 2-4 lassen sich als lineare Hypothesen in dem Modell formulieren.
Fragen 1 und 5 betreffen die Schatzung des Modells.
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