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1.1 Schatzung im Ein-Stichprobenfall

Ein Zufallsvektor x mit Erwartungswert © = E(x) und Kovarianzmatrix X wird
unabhingig und identisch verteilt wiederholt. Die resultierenden Vektorenxy, ..., x,
lassen sich wieder in der Form der Datenmatrix anordnen

T
X1 r11 ... Tip
T
X, Tnl - Tnp

Erwartungswert

Einen Schitzer fiir den Erwartungswert p erhélt man durch das arithmetische Mittel.

Die Komponente 7; = % >, T4j entspricht dabei dem bekannten arithmetrischen
Mittel fiir das jte Merkmal.
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Der Schitzer x besitzt eine Art Schwerpunkteigenschaft. Es gilt

n

n
Z(xi —f) = in —nx =0.
i=1 i=1

Stellt man sich vor, daf3 die Vektoren x; —x Kréfte darstellen, die auf ¥ wirken, dann ist
das System im Gleichgewicht, da sich alle Krifte autheben (zu Null aufsummieren).

Eigenschaften des arithmetischen Mittels

Wie schon im univariaten Fall ist das arithemtische Mittel ein erwartungstreuer Schét-
zer. Fiir unabhiingige und identisch verteilte x1, . .., x,, mit E(x;) = p erhilt man

E(x) = p.

Das heil3t, der Schitzer weist keine Verzerrung auf, er liegt ,,im Mittel* richtig. Die
Schitzgenauigkeit driickt sich in der Varianz des Schitzer aus, die durch

1

n

cov(x) X

bestimmt ist. Fiir n — oo verschwindet damit die Kovarianz, insbesondere konver-
giert der Standardfehler fiir die jte Komponente var(z;) (die Wurzel des jte Diago-
nalelementes von cov(x)) gegen Null. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus

1< 1 & 1
cov(x) = COV(; sz) = Zcov(xi) = 52'.
i=1 i=1

Eine weitere Eigenschaft des Schitzers ist seine Variabilitit im Vergleich zu an-
deren erwartungstreuen linearen Schitzern. Stellt o = aix; + ... + apX, einen
linearen, erwartungstreuen (E [t = p) Schitzer dar, so gilt

E(llx — pll) < E(2 - pl),

wobei ||ft — p||? = (fv — )7 (fo — ) den quadratischen Abstand zwischen fi und g
bezeichnet. In diesem Sinne ist ¥ der beste lineare, erwartungstreue Schitzer fiir den
Erwartungswert.

Das asymptotische Verhalten von ¥ ergibt sich aus dem multivariaten zentra-
len Grenzwertsatz. Dieser besagt, daB fiir identisch verteilte unabhiingige Zufallsva-
riablen x1,...,x, mit E(x;) = u, cov(x;) = X, X positiv definit, ohne weitere
Annahmen an die Verteilungsform asymptotisch immer eine Normalverteilung resul-
tiert, genauer

Vii(® = ) ~ N(0, 2)

d.h. /n(¥ — p) konvergiert nach Verteilung gegen eine zentrierte Normalverteilung.
Das rechtfertigt fiir groes n die Aussage

1
X approximativ N (u, — X')-verteilt.
n
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Kovarianz

Die Schitzung fiir die Kovarianzmatrix a6t sich ebenso aus den bekannten Schitzern
fiir die Kovarianz gewinnen. Der Momentenschitzer fiir die Kovarianz des rten und
sten Merkmals ist bestimmt durch

n

. 1 _ _
Ors = E Z(Z‘ZT - -Tr)(xis - $5).

i=1

Daraus ergibt sich die Schétzmatrix ¥y = (6rs). In Matrixschreibweise besitzt die
Matrix X' die einfache Form

== (xi—¥)(x—x)7,

wobei der Vektor (x; — x) auf der rechten Seite einmal als Spaltenvektor und einmal
als Zeilenvektor erscheint, so daff das Produkt eine Matrix bildet. Der Schitzer &,
fiir die Kovarianz cov(z,,x) ist verzerrt. Eine Korrektur ist einfach zu erreichen,
indem die Normierung 1/n modifiziert wird zu 1/(n — 1). Man erhlt die empirische
Kovarianzmatrix

n

1 _ _ n .
S = — z;(xZ —X)(x; —x)" = — 12’
i
Eigenschaften der empirischen Varianz
Fiir identisch verteilte unabhingige x1, . .., x, mit cov(x;) erhdlt man mit S einen

erwartungstreuen (unverzerrten) Schitzer,
E(S) = X,

somit ist S erwartungstreu und 3= ”Tfl S unterschitzt tendenziell die Kovarianzen
und Varianzen der Komponenten.

Wenn die Vektoren normalverteilt sind, x; ~ N(u, X), gilt zusitzlich, daB die
Erwartungswertschitzung unabhingig von der Kovarianzschitzung ist,

xund S sind unabhingig.

Fiir normalverteilte Merkmale 146t sich auch der Verteilungstyp bestimmen. Da der
Schitzer selbst eine Matrix darstellt, ergibt sich eine Matrixverteilung, genauer die
Wishart-Verteilung. Diese ist weitgehend auf den Fall der empirischen Kovarianzma-
trix zugenschnitten. Fiir die Definition der Wishart-Verteilung legt man unabhéngige
p-dimensionale Zufallsvektoren X1, ... ,X,,, X; ~ N(0, X), zugrunde. Dann ist die

Matrix
m
M=) %&
=1
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Wishart-verteilt mit den Parametern X und m, kurz M ~ W,(X, m).
Wire im vorliegenden Schitzproblem aus den Beobachtungen x1,...,x,, xX; ~
N(p, X') der Erwartungswert bekannt, wiirde man X' schitzen durch Einzentrieren

der x; mit
n

Ep=— Do — ) —w)"
i=1
Ensprechend der Definition ist n.% .. Wishart-verteilt mit n.3, ~ W,(%,n). In der
empirischen Kovarianzmatrix S ist jedoch g durch den Schitzer x ersetzt. Der Effekt
ist, daB3 nicht n unabhingige Vektoren die Schitzung bestimmen, sondern nur n — 1,

man erhilt

n-1)S=n¥ = nx—%)(x; —%)T ~W,(Z,n—-1).
=1

Fiir den univariaten Spezialfall p = 1 erhilt man (n — 1)6% ~ Wy(o?,n — 1) und
die Wishart-Verteilung Wi (02, n — 1) ist identisch zu 0?x?(n — 1), d.h. der >3-
Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, multipliziert mit 0. Fiir weitere Eigenschaften
der Wishart-Verteilung siehe Appendix.

Grundlegende Schéatzer

Eigenschaften

Wennx ~ N(p, X):

X~ N(p, X /n)
(n—1)S=n%~Wy(X,n-1)
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Schatzung von Kovarianzen von Gruppen von Kovariablen

Betrachtet man zwei Merkmale x und y beliebiger Dimension mit den Stichproben-
variablen (y,,x;), ¢ = 1,...,n erhilt man die iiblichen erwartungstreuen Schitzer
fiir die Kovarianzen zwischen Komponenten aus y und aus x in Matrixform durch

S, —
rx n—14%

1 n
Y i =y —%7,
=1
wobeiy =257 |y, x =157 x,.

Matrixdarstellungen

Das arithmetische Mittel 148t sich mit dem ,,Einser-Vektor 1 T - (1,...,1) auch mit Hilfe
der Beobachtungsmatrix X darstellen durch
x=X"1.

Eine alternative Darstellung der Kovarianzmatrix ergibt sich aus der zentrierten Daten-
matrix X, in der von den Beobachtungen jeweils der Mittelwert abgezogen ist,

T

n =

X xT
Die Beobachtungen der j-ten Variable, die der j-ten Spalte entsprechen summieren sich
zu Null auf. Einfache Matrixrechnung ergibt, dal} die empirische Kovarianzmatrix von der

Form

1
n—1

S = xX’x..

ist.
Die Datenmatrix fiir die zentrierten Daten (mit den Zeilen x; — X) ergibt sich damit durch

1 1
c=X—--11"X=(1I--11"X = CX,
n n

wobei C =1 — %IIT die Zentrierungsmatrix bezeichnet. C ist symmetrisch und idempotent
(€*=0).

Die empirische Kovarianzmatrix ldsst sich dann in Matrixschreibweise darstellen durch

P > i —®)x —x)" =

n_lz‘:1
1

1
xT'c'cx = 71XTCX.

n—1 n—

x'x,

n—1

Fiir die empirische Kovarianzmatrix fiir Gruppen von Variablen in Matrixform
benutzt man die Matrizen

yi xi
Y = ) X=
b x)
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Man erhilt dann aus den zentrierten Matrizen Y., X, die Darstellung

1
n—1

Syx = Yix..

1.2 Einfache Tests im Einstichprobenfall

Ausgangspunkt sind unabhéngige Beobachtungen x1, . .. ,x,, die aus einer Normal-
verteilung gezogen sind, x; ~ N (u, X).

Test auf Erwartungswert bei bekannter Varianz

Untersucht wird, ob der tatsdchliche (und unbekannte) Erwartungswert p einem vor-
gegebenen Wert p entspricht. Das zu untersuchende Hypothesenpaar aus Nullhypo-
these und Alternativhypothese ist gegeben durch

Ho:p=py  Hi:p# po,

wobei vorerst X als bekannt vorausgesetzt wird.
Eine Teststatistik ist gegeben durch

T? = n(x — po) T Z71(® — ), (1.1)

die bei Giiltigkeit von Hy y2-verteilt ist mit p Freiheitsgraden, 72 ~ x2(p). Entspre-
chend erhilt man einen a-Signifikanztest durch

Hy ablehnen, falls T2 > x?__(p),

wobei x?_,(p) das (1 — )-Quantil der y-Verteilung mit p Freiheitsgraden bezeich-
net.

Man beachte, daf3 das Testproblem der multivariaten Struktur entsprechend im-
mer ,,zweiseitig* angelegt ist. Wihrend man in eindimensionalen Testproblemen auch
einseitige Testprobleme (Abweichung nach unten bzw. oben) betrachtet, ist hier die
Alternative immer Hy : g # po. T? 148t sich als (quadrierte) Verallgemeinerung
des eindimensionelen GauB3-Tests verstehen (siehe die folgenden Bemerkungen zur
Teststatistik).

Zur Teststatistik

Fiir eindimensionales Merkmal x = x kennt man den GauB3-Test

‘= rT—Ho _ T Mo

cov(z) o/yn’

der unter H standardnormalverteilt ist. ¢ ist die Standardisierung von Z, da unter Hy & ~
N(po,0?/n) gilt.

Da im multivariaten Fall ¥ ~ N(0, ¥'/n) 148t sich ¥ in Matrixform normieren durch
2512 — p,), wobei X ~1/2 eine Wurzel von X bezeichnet (siche ?77).
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Wenn H wahr ist, gilt n'/23X~Y2(¥ — ) ~ N(0, X). Eine eindimensionale Teststa-
tistik erhilt man indem, man statt des Vektors n'/2 %~/ (X — po) dessen quadrierte Linge
betrachtet. Man erhélt

T2 =|| ' 2272 (x—py) [IP= n(E—pe) " E PP (x—pg) = n(E—po) " E T (E—po)-

Als a-Konfidenzintervall fiir ¢ benutzt man

{p:n(p—3)"2(n-% <xi_.00)}

das einen Ellipsoiden mit Mittelpunkt ¥ darstellt. Das Konfidenzintervall enthélt so-
mit alle 41, so daB die Mahalanobisdistanz zwischen p und ¥ (gebildet mit (X /n)~!)
kleiner als x3__, (p) ist.

Test auf Erwartungswert bei unbekannter Varianz
Ist die Kovarianz unbekannt, ist 3’ durch eine Schitzung zu ersetzen. Man betrachtet

T? = n(x — po)" S7H(x — pp).!

Man erhilt dann unter H eine F'-verteilte Grofe fiir die Transformation

n—p
(n—1)p
Hj wird abgelehnt, wenn die GroBle das Quantil der F'-Verteilung (mit Freiheitsgra-

den p und n — p) F1_,(p,n — p) iiberschreitet. Das zugehorige Konfidenzintervall
ist bestimmt durch

T% ~ F(p,n — p).

_(n—p)n
b (n—1)p

und stellt wiederum einen Ellipsoid mit Mittelpunkt X dar.

(w—8)"S N (u—%) < Fi_olp,n—p)}

1.3 Schatzung im Mehr-Stichproben-Fall

Zufallsvektoren in partitionierten Grundgesamtheiten

Wird ein Merkmalsvektor in verschiedenen Grundgesamtheiten (Klassen, Gruppen,
Bedingungen) untersucht, ist die Verteilung i.a. in diesen Grundgesamtheiten unter-
schiedlich. Bezeichnet x,, den Mermalsvektor in der rten Grundgesamtheit, dann er-
geben sich mit

der Dichte f(x | ), p, = E(x,) und X', = cov(x;)

potentiell unterschiedliche Dichten, Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen.

"hier konnte ich was nicht lesen: (Tunb) ?72?
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Besitzt die rte Grundgesamtheit die a-priori-Wahrscheinlichkeit p(r) O-9_; p(r) =
1) so erhélt man fiir die Ziehung aus der Grundgesamtheit (Zufallsvektor x) eine
Mischverteilung mit der Dichte

g
Fee) = p(r)fx|r)
r=1
und dem Erwartungswert
g
p=Ex=>prn,
r=1

Fiir die Kovarianz cov(x) erhélt man die wichtige Streuungszerlegung
cov(x) = Xy + Xy, (1.2)

wobei
g
Xy = Zp(r)f]r
r=1

als gewichtete Summe der Varianzen in den Grundgesamtheiten die Kovarianz inner-
halb der Gruppen/Klassen bezeichnet (w fiir within/innerhalb) und

2y =Y p(r)(p, — 1)ty — )"
r=1

die Kovarianz zwischen den Gruppen/Klassen (b fiir between) bezeichnet.

Die Kovarianz zerfillt somit in die Variabilitit innerhalb der Gruppen/Klassen
und zwischen diesen. Die Kovarianz innerhalb erfasst, wie stark das Merkmal in-
nerhalb der Gruppen um den jeweiligen Erwartungswert g, schwankt, wihrend die
Kovarianz zwischen den Gruppen die Variabilitét der Klassenmittelwerte g, um das
Gesamtmittel o wiedergibt.

Formal ldsst sich der Zufallsvektor x als Abbildung x :  — R verstehen. Betrachtet
man eine zweite diskrete Zufallsvariable Y : Q — {1,..., g}, die die Klassen reprisentiert,
dann 148t sich €2 als partitioniert in 24,...,€), darstellen, d.h. @ = Q; U ... U Qg mit
Q, = {w : Y(w) = r}. Die Zufallsvariable x,. entspricht dann der Einschrinkung von
x auf Q bzw. der Zufallsvariable x unter der Bedingung Y = r, kurz x | Y = r. Die
Streuungszerlegung entspricht dann der iiblichen Zerlegung

cov(x) = Ey (covE(x]Y)) + covy (E(x|Y)).
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Ziehung aus unterschiedlichen Grundgesamtheiten

Betrachtet werden Beobachtunge aus g Grundgesamtheiten (Klassen, Gruppen). Die
Beobachtungen aus der rten Grundgesamtheitx,1, . .., x,,, seien wieder unabhiingig
und identisch verteilt, d.h.

Xr1,...,Xrn, besitzen Erwartungswert p,. und Kovarianz X,..

Dariiberhinaus nimmt man an, daf} die Beobachtungen nicht nur innerhalb der Klas-
sen, sondern auch iiber diese hinweg unabhéngig sind. Die Beobachtungen zur rten
Klassen lassen sich wieder zu einer Beobachtungmatrix X,. zusammenfassen, die Zu-

sammenstellung aller X1, ..., X, ergibt dann die gesamte Beobachtungsmatrix X:
Xl le
X = : ) Xr =
Xg xgnr

Als natiirliche Schitzung fiir Erwartungswert und Varianz in der rten Klasse ergeben
sich die folgenden Schitzer

Arithmetisches Mittel und empirische Kovarianz in der iten
Kovarianz rten Grundgesamtheit

Empirische Streuungszerlegung und gepoolte Varianz

Der Streuungszerlegung in der Grundgesamtheit (1.2) entspricht die empirische Streu-
ungszerlegung

g Ny g Ny g

DD @i =B =) =D (i —E) (i — %) T+ Y (X —X) (% — %)

r=1 i=1 r=1i=1 r=1
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kurz
T=W-+B. (1.3)
Dabei bezeichnet
g Uz
T = Z Z(x”‘ —f)(xm‘ —.i?)T
r=1 i=1

die totale Streuungsmatrix (hdufig auch totale SSP-Matrix fiir sum of squares and
products), die die Streuung aller Messungen um das globale Mittel widergibt,

g nr g
W= ZZ(-’CM — X%, ) (% _-’ET)T = Z(nr -1)S, = ani—]r
r=1 i=1 r=1

die Streuung innerhab der Gruppen (within SSP-Matrix) und

die Streuung zwischen den Gruppen (between SSP-Matrix), d.h. die Variation der
Gruppenmittelwerten X, um X.

Man beachte, dal die Zerlegung (1.3) Abweichungsquadratsummen wiederge-
ben, ohne daf} durch die Anzahl der Terme geteilt wird. Teilt man durch n, so ergibt
sich die Zerlegung T /n = W/n + B/n und mit ¥ = T /n die zur Zerlegung der
Grundgesamtheiten analoge Form

Allerdings wurden dabei die verzerrten Momentenschétzer Z:’r fiir X, verwendet.
Eine gelegentlich getroffene Annahme ist die, daf die Kovarianzen in jeder Sub-
population identisch ist, d.h.

Y=...=%,=%. (1.4)

2 ist dann identisch mit der Kovarianz innerhalb der Klassen X'y = X. Eine Schiit-
zung fiir X' erhélt man durch die gepoolte empirische Kovarianz

1 < 1
S = D (ne—1)8, = w.

nT9o =g

S ist unter der Annahme (1.4) ein erwartungstreuer Schitzer fiir X', der fiir normal-
verteilte Merkmale einer Wishart-Verteilung folgt, (n — g) S ~ W,(X,n — g).

Dariiberhinaus sind dann W und B aus der Streuungszerlegung unabhiéngig. Gilt
fiir normalverteilte Merkmale p1 = ... = pg, dann ist auch B Wishart-verteilt B ~
Wy(X,n—g).
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Insgesamt ergibt sich fiir normalverteilte Merkmale mit X'y = ... = X, und
H1 = ... = g die Zerlegung in unabhiingige Komponenten.
I = B + W
Wy(3,n—1) Wy(X,n—g) Wy(3,9—-1)
p=1: o*x*(n—1) aix*(n —g) o*x*(g—1)

1.4 Einfache Tests zum Erwartungswert im Zwei-Stichproben-
Fall

Vergleich von Erwartungswerten bei unabhangigen Stichproben

Unter der Voraussetzung unabhéngiger Beobachtungen

X11,.-,X1n, aus  N(pq, X),
X1,y X2y aus N (py, X),

untersucht man das Testproblem

Hoy:py = po Hy ot py # po. (1.5)

Eine Teststatistik ist gegeben durch
ning
ni + ng

T2 = (X‘l —X‘g)T Sil(fl —X'Q),
wobei S die gepoolte Kovarianzmatrix darstellt. Unter H ergibt sich eine F'-verteilte
GroBe fiir die Transformation

ny+mnyg—p—1

T? ~ F(p,ni +ng —p —1).
(n1+n2_2>p (p 1 2 — P )

Hj wird abgelehnt, wenn die Grofie das entsprechende (1—«)-Quantil der F'-Verteilung,
Fi_o(p,n1 + ng — p — 1) tiberschreitet.
Vergleich von Erwartungswerten bei verbundenen Stichproben

Im Gegensatz zum Fall unabhidngiger Stichproben werden nun die Paare von Be-
obachtunsvektoren (z1;,z2;) an einer statistischen Einheit erhoben. Beispiele dafiir
sind

* physiologische Messgroen an Individuuen vor (z1;) und nach (x2;) einer Be-
handlung,

» okonomische KenngréBen einer Firma in zwei aufeinanderfolgenden Jahren,

* MeBwerte, die unter zwei experimentellen Bedingungen an demselbsen Indi-
viduum erhoben werden.
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Man will nun testen, ob die Erwartungswerte der beiden Messungen identisch
sind oder nicht. Mit 1 = E(z;), po = E(x9;) erhélt man das Hypothesenpaar

Ho:py = py Hy oz py # po. (1.6)

Vorausgesetzt werden unahbhingige Wiederholungen (z1;, z2;), 7 = 1,...,n die
einer multivariaten Normalverteilung folgen. Wahrend im Fall unabhingiger Beob-
achtungen die Unabhingigkeit von x1; und x; (d.h. innerhalb der Paare) gefordert
wird, besitzt die Kovarianz cov(z1;, x2;) im allgemeinen keine Diagonalstruktur.

Das Testproblem 146t sich einfach auf ein Ein-Stichprobenproblem zuriickfiih-
ren, indem man als Beobachtungen die Differenzen d; = x1; — x2; betrachtet. Diese
sind wiederum normalverteilt mit N (p; — po, X' 4), wobei X'; die meist unbekannte
Kovarianz von x1; — x2; bezeichnet. Fiir das zu (1.6) dquivalente Hypothesenpaar

Ho:py—pp =0 Hy:py —py #0

1468t sich unmittelbar die Teststatistik 72 aus (1.1) verwenden, wobei die Beobach-
tungen durch d, . .., d, gegeben sind. Man erhilt unter Hy

MgT Sd;I ~ F(p,?’L _p)a

wobeid = >".d;/n,Sq=>,(d; —d)(d; —d)T /(n — 1).



