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2 Mengen von Ereignissen
Bezeichnungen:

e ) # () heifit Basismenge oder Ergebnisraum.

e Eine Menge A C ) heifit Ereignis.

w; € Q = {w1,w2, ...} heit Elementarereignis oder Ergebnis.

o F C P, also eine Menge von Teilmengen von 2, heifit Mengensystem.

Bemerkung: Zum Elementarereignis w; €  Qist {w;} - Q ein Ereignis.
~— ~—

Element Teilmenge
2.1 Mengen
A,B,C CQ.
Kommutativgesetz: AUB=BUA
ANB=BnNA
Assoziativgesetz: (AuB)UC =AU (BUCQC)

(ANB)NC=AN(BNC)
AUB=ANB
ANB=AUB

De Morgansche Regeln:

Maéchtigkeiten:

Gleichméchtigkeit:

Addition von Méchtigkeiten:
Multiplikation von Michtigkeiten:

|A| = |B| :<= 3f : A — B bijektiv
ANB=0<«= |A|+|B|=|AUB]|
|A x B| = |A]-|B]

Definition 2.1 (Mengenoperationen). Seien A,B,A; CQ,i€ 1.

P ={A|A C Q}, also die Menge aller Teilmengen der Basismenge (2, heifit Potenzmenge.

Gleichheit: A=B & YWweQ: weAsweB
Teilmenge: ACB & YweQ: weA=weB
Schnitt: ANB ={weQ|(weA)A(weB)}
ﬂ A; ::{w€Q|Vi€I:w€A¢}
iel
Vereinigung: AUB ={we|weAd)V(weB)}
UA ={weQFiel:we A}
iel
UAi ={weQFel:we A, AinNA; =0 firi# j}
i€l
Differenz: A\B:={w e Qlwe A A(w¢ B)}

Komplement: A={weuw¢ A}
Symmetrische Differenz: AAB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)

Mdchtigkeit: |A| :== Anzahl Elemente von A
Kardinalitdt: IN| = Yo
|P| = 21¢

Kartesisches Produkt: A x B:={(a,b)la € ANb€E B}

H A; = {(al,ag, .. .,am)|ai € A;Vi e I}
i€l
Ak = H A:{(a1a~~~7ak)|aieAui:L“wk}
i=1,....k
Definition 2.2. Wir betrachten Folgen von Teilmengen A1, Aa,...,[An] von Q.

a) Die Menge aller w € 2, die zu unendlich vielen der (Ayn) gehért, heifst limes superior der
Folge (An)

o0 oo
limsup A, = ﬂ U Am

n=1m=n

b) Die Menge aller w € Q, die zu fast allen (Ay) gehért (allen bis auf endlich vielen), heif§t
limes inferior der Folge (An)

[e9]

liminf A, = Ej m Apm

n=1m=n

2.2 Kombinatorik
Definition 2.3 (Variationen (Beachtung der Reihenfolge)).
o mit Wiederholung

VWhkn = {z = (z1,...,2p)le € {1,...,n}"}

o ohne Wiederholung

VWVen ={z = (z1,...,zp)|z € {1,...,n}Fx; # x;Vi#j}

Definition 2.4 (Kombinationen (ohne Beachtung der Reihenfolge)).
o mit Wiederholung

E"kn={z=(z1,...,zp)lz e {1,...,n}* 1<z, <... <z, <n}



e ohne Wiederholung

Kowkn:{wz(xl,...,:ck)\xe{1,...,n}k;1§x1 <...<zp <n}

Satz 2.1.

a) [VWkn|=nk

1

b) VWkn| = 5% (k<mn)
¢) |[EWkn| = (")
d) |[KWkn|=(}) (k<n)

Satz 2.2.

a) Fine n-elementige Menge A = {a1,...,an} besitzt genau (2) k-elementige Teilmengen
ohne Wiederholung und ohne Beachtung der Reihenfolge.

k
b) Seien j1,...,jk € No; > ji =n.
=1

Es gibt genau ( Méglichkeiten, {1,...,n} in eine Folge von Men-

n ) — n!
J1,325-0k Jilizlgi!

gen M1, ..., Mp; M; C {1,...,n}, |M;| = ji ohne Wiederholung und ohne Beachtung der

Reihenfolge aufzuteilen.

2.3 Mengensysteme
Definition 2.5 (7-System). Fin Mengensystem F C P heifit durchschnittsstabil, wenn gilt:

A BEF=ANBEeF.

F heiffit dann auch w-System.

Definition 2.6 (o-Algebra). Ein Mengensystem F C P heifit o-Algebra diber Q oder abge-
schlossenes Mengensystem, falls gilt:

(S1) Q € F (Basismenge)

(S2) A€ F= A€ F (Komplement)

(oo}
(83) A; € F,ie N= |J A; € F (abzihlbare Vereinigung)
i=1

1=

Satz 2.3 (Schnitt von o-Algebren). Sei I # 0 eine beliebige Indexrmenge und F; eine o-Algebra
tber Q fiir alle 1 € I. Dann ist auch
F=F

iel

eine o-Algebra iber Q.

Definition 2.8 (Erzeuger). Sei & C P ein Mengensystem und ¥ die Menge aller o-Algebren
tber Q, die £ enthalten. Dann wird die o-Algebra

o(€) = m F
Fex
als die von € erzeugte o-Algebra o(€) bezeichnet. Gilt umgekehrt fir eine o-Algebra A
o(&)=A

so heiffit £ Erzeuger von A.
Definition 2.9 (Borelsche o-Algebra, Borelsche Mengen). Sei Q =R und

O ={la,blla,b € R,a < b}
das Mengensystem der offenen Intervalle von R. Dann heif$t
B(R) := o(O)

die Borelsche o-Algebra iber R; ihre Elemente A € B(R) heiflen Borelsche Mengen. Fiir Q = R™
setzen wir

O" = {U C R"|U offen} und B"™ := B(R"™) = o(O")
Satz 2.4 (Eigenschaften von B).
i) e BLReB

i) Ya,beR,a<b:
[a,b] € B, [a,ble B,]a,b] € B

i) {c} €B VeceR
w) Ne B,QeB,QeB

3 Wahrscheinlichkeit als Mafl

3.1 Mathematisches Mafl

Definition 3.1 (meBbar). Sei F eine o-Algebra iiber Q und A € F. Dann heifit A mefbar
beziiglich F.

Definition 3.2 (Mefiraum). Sei F eine o-Algebra iber Q. Das Tupel (2, F) heifit Mefraum.

Definition 3.3 ((o-endliches, endliches, normiertes) MaBl). Sei (2, F) ein Mefraum. Eine Funk-
tion p: F — R heifst MafS auf F, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind

(M1) u(®) =0
(M2) p(A) >0 VAeF

(M3) fiir jede Folge disjunkter Mengen (An)nen € F gilt

o0 o
| U An | =D mAn) (o-Additivitt)
n=1 n=1

oo
Gibt es eine Folge (An) von Mengen aus F mit |J An = Q und p(An) < oo Vn €N, so heifst
n=1

w o-endlich. Ist u(Q) < oo, so heifst u endlich. Ist u(2) =1, so heifit p normiertes Maf.



Wichtige Mafle:

Dirac-Maf 0w : F =R | 6,(A) =1I4(w)
Zahlmaf pz:F >R | pz(A) = { L‘i‘ i?)lrllsstA endlich
Lebesgue-Mal | A: B — ]RBL AJa, b)) =b—a

Definition 3.4 (Mafiraum). Ist (2, F) ein Mefiraum und p : F — R ein Maf, so heifst das
Tripel (Q, F, u) MafSraum.

Satz 3.1 (Eigenschaften des Mafles). Sei (Q,F,un) ein Maffraum und A,B, A, € F,n € N.
Dann gilt

i) endliche Additiitit: ANB =0 = p(AUB) = u(A) + u(B)
1) Subadditivitit: A C B und u(A) < co = u(B\ A) = u(B) — pu(A)
iii) Monotonie: A C B = u(A) < u(B)
w) Sub-o-Additivitit:
n (U An) <> u(An)
n=1 n=1
Satz 3.2 (Stetigkeit des Mafles p). Sei (2, F,u) ein Mafraum und A, A, € F,n € N. Dann
gilt
i) Stetigkeit von unten: Ap T A = p(An) T u(A)

1) Stetigkeit von oben: Ap | A und p(Ai1) < co = u(An) 4 p(A)

3.2 Wahrscheinlichkeit als normiertes Mafl

Definition 3.5 (Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeit). Sei (2, F) ein Mefraum und
P:F — [0,1] ein MafS auf (2, F) mit P(Q) = 1. Dann heifst P Wahrscheinlichkeitsmafs und
ordnet jedem Ereignis A € F die Wahrscheinlichkeit P(A) zu.

Definition 3.6 (Wahrscheinlichkeitsraum, Verteilung). (Q,F,P) heif§t
Wahrscheinlichkeitsraum. P heif$t auch Verteilung.

Satz 3.3 (Elementare Rechenregeln). Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
A, B, A, € F,n € N. Dann gilt

i) P(A) =1 —P(A)
i) AC B = P(A) < P(B)
iii) Siebformel: _
p(04:) = S (0 Sagyie izt ( 0 40)

iv) P(nf:jl An> <3 P(An)

v) Stetigkeit von unten: Ap T A= P(Ap) 1 P(A)

vi) Stetigkeit von oben: Ap | A= P(An) | P(A)

Definition 3.7 (Nullmenge). Ist (Q,F,pu) ein Mafsraum und A € F mit u(A) =0, so heifst A
(- )Nullmenge.

Definition 3.8 (P-fast sicher).

P-fast diberall < P-fast sicher

4 Mef3bare Abbildungen auf Wahrscheinlichkeitsriumen

4.1 Meflbare Abbildungen
Sei f: Q1 — Qg eine Abbildung, so ist das Bild einer Menge A C Q3

f(A) = {f(w) € Q2w € A}
und das Urbild einer Menge B C Q2
F7H(B) = {w e ulf(w) € B}

Es gilt fiir beliebige B, B; € Q2,7 € I (”Operationstreue”)

I UB

welfw) e lJBi

icl il
= Ulweulfw) e Bi}
el
= Urtm
i€l

1 (ﬂ Bi) = s
i€l i€l
F7HB) = {welf(w) € B}
= U \{welf(w) € B}
= u\f (B =71
Bemerkung: f~1 heift auch Urbildfunktion. Ist f bijektiv (dies ist genau dann der Fall,

wenn f~!(wz) genau ein Element wy € Q7 enthilt fiir alle Elemente wa € Q2), so heiit f auch
Umkehrfunktion oder inverse Funktion.

Satz 4.1. Sei F; eine o-Algebra diber Q;,i = 1,2. Ist f : Q1 — Qo eine Abbildung, so ist
FY(F2) eine o-Algebra iber Q1 und {B C Qa|f~1(B) € F1} eine o-Algebra dber Qo.

Definition 4.1 (mefibare Abbildung). Seien (Q1,F1) und (Q2,F2) zwei Mefrdume. Eine Ab-
bildung f : Q1 — Qo heifst F1-Fa-meflbar, falls

f_l(]:z) C Fi.

Von einer mefbaren Abbildung f spricht man, falls die involvierten o-Algebren eindeutig be-
kannt sind.



Satz 4.2. Seien (4, F;),1 = 1,2 zwei Mefriume, wobei Fo = o(E) von einem Mengensystem
& erzeugt ist. Die Abbildung f : Q1 — Q2 ist genau dann Fi-Fa-mef$bar, wenn

f7H&) c A
Definition 4.2. Sei F C P ein Mengensystem:
A ={1B)IB e F)

Definition 4.3 (Bildma8). Ist (Q1,F1, ) ein Maffraum und (Q2, F2) Mefraum und f: Q1 —
Qo mefbar, so heifst
1233 Fo — [0,00[
B py(B) = u(f~(B))
das Bildmaf8 py von p unter f und (Q2, F2, py) ist ein Mafraum.

Definition 4.4 (Einschrinkung, Erweiterung). Sei f : F — R und A C F. Dann heifit die
Funktion

fIA: A—=R mit f|lA(A) =f(A) VAcA
Einschrinkung von f auf A und f eine Erweiterung von f|A auf F.

Satz 4.3 (Mefibarkeit der Komposition). Sind (4, F;),: = 1,2,3 Mefiriume und f: Q1 — Q2
und g : Q2 — Q3 meflbar. Dann ist auch go f: Q1 — Q3 mef$bar.

Satz 4.4. FEs sei (Q,F) ein Meffraum, f,g: Q — R mefbare Funktionen und o, 3 € R. Dann
sind die Funktionen

a) af+ By
b) f-g
c) f/g falls gw) A0 Yw € Q

ebenfalls mef$bar.

4.2 Zufallsvariablen

Definition 4.5 (Zufallsvariable). Ist (1, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Q2, F2) ein
Mefraum, so heifit eine F1-F2 mefbare Abbildung

X:Ql—)QQ

Zufallsvariable (ZV). Ist Q2 = R, so heifit X reelle Zufallsvariable, Q2 = R numerische Zufalls-
vartable, Q22 = R™ n-dimensionale reelle Zufallsvariable.

Definition 4.6 (Verteilung einer Zufallsvariablen). Ist (1, F1,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und (Q2,F2) ein Mefiraum und X : Q1 — Qo eine Zufallsvariable, so heifit das Bildmaf$ Px
von P unter X Verteilung von X.

Satz 4.5 (Funktionen von Zufallsvariablen). Sei X : Q — R" eine Zufallsvariable und
g : R™ — R™ mefbar. Dann ist go X : Q@ — R™ ebenfalls eine Zufallsvariable.

Satz 4.6. Sei (2, F) ein Mefraum und (fn)nen eine Folge mefSbarer numerischer Funktionen
fn: Q=R neN.

Dann sind sup fr, inf fp, limsup f, und liminf f,, mefbar.
n n n n

5 Lebesgue-Integral

5.1 Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen

Definition 5.1 (Treppenfunktion). Ist (Q,F,u) ein Mafraum und f : Q@ — R eine F-B-
mefbare Funktion mit endlichem Bild f(2) = {y1,...,yn}, so liBt sich f fir ein n € N und
A; € F,i=1,...,n, darstellen als

n
F=vyila, + . +ynla, = vila,
i=1
und heifft Treppenfunktion. Desweiteren sei T := {f|f : Q@ — R, [ Treppenfunktion} und

T+ .= {f|f € T, f > 0} die Menge der (nicht-negativen) Treppenfunktionen.

Definition 5.2 (Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen). Das Integral fiir f € T+

/fdu =y1p(Ar) + . ynp(An)

heifit Lebesgue-Integral von f nach p.

5.2 Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen

Lemma 5.1. Ist f € M™T eine nicht-negative Funktion, so gibt es eine Folge (fn)nen € TT
von nicht-negativen Treppenfunktionen, so daf$ frn 1T f.

Definition 5.3 (Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen). Sei f € Mt und (fn)nen €
T+ mit fn 1 f. Das Lebesgue-Integral von f nach p ist dann

/fdp, = nli_)moo/fn dis.

Lemma 5.2. Sei f € Mt und g € Tt mit g < f. Dann gilt fiir eine Folge (fn)nen € TT:

gt s = tim [ fadu> [gdu.
n—0o0
Lemma 5.3. Sind (fn)nen und (gn)nen zwei monoton wachsende Folgen von Funktionen aus
Tt mit
i3 I = B, 9

so gilt:

nli{noo / fn d'u = nh~>moo /gn d'u“



5.3 Lebesgue-Integral fiir numerische Funktionen

f:Q — R meBbar.
f=7f" -
~~ ~~
eMt em+t

Definition 5.4 (quasi-integrierbar, Lebesgue-Integral). Sei f : Q@ — R eine mefbare numeri-
sche Funktion. Die Funktion heifst
(1) quasi-integrierbar, falls [ f¥ du < oo oder [ f~du < oco. Ist f (u-) quasi-integrierbar, so

st durch
/fdu:=/f+duf/f’du

das Lebesgue-Integral von f definiert. Gilt [ fTdu < oo und [ f~du < oo, so heifit f (u-

)integrierbar.
/ fdyp:= /fIAdu.
A

Satz 5.3. Sind f,g: Q — R integrierbare numerische Funktionen und «, 8 € R, so gilt

Bemerkung:

1) Linearitit: af + Bg ist integrierbar und
[@r+sgdu=a [ ran+s [gan

1) Monotonie: Ist f < g, so folgt

/fduS/gdu
[ tan=[ sau+ [ san

1) Fir jedes A € F gilt

Satz 5.4. Fir f € Mt gilt

/fd,u =0 {we Q|f(w) >0} ist u-Nullmenge
—_—

=: Trager von f

Definition 5.5 (u-fast-iiberall). Die FEigenschaft E sei fir die Elemente w € Q eines Maf-
raumes (Q, F, u) sinnvoll. E gilt (u-)fast-iberall, wenn E fir alle w ¢ N C Q gilt und N eine
p-Nullmenge ist.

Satz 5.5. Sei X : Q — R"™ eine n-dimensionale reelle Zufallsvariable und f : R™ — R eine
mefSbare Funktion, so daf$ f o X : Q@ — R integrierbar ist. Dann gilt

/fd]P’X:/fonIP’.

Satz 5.6 (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi). Fir eine monoton
wachsende Folge (fn)nen von Funktionen aus M7T gilt:

lim fn d,u:/ lim frdy.
n—o0o n— o0
Satz 5.7 (Lemma von Fatou). Fiir jede Folge (fn)nen € M™T gilt:
liminf/fn dp > /lim inf fp, dp.
n— oo n—o0
Satz 5.8 (Satz von der dominierten Konvergenz). Seien f,g sowie (fn),(gn) mefbare nu-

merische Funktionen auf einem Mafraum (Q, F,p) mit fr, = f,gn — g (punktweise) und
[fn]l <gn VneN. Sind g und gn Vn € N integrierbar und gilt

nlgnoo/gn dp = /gdu,

so sind f und fn, Vn € N integrierbar und es gilt

nli%moo/fn du:/fdu.

Korollar 5.1 (zu Satz 5.6). Fiir jede Folge (fn)nen von Funktionen aus M7T gilt:
o0 oo
[ tin=Y" [ fia
i=1 i=1

6 Dichte und Verteilungsfunktion
6.1 Mafl mit Dichte
Lemma 6.1. Fiir jedes f € M ist
fou:F—-R
A) = du = Iad
Gow@ = [ rau= [ i

ein Maf. Sei v = f O pu, so gilt fir alle g€ M+

/gdv:/(gf)du-

Definition 6.1 (Maf mit Dichte, Dichte). Sei (Q,F,u) Mafiraum und f € MT. Dann heifit
f ©u Maf mit der Dichte f beziiglich p. Die Funktion f : Q — [0, 00[ heifit Dichte des Mafles
foup.

Definition 6.2 (absolute Stetigkeit). Sind p und v zwei Mafe auf (2, F), so heifit v

absolut stetig beziiglich p, wenn VA € F gilt:

w(A) = 0= v(A) =0

Kurz: v < p. Man sagt auch: p dominiert v.



Satz 6.1 (Satz von Radon-Nikodym). Ist (2, F,u) ein Mafraum mit einem o-endlichen Maf
w und v ein weiteres Maf auf (2, F), gilt

v« w3 Dichte feMT :v=Ff0Opu.
Gibt es eine weitere Funktion g € M+ mit v =g O p so gilt g = f u-f.i.
Satz 6.2. Sei f : R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ genau
/fd)\ =1.

dann, wenn f auf R integrierbar ist und

6.2 Verteilungsfunktion

Definition 6.3 (Verteilungsfunktion). Ist P: B — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R, so
heifst

Fp:R — [0,1]
z =  Fp(z):=P( - o0,z])
die Verteilungsfunktion von P.
Satz 6.3 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion). Fine Verteilungsfunktion Fp ist

1) monoton wachsend,
1) rechtsstetig,

lim Fp(z) =1.

1) und es gilt wl}rzloo Fp(z) = 0; Jim

Definition 6.4 (Verteilungsfunktion). Jede monoton wachsende, rechtsstetige Funktion
F:R—[0,1] mit
lim F(z)=0 und lim F(z)=1
r——0o0 T —>00

heifst Verteilungsfunktion.

6.3 Korrespondenzsatz

Satz 6.4 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-MafBes). In jeder Dimension n € N gibt es
genau ein Mafs
A" B™ — [0, 00,

sodaf fiir jedes n-dimensionale Intervall Ja,b] :=]a1,b1] X ... X]an,bn] C R™ gilt:

n

A"(Ja,b]) = [T (b — i)

=1

A" heifit (n-dimensionales) Lebesgue-Mafl. Weiterhin gibt es zu jeder rechtsseitig stetigen, mo-
noton wachsenden Funktion F : R — R genau ein Mafs

Ar B =R,

sodaf fiir alle Ja,b] C R gilt:
Ar(la,b]) = F(b) — F(a).

Ar heifsit Lebesgue-Stieltjes-Maj3 von F.

Satz 6.5 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes).
AP(A)=A"(A4+v) YweR® AepB”
Satz 6.7 (MafBeindeutigkeitssatz). Es seien p und v zwei Mafe auf einem Mefraum (2, F)
und &€ ein durchschnittsstabiler Erzeuger von F mit folgenden Eigenschaften:
i) wW(E)=v(E) VEE€E&

i) Es gibt eine Folge (Eyn),n € N, disjunkter Mengen aus € mit pu(En) = v(En) < co und
e
U En=0
n=1

Dann sind beide MafSe identisch: p = v.

Satz 6.8 (Korrespondenzsatz). Fiir jede Verteilungsfunktion F ist p := Ap(]a,b]) = F(b)—F(a)
(siehe Satz 6.4) ein WahrscheinlichkeitsmafS mit Fy, = F. Umgekehrt ist fiir jedes reelle Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ P die Funktion G := Fp eine Verteilungsfunktion und Ag = P.

Lemma 6.3. Sei P: B — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion.
Dann gilt
P({e}) = Fe(e) - Fe(a™) Vo €R

mit Fp(z™) = £1Tm F(t) Vz €R (linksseitiger Grenzwert)
xT
Korollar 6.1. SeiP: B — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine Verteilungsfunktion.
Dann sind dquivalent
1) Fp ist stetig

i) P({z}) =0 Va € R.

7 Diskrete und stetige Verteilungen

7.1 Diskrete Verteilungen

Definition 7.1 (diskreter Wkeitsraum). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Gibt es
eine abzihlbare (endlich oder unendlich) Menge T € F mit P(T) = 1, so heifit (Q, F,P) diskre-
ter Wahrscheinlichkeitsraum, P diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf$ und T ein abzdhlbarer Trdger
von P.

Satz 7.1. Ist (Q,F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit Triger T', so ist die Funktion
f:Q —= 0,1]
P{w
om0 { PG

eine Dichte von P beziiglich des Zihlmafes puz, also P = f © pz. Insbesondere gilt

P = [ Jdz= Y ) vAer. (1)

weEANT

firweT
sonst

Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion f der obigen Gestalt genau ein diskretes Wahrscheinlich-
keitsmaf P auf (Q, F), so daf (1) gilt.

Definition 7.2 (Z&hldichte). f aus Satz 7.1 heift Zihldichte.




7.2 Stetige Verteilungen
Satz 7.2. Sei f : R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl genau

dann, wenn f auf R integrierbar ist und [ fd\ =1.

Satz 7.3 (Riemann & Lebesgue-Integral). Sei f : R — R mefbar und auf [a,b] C R Riemann-
integrierbar (Ober- und Untersumme konvergieren gegen Integralwert). Dann ist f Lebesgue-

integrierbar und es gilt
b
/ fd)\:/ flz)dz.
[a,b] N

—_———
Lebesgue

Riemann

8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

8.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 8.1 (bedingte W’keit). Ist (Q,F,P) ein Wkeitsraum und P(B) > 0 fiir ein B € F,
so heif$t

[P’(~|B) F o= [0,1}
P(AN B)
P(B)

A — P(A|B)=
die bedingte Wkeitverteilung bzw. bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
Satz 8.1. P(-| B) ist Wkeitsmaf auf (2, F).
Satz 8.2. Sei (2, F,P) ein Wkeitsraum und A, B € F sowie An, € F,n € N. Dann gilt
n—1
Ist P ( N Ai) >0=
i=1

=

P(AA) =P B |An-. P <An
i=1

n—1
N AZ-) .
i=1

Satz 8.3 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (Q, F,P) Wkeitsraum. Sei |J A; = Q
i=1

1=

eine disjunkte Zerlegung von Q mit P(A;) >0 Vi € N. Dann gilt

(oo}
P(A) = P(A;)-P(A|A;) VAEF.
i=1
oo
Satz 8.4 (Satz von Bayes). Sei (Q,F,P) Wkeitsraum mit |J A; = Q einer disjunkten Zerle-
i=1
gung von Q mit P(A4;) >0 Vi€ N und B € F mit P(B) > 0. Dann gilt

_ P(B|A)P(A;)
P(A;|B) = S0, P(A)P(B| A;)

8.2 Unabhingigkeit

Definition 8.2 (Unabhingigkeit von Ereignissen). FEreignisse A; € F,i € I # 0, eines
Wkeitsraumes (2, F,P) heiffen stochastisch unabhdingig (stu), wenn fir jede endliche Teilmenge
0#JCI gilt

P (ﬂjg Aj> = [T Py.

jeJ
Satz 8.5.
a) A, B stu, P(B) > 0 = P(A| B) = P(A)
b) A, B stu= A, B stu.

Satz 8.6 (Borel-Cantelli-Lemma). Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und A;,i € N, eine Folge von
Ereignissen mit A; € F.

a) Ist 3°72 P(A;) < oo, so folgt
P(limsup 4;) =0

b) Sind die A; stu und > ;2| P(A;) = oo, so folgt
P(limsup 4;) =1

9 Momente und erzeugende Funktionen

9.1 Momente

Definition 9.1 (Erwartungswert). Ist X : Q — R eine quasi-integrierbare reelle ZV, so heifit

E(X) := /Xd]P’: /a:d]P’X(;r)
der Erwartungswert von X.
Definition 9.2 (Varianz einer ZV). Ist X eine ZV mit E(|X|) < oo so heif§t
V(X) = E((X - E(X))?) = E(X?) - E(X)?
Varianz von X.

Definition 9.3 (Momente). Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und n € N, so daff X™
quasi-integrierbar ist. Dann heifit

n-tes absolutes Moment
n-tes Moment und
n-tes zentriertes Moment von X

m(y) (X) = E(1X]™)
mn(X) = E(X™)
m), (X) = E((X - E(X))")

n

Definition 9.4 (symmetrische Verteilung). Sei P Verteilung auf (R, B).
P heifst symmetrisch uma € R &  P(] —oo,a — z]) = P([a + z, 00[)



Satz 9.1. Sei P eine um a symmetrische Verteilung auf (R,B); X ~ Px = P und g eine
integrierbare Funktion. Dann gilt

i) ge Lt :>/ngP’X =/g(:r)dIP’X(x)=/g(2afm)dIF’X(x)
1) mi(X)=a
i) my, (X)=0 VneN.

9.2 Momenterzeugende Funktion

Definition 9.5 (momenterzeugende Funktion). Ist X eine reelle ZV und D = {s €
R|E(exp (sX)) < oo}, so heifit die Funktion

M:D — R
s E(exp(sX)):/exp (sz) dPx (x)

momenterzeugende Funktion.

Satz 9.2. Sei X eine ZV mit momenterzeugender Funktion M : D — R. Ist | — a,a[C D fir
ein beliebiges a > 0, so gilt

1) E(X"™) < oo,
ii) M(s) = 0% S B(X™),
i) TME | g,
s |e—0
Bemerkung:
o0 xn
exp(z) = Z oy
=l

9.3 Charakteristische Funktion

Definition 9.6 (Charakteristische Funktion). Sei X eine Zufallsvariable. Die Funktion px :
R — C mit

px(t) :=E(exp(itX)) = /exp(itX)d[F’
heifst die charakteristische Funktion von X.

Satz 9.3. Seien px und @y charakteristische Funktionen und a,b € R. Dann gilt:
vx =9y & Px =Py.

Satz 9.4. Seien ¢x und @y charakteristische Funktionen und a,b € R. Dann gilt:

i) pax+b(t) = exp(ith)px (at).

) Sind X und Y unabhdngig, dann ist
PX+Y = PXPY -

Satz 9.5. Sei px eine charakteristische Funktion. Dann gilt:

1) px ist eine gleichmdfig stetige Funktion.

ii) Ist E(|X|*) < oo, dann ist fir alle k € N

#5)(0)

E(X*) = =

Satz 9.6. Sei px die integrierbare charakteristische Funktion von X. Dann gilt: Die Verteilung

von X hat die Dichte 1
Fx(@ = 5= [ exp(=ite)ox (B,

9.4 Ungleichungen

Satz 9.7 (Markow- und Tschebyschow-Ungleichungen). Sei X : Q@ — R eine reelle ZV. Dann
gilt fiir jedes € > 0:

P(X] =€)

IN

}n /lX"\f{lxwze}dP
—E(X).
Insbesondere (n=1)
P(IX| > ) < %]E(|X|) (Markow-Ungleichung)
und fiir E(|X]) < oo
E(X —E(X))?) _ V(X)

P(X —E(X)| > o < ~ =2

(Tschebyschow-Ungleichung).

Satz 9.8 (Jensen’sche Ungleichung). Sei f: I — R eine konveze Funktion auf einem Intervall
I CR und X : Q — I eine integrierbare ZV. Dann gilt

FEX)) S E(f(X)).
Definition 9.7 (Norm). Sei f: Q — R F-B-mefbar auf (0, F, ). Dann heifst

1l = (/Wdeu)l/pe[Omn[
1

Satz 9.9 (Ungleichung von Hélder). FEs sei 1 < p,q < oo mit % + 7= 1. Dann gilt fir zwei
meflbare Funktionen f,g:Q — R:

die "p-Norm” von f.

If-glls < N fllp - llgllg-



Satz 9.10 (Ungleichung von Minkowski). Sind f,g: Q2 — R mefbar und p > 1, so gilt

If +9gllo < Wfllp + llgllp-  (Dreiecksungleichung)

Definition 9.8 (LP-Raum). Firp > 1 sei
L? .= LP(Q, F,u) :={f|f : Q@ = R, f mepbar,| fllp < co}.
Satz 9.11. Ist pu(2) < oo und ¢ > p>1, so ist LY C LP und es gibt ¢ > 0, so dafs

Ifllp <ellfllg VFe Ll

10 Mehrdimensionale Verteilungen

10.1 Definition

Definition 10.1 (Produktmafraum). Seien (Q1,F1, 1) und (Q2, Fa,v) zwei Mafrdume. Dann
heifst der MajfSraum
(Q1 X Q2, F1 @ Fo,u @ v)

mit Basismenge
Q1 x QQ,
Produkt-o-Algebra
F1®F2=0({A x B|A € F1,B € Fa})

(wobei {A x B|A € F1,B € Fa} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von Fi1 ® Fa ist)
und Produktmaf3
wRU(Ax B)=u(A) -v(B) VA€ Fi,BeF

ProduktmafSraum.

Satz 10.1 (Satz von Fubini fiir das Lebesgue-Integral). Seien (Q1,F1,p) und (Q2, Fa,v) zwei
Mapriume mit o-endlichen Mafen p und v. Ist f: Q1 X Qa2 — R eine nicht-negative, (F1 Q@ F2)-
B-mefbare Funktion oder eine (1 ® v)-integrierbare Funktion, so gilt

J ([ e duten) avten)
([ sy avton)) duten).

Definition 10.2 (n-dimensionale ZV, Verteilungsfunktion). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und X : Q@ — R™ eine n-dimensionale reelle ZV, X = (X1,...,Xn). Dann heifit die
Funktion

[rdwuey)

Fx :R" = [0,1]

P(X < z)

P(X1 <z1,X2 <z2,...,Xn <)
P{w e Q| X;(w) <z;Vi=1,...,n})

z=(21,...,Tn) >

die n-dimensionale Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung: Fir z € R™ und h € R sei (x + h) := (z1 + h,...,zn + h). Dann gilt

i) Fx(x) ist monoton wachsend in jeder Komponente von z.

il) Fx(z) ist rechtsstetig

lim F h)=F R™.
lim x(z+h)=Fx(z) Vze

iii) lim Fx(z)=0firalleke{l,...,n}, hlim Fx(x+h)=1.
— 00

T ——00

Satz 10.2. X,Y n-dimensionale ZV, X ~ Fx,Y ~ Fy.
FX:FyiPX :Py.

Satz 10.3. Sei X : Q — R” eine n-dimensionale ZV und g : R® — R* B*-BX_-mefbar (Baire-
Funktion). Dann ist

goX: Q- RF we g(X(w))

etne k-dimensionale reelle ZV mit Verteilung
Py(x)(A) = P(9(X) € A) =P({w € Q[ g(X(w)) € A}D).

Definition 10.3 (Randverteilung). Ist g : R™ — R mit g(x) = x; fiir ein festes j € {1,...,n}
(Projektion auf j-te Koordinate), so gilt:

9(xX) = Xj
IP’Xj(A) = Px({zeR":2; € A}) =P(X; € A) fir AeB.
IP’Xj heifit Randverteilung oder marginale Verteilung von X;.

Bemerkung:
Besitzt X die Dichte f, so hat X; die Dichte

fj:]R — R

T /.../f(a:1,:c2,...,xj_l,y,xj_H,...,:L‘n)du(acn)...du(arj+1)du(1‘j_1)...du(azl)

mit z.B. v=XAoderv=py

f; heifit Randdichte von Xj.



10.2 Transformationssatz fiir Dichten
Satz 10.4 (Dichtetransformationssatz). Sei X : Q@ — R ZV mit stetiger Verteilungsfunktion
F
Fx wund Dichte fx(z) = m beztiglich des Lebesgue-MafSes . Weiterhin sei g : R — R
bijektiv und stetig differenzierbar, 8g($) #0 mit h=g L.
x
. _ Oh(y) L
= go X hat Dichte  fgox(y) = fx(h(y)) - By beziiglich A.
Y

Satz 10.5 (Trafo fiir injektive g). Sei X : Q@ — R mit Verteilungsfunktion Fx und stetiger Dich-

te fx sowie g : R — R eine Baire-Funktion. Sei R D [ = U I, eine disjunkte Vereinigung

meM
offener Intervalle (Im =|am,bm[) derart, daff gilt:

a) Fx ist stetig differenzierbar auf I:

_ OFx ()

Fx (=) ox

b) P(X €1) =1,

c) Sei gm =9|1,,; 9m : Im — R die Finschrinkung von g auf I, mit

1) gm ist stetig differenzierbar und bijektiv,

g) 99m(®)
oz
Dann gilt: go X hat die Dichte

foox ) = > vm(v),

meM
Ohm(y)
wobei vm (y) = fx (hm(y)) - ‘Ty y € g(Im)
0 sonst

und hpy, = g;ll.

Satz 10.6 (Verallgemeinerungen auf den n-dimensionalen Fall). Sei X : Q@ — R™ ZV mit Dichte
fx bzgl. \™.

Sei g : R™ — R"™ Baire-Funktion.

Ferner sei Gm € B, m € M derart, daf8

meM

z‘)IP’(Xe U Gm>—1,

it) gm = 9gla,, biyektiv und stetig differenzierbar.
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) Ohm, _
Sei Hp, (y) = (ayl o (y)ay ) und hm = gml'
—_—

=:J Jacobi-Matriz von h,

Dann gilt
ngX(y) = Z Vm ()
meM
it () = { $x 6 8 EEm ] fls hn(4) € G

Bemerkung: Faltungsformel:
Sei X = (X1, X2) eine zwei-dimensionale ZV mit Dichte fx bzgl. A2 und Y = X; + Xo. Dann
ist die Dichte von Y bzgl. A:

h@=/h@*mmwm

10.3 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen
Definition 10.4.

i) FEine Familie von Mengensystemen F; C F, i € I # 0, heifit
stochastisch unabhdngig, wenn dies fir jede Familie von Ereignissen A; € Fy, i € I, fir
alle i € I gilt. Vgl. Definition 8.2

i) Eine Familie von Zufallsvariablen X; : Q — Q;, auf einem Wkeitsraum (2, F,PP) heifit
stochastisch unabhingig, wenn dies fiir die Familie der von den Zufallsvariablen X; er-

zeugten o-Algebra
o(X;)=a(X;H(F) i€l

gilt.
Satz 10.7. Ist X = (X1,...,Xn) reelle n-dimensionale ZV, so sind X1,..., Xy, stu < Vc€
R™ gilt
P(X<¢) = PXi<ect,...,Xn <cn)
n
= J[PXi<c),
i=1
n
bzw. Fx(c) = H Fx,(ci)-

i=1

Ist X diskret, so gilt: X1,...,Xp stu & Ve €Ty xTa X ..., xTn (T; Triger von X;) gilt

n
P(Xl =21,...,Xn :-Tn) = HP(XZ in)-
=1

Satz 10.8. Sind Xi,..
und genau dann ist die gemeinsame Dichte von X = (Xq,...
Dichten, d.h.

., Xn reelle unabhingige ZV mit Dichten fx,,..., fx, bzgl. X, dann
, Xn) das Produkt der einzelnen

fx(@) =[] fx, (@)
i=1

ist Dichte bzgl. \™.



Satz 10.9. Seien X1 : Q — R™ und X2 : Q — R™2 zwei n;-dimensionale stochastisch un-
abhdingige Zufallsvariablen (i =1,2) und h; : R™ — R™i Baire-Funktionen.

= Y1 = hi0X1 und Yo = hy 0 X2 stu.

Satz 10.10 (Erwartungswert des Produkts unabhingiger ZV). Sind X1, .

integrierbare ZV, so folgt
n n
E (H Xi> = [[Ex).
i=1 i=1

.., Xn unabhdingige

(Die Umkehrung folgt nicht!)

Satz 10.11. Seien Xi,..., X, unabhdngige reelle ZV, deren momenterzeugende Funktionen
M, ..., My alle auf dem Intervall | — a,a| definiert sind.
Sei Sp = >~ Xi, so ist auch

M(s) = E(exp(sSn))

auf | — a, a[ definiert und es gilt
M(S):HMi(S)v SE}—(LG[-
i=1

10.4 Mehrdimensionaler Erwartungswert und Kovarianzmatrix
Definition 10.5. Sei X : Q - R", X = (X1,...,Xy) eine n-dimensionale ZV, dann heif§t
E(X) = (E(X1), ..., E(Xn))
der (n-dimensionale) Erwartungswert von X und
V(X) = E((X — E(X))(X —E(X)) ")

die Kovarianzmatriz von X.

Cou(X,Y)

V(X Y)1,2
V((X,Y))z2.1
= E(X -E(X))- (Y —E(Y)))

heifst Kovarianz von zwei Zufallsvariablen X und Y.
Satz 10.12. Sei X : Q — R" n-dimensionale ZV, A € R™*™ ynd b € R™. Dann gilt
1) E(AX +b) = AE(X)+b
i) V(AX +b) = AV(X) AT
1) V(X) positiv semi definit (psd).
Satz 10.13. X,Y ZV, X1,...,Xn ZV
1) Cou(X,Y)=E(XY)—-EX)E®Y)

1) X, Y stu = Cou(X,Y)=0
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Definition 10.6 (Korrelationskoeffizient). Seien X,Y ZV mit V(X) < oo, V(Y) < co. Dann
heifst

Cou(X,Y
(X, Y) = COUXY)
VV(X)V(Y)
der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Satz 10.14.
lp(X, V)| <1

Satz 10.15 (Standardisierung). Sei X = (X1i,...,Xyn) n-dimensionale ZV mit E(X) = p
und positiv definiter Kovarianzmatriz V(X) = X. Dann ezistiert eine invertierbare Matriz
BeR™™ mit Y=B"YX-u und EY)=0, sowie V(Y)=1,.

11 Spezielle Verteilungen und deren Eigenschaften

11.1 Diskrete Verteilungen

Satz 11.2 (Zusammenhang zwischen B(1,p) und B(n,p)). Seien Xi,..

B(1,p). Dann gilt:

L Xn stu mit X; ~

n
X =Y X;~ B(n,p).
i=1
Korollar 11.1. X; ~ B(n1,p), X2 ~ B(nz2,p) stu. = X1 + X2 ~ B(ni + na2,p) Summenstabi-
litat
Satz 11.4 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und Hyp(n, K,N)). Seien Km,Nm € N mit
0 < Km < Ny, Folgen (m € N) mit K;y — 00, Nmm — 00 und p € [0,1],n € N fest. Dann

K
gilt mit —= — p fiir m — oo
Nm

lim P(Hn =k)=P(B=k) VkeN

fiir Hy, ~ Hyp(n, Km, Nm) und B ~ B(n,p).

Satz 11.5 (Zusammenhang zwischen B(n,p) und Po()\)).
An =n-pn — A >0 fiir n — oo. Dann gilt

Sei pn, € [0,1],n € N, eine Folge und

)\k
e—)\

k!

n—>00

b(k,n,pn) — Vk € N.

Satz 11.6 (Zusammenhang zwischen Geom(p) und NegBin(n,p)). Seien X1i,...,Xp stu mit
X; ~ Geom(p),i =1,...,n. Dann gilt

n
X = ZXi ~ NegBin(n,p).

=1



Korollar 11.2. X ~ NegBin(n,p) = E(X) =

X =3",X; X;~ Geom(p) stu.

E(X) =n-E(X;) = 2 und V(X) = 2U72)
Negative Binomialverteilung ist nicht geddchtnislos.

Definition 11.4 (Multinomialverteilung). Sei n € N und p1,...

Sei Y = (Y1,...,Yy) eine k-dimensionale diskrete ZV mit Dichte
@) = By Yi=1..,H)
n!
Y1 Yk k _
- p¥Vt.p falls © yi=n
= gyl yp! 1 k ZJ 197
0 sonst.

Dann heif§it die zugehorige Verteilung Multinomialverteilung mit Parametern n und p1, . ..

Y ~ MN(n,p1,...,pk)-
Satz 11.7 (Eigenschaften der Multinomialverteilung).

ii) E(Y) =n(p1,...,pk)
p1(1—p1) —p1 p2 —p1 Dk
—p1 D2 p2 (1 —p2) —p2 Dk
i) V(Y) =n
—p1 Pk —P2 Dk pr (1 —pg)

11.2 Die Normalverteilung
11.2.1 Univariate Normalverteilung
Satz 11.8 (Lineare Transformation).

XNN(u,J2) = Y:aX—i—bNN(au—i—b,aQUQ) fiir a,b € Rya # 0.
Korollar 11.3. Xy

g

X ~ N(p,0%) = Y ~ N(0,1).

Satz 11.9. X ~ N(p,0?) =

1-3.5....-(r—=1)o"

m?.(X):{ ; r=2kkeN

sonst

.ok € [0,1] mit 5 p; = 1.

s Pk ¢

Satz 11.10 (Additivitit der Normalverteilung). Seien X1 ~ N(u1,0%) und Xo ~ N(uz,03) stu

= X1+ Xo ~ N(u1 + p2, 0% + 03).
Korollar 11.4. X4,..., X, stu, X; ~ N(ui,aiz) firi=1,...,n. Dann gilt

i) Sty Xi~ NIy i Yoiey 07)

i S 2 _ 2 . 2
i) p1=...=pin =1 1,07 = ... S=t0
2

> X =19 Xi~vN(nZ

Korollar 11.5. X; ~ N(ul,af),Xg ~ N(ug,a%) stu. =
c,a?0? + b%03)

aX1 4+ bX2 + ¢ ~ N(ap1 + buz +
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11.2.2 k-dimensionale Normalverteilung

Satz 11.12.

X ~ Ni(0,I;) & Xi,...,Xp stu,X; ~N(0,1)Vi=1,...,k.
Definition 11.6. Sei X ~ N (0,1}) und A € RPX* sowie u € RP. Dann heifit
Y=AX+pu
p-dimensional normalverteilt:
Y ~ Np(p,X) mit S =AAT.

Bemerkung: Y ~ Np(u,2), A € RIXP =AY ~ Ny(Au, ATZA)

Satz 11.15.
a) Y ~ Ne(p,2) = Y~ N(pi, %) Vi=1,...,k
b)Y ~ Ne(1,2) & oY ~N(vTpv Zv) VoeRF
c) (Y1,Y2) ~ No(p,X) mit p = (p1,p2) und X = ( gll 312 )
21 22

Yi1,Ye stu & X190 =391 =0

11.3 Weitere stetige Verteilungen
11.3.1 Gamma-Verteilung

Definition 11.7 (I-Funktion).

r:Rt — RT
oo

I'(z) = /tzfleftdt
0

Satz 11.16 (Eigenschaften der I'-Funktion).

e I'(z+1)=2I(z) fir z>0.

e I'(1)=1

I (3)=v7

e I'lm+1)=m! meN

° F(%):%-%m..-%-%w/gfallskgemde.
Satz 11.17.

Ga(k =1,)) = Ezp(\)



11.3.2 Chi-Quadrat-Verteilung
Bemerkung:

* (k)

k1
Ga|—=,=-|=
(2’2) X
Satz 11.20. X1,..., X, stu mit X; ~ N(0,1). Dann

n
Y:ZXZ-QNXQ(n).
i=1

11.3.3 Fisher-Snedecor-Verteilung
Satz 11.21. Sei U ~ x2 (m) und V ~ x2 (n) stu. Dann hat die Zufallsvariable

X = U/m
V/n
eine stetige Verteilung mit Dichte
r(mdn) oz T
g () g 0

T+ () )

Definition 11.10 (F-Verteilung). Fine ZV X mit Dichte fx wie in Satz 11.21 heifit F-verteilt

mit Freiheitsgraden m und n: X ~ F(m,n).
Satz 11.22.
X ~F(m,n)=>EX) = LQ firn > 2 und
n—
2n2 (m+n—2)
V(X) = —0————< fi > 4.
(X) mn =22 (n_a) "
Bemerkung:
1
X ~F(m,n) = 3~ F (n,m)

11.3.4 Student-t-Verteilung
Satz 11.23. Sei Z ~ N(0,1) und U ~ x2 (k) stu. Dann hat

Z
X =
VU/k
eine Verteilung mit Dichte
k1
r *) 1 1
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12 Konvergenz

12.1 Konvergenzarten

Definition 12.1 (Konvergenz p-f.ii.). Sei (2, F,u) ein Mafraum. Eine Folge frn : Q — R mefs-
barer Funktionen heifit (u-) fast iiberall konvergent, wenn es eine mefbare Funktion f:Q — R
und eine p-Nullmenge N gibt, so daf

fn(@) = f(2)

Vo € N.
Kurz: fn, — f p-f.i.

Definition 12.2 (Konvergenz in LP).
es ein f € LP gibt, so daf

Eine Folge (fn)nen € LP heifit in LP konvergent, wenn
lfn = fllp =0 firn — oo
LP
Kurz: fn = f.
Korollar 12.1 (zu Satz 9.11). Istq>p>1, f,fn € LY, n €N, so gilt:
L4 LP

Definition 12.3 (Konvergenzarten). Sei (2, F,P) Wekeitsraum und X; : Q@ — R ZV, i =
1,2,.... Dann konvergiert die Folge (Xn)nen gegen eine ZV X : Q@ — R

a) fast sicher, wenn
P{w € Q| Xn(w) = X(w) firn — oo}) = 1;

Schreibweisen:
f.s. a.s a.e

Xn =X, Xnp 25X, X 55X, Xy, > X wp L.
b) im r-ten Moment, r > 1, wenn
E(|Xn|") <ocoVn und E(|X,—X|") =0 firn— oo;

Schreibweise:
Xn 5 X

¢) in Wahrscheinlichkeit, falls

P(|Xn — X| >€) =0 fiirn — oo Ve > 0;

Schretbweise:
Xn 5 X

d) in Verteilung, falls
le P(X, <z)=P(X <z

und alle Stetigkeitsstellen von Fx(z) = P(X < z); Schreibweise:
X, B Xx
Satz 12.1. Sei (Xn)nen, Folge von ZV X; : Q@ - R und X : @ — R ZV. Dann gilt

) X, 53X = X,3Xx



) X3 x = x,5x
) Xn DX = XoHX firr>1

d) Xn 55X = X, 353X r>s>1

Satz 12.2.

a) Xn 3 c konstant = Xn, E) c

b) Xn 5 X und P(|Xp|<k)=1 Vn und einkc R
=X, 55X Vr>1

c) Pn(e) =P(| X — X|>¢€) mit >, Pn(e) <oo Ve>0

= X, 5 x

12.2 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Satz 12.3 (Schwaches Gesetz der groen Zahlen). Seien X1, ..., X, unabhdngig und identisch
verteilt mit B(X;) = p und V(X;) =02 < oo Vi=1,...,n. Dann gilt

Bemerkung: V(X;) = 0 < oo ist nicht notwendig, 2 = co funktioniert auch (sog. Satz von
Khinchine).

Satz 12.4 (Eindeutigkeit der Konvergenz).
P P o
Xp =X und X, =X => PX=X)=1

Satz 12.5. Seien A, und B, Folgen von ZV mit A, E) a und By, E) b. Dann gilt

a) An—&—BnE)a—l-b
Ap—Bn Ba—b

Bn B a-b

b)

c) L

An
An
— Vb #0
By 7

e

Satz 12.6. Sei X, eine Folge von ZV mit X, B ¢ und f:R —= R einein c € R stetige Funktion

= f(Xn) 5 f(0).
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12.3 Konvergenz in Verteilung

Satz 12.7. Sei (Xpn)nen eine Folge von ZV mit Verteilungsfunktion X, ~ Fy,. Dann ezistiert
X ~ F mit Xy, 2 x genau dann, wenn Ve > 0 eine Konstante k € RT und ng € N existiert, so

dafs

P(|Xn| <k)>1—€¢ Vn2>no.

Satz 12.8.

Xn B X, a,b#0CR konstant = bXpn+a3bX+a.

Satz 12.9. X, 3 X & E(g(Xn)) — E(g(X))

V beschrdinkten und stetigen Funktionen g : R — R.

Lemma 12.1.
X, BX o ox, () ex(t) vt

Satz 12.10 (Slutsky’s Theorem).

Xn B X, An BaundB, 50 = Ay +BuXn3a+bX

Satz 12.11 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X;,i = 1,... unabhdngig und identisch verteilt
(u.iv.) mit E(X;) = p und V(X;) = 02 < co Vi = 1,.... Dann gilt

X—p

B N0, 1)

v
bzw.
V(X = p) B N0,0?)

Satz 12.12 (Berry-Esseen). Es seien X1,...,Xn w.iv., X; ~ F mit E(X;) = p, V(X;) =

o2, E(X}) <o =
3 ¢ (unabhingig von F) mit

¢ E(1X—uP)

|G (@) — ®(a)| < =

B

wobei G (x) :P(\/E(X;‘u) Sx).

Satz 12.13. Es seien X1,...,Xpn w.iv. mit X; ~ F, E(X;) = p, V(X;) = 02, E(X?) < 0o und
k-tem zentralen Moment pu = E((X; — p)¥). Dann gilt:

(8 (22) <)

(1= a?) p(a) to (=)

Gn(z)

= B+

603\/n

erste Edgeworth-Korrektur




Satz 12.14 (A-Methode). Falls +/n(Xn —v) 3 N(0, 72)

dann auch  /n(f(Xn) — f(v)) Z N(077_2 ) 8];(1/)2)
v
falls f : R — R wn v differenzierbar ist und %(V) #0.

Definition 12.4. Seien Xi,...,Xn u.t.v. mit Verteilungsfunktion F. Dann heifit

~ 1 &
F(z) = -~ > (o0 (Xi)
=1
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die empirische Verteilungsfunktion von X1,...,X,.

Satz 12.15 (Satz von Glivenko-Cantelli).
a) F(2) 3 Fz) veeRr
b) i (Fu(z) — F(z)) B N0, F(z)(1 — F(z))) VxR

¢) sup |Fn(z) — F(2)| 23 0
z€ER



Stetige Verteilungen

Name Symbol Parameter Grundraum Dichte Erwartungs- Varianz
wert
2

Stetige U(a,b) a,beR Q=R f(z) = ﬁﬂ(a,b) (z) ‘LTH %
Gleichverteilung a<b
Exponential- Exp(\) A>0 Q=R* f(z) = Xexp(—Ax) % /\%
verteilung

— 2 _ _ 1 (w—p)* 2
Univariate N(p,0°%) peR Q=R flz)= T3z P (— P ) o o
Normalverteilung 02>0
Multivariate Np(p, )  p€RF Q=RFk f(z) = ((2m)k det(E))71/2 - I b))
Normalverteilung ¥ € RFXF gp.d. exp (— %(m —wTeYz —p)
Gammaverteilung ~ Ga(k,\) k,A>0 Q=R+ f(z) = %mk_l exp(—Az) ; )\%
x2-Verteilung X2 (k) keN Q=R* f(z) = 21:(];/; 251 exp (7%:):) k 2k

2
F-Verteilung F(m,n) m,n € N Q=R+ vgl. Satz 11.21 vgl. Satz 11.22
t-Verteilung t(k) keN Q=R vgl. Satz 11.23 0 =5
Diskrete Verteilungen
Name Symbol Parameter Grundraum Z#hldichte Erwartungs- Varianz
wert
. . 2
Diskrete Uu(Q) - Q={1,...,n} flz) = % % k12 L
Gleichverteilung
Binomialverteilung  B(n,p) n €N, Q={0,...,n} f@)=(C)p*Q—p)n~* np np(l —p)
p € [0,1]
Poissonverteilung Po(X) A>0 Q =Np f(z) = ;—T exp(—\) A A
Geometrische Geom(p) p € [0,1] Q =Ny flx) =p(1 —p)*—1 % 1;—2”
Verteilung
() (=)

Hypergeometrische  Hyp(n, K, N) NeN Q = {max{0,n+K— N}, f(z)=-= (;)71 n% n% (1 — %) ( —
Verteilung K,n<N ...,min{n, K}} ’
Negative NegBin(n, p) n €N, Q={zeN:z>n} f(z) (z:i)p”(l —p)r " % %
Binomialverteilung p €[0,1]
Multinomial- MN(n,p1,...,pk) vgl. Def. 11.4 vgl. Satz. 11.7
verteilung
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