3.3 Testen linearer Hypothesen und Konfidenzintervalle
3.3.3 Modellwahl

Inferenz nach Modellwahl

In der Praxis ist es haufig so, dass man in einem ersten Schritt ein
Modell auswahlt und in einem zweiten Schritt in diesem Modell
Inferenz durchfiihrt (Schatzen, Testen, Konfidenzintervalle).

Werden Modellselektion und Inferenz auf getrennten Datensatzen
durchgefiihrt (z.B. Datensatzsplitting), fiihrt dies zu valider
Inferenz im zweiten Schritt.

Werden Modellselektion und Inferenz auf dem gleichen Datensatz
durchgefiihrt, haben Tests oder Konfidenzintervalle im gewahlten
Modell nicht mehr die nominalen Eigenschaften.
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3.3 Testen linearer Hypothesen und Konfidenzintervalle
3.3.3 Modellwahl

Beispiel
Sei y; = Bo + Bix1 + Boxo + i, €1 S N(0,02), i=1,...,n.
Fir 1 = B2 = 0:

1. Teste im vollen Modell Hp : 81 = 0. Dann hat der p-Wert eine
Gleichverteilung auf [0,1] und einen Fehler 1. Art von
a = 0.05.

2. Die Hypothese ist von der Selektion abhangig:
Selektiere zunachst das Modell
M2 : y; = By + B1x1 + €; oder
M3 : y; = Bo + Baxz + €;
mit dem kleineren AIC und teste dann fiir einen Effekt der
selektierten Variable. Der p-Wert ist nicht mehr gleichverteilt
und fiihrt zu einen Fehler 1. Art von ca. 10%.
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3.3 Testen linearer Hypothesen und Konfidenzintervalle
3.3.3 Modellwahl

Beispiel fortgefiihrt

3. Testdurchfiihrung ist von der Selektion ins Modell abhangig:

Selektiere zunachst das Modell

M1 y; = Bo + Bixa + Baxz + €; oder

M2 : y; = Bo + P1x1 + € oder

M3 : y; = Bo + Baxo + €; oder

M4 : yi = Bo +¢i

mit dem kleinsten AIC. Teste fiir Hy : 81 = 0, falls xq ins

Modell aufgenommen wurde. Der p-Wert ist nicht mehr

gleichverteilt.

(i) Z&hlt man die Nicht-Aufnahme ins Modell als Nichtablehnung

von Hy, so ist der Fehler 1. Art (hier) ca. 5%.

(i) Unter den durchgefiihrten Tests - also bedingt auf die
Selektion von x; ins Modell - ist der Fehler 1. Art ca. 30%.
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3.3 Testen linearer Hypothesen und Konfidenzintervalle
3.3.3 Modellwahl

Von der Idee her muss die Antwort, die valide Inferenz gibt,
berticksichtigen, dass die Frage gestellt wurde, also z.B. dass die
Variable im Modell ist (siehe Fithian, Sun, Taylor, 2015, Optimal
Inference After Model Selection, ArXiv-preprint 1410.2597v2).

3.(ii) legt nahe, dass man bei der Inferenz auf die Selektion des
Modells bedingen muss. Intuitiv: verwende die Information in den
Daten, die bereits zur Modellselektion verwendet wurde, nicht
mehr fiir die Inferenz, sondern bedinge auf sie. (Analog zum
Datensplitting, aber effizienter.)
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3.3 Testen linearer Hypothesen und Konfidenzintervalle
3.3.3 Modellwahl

Die aktuelle Forschung beschaftigt sich mit valider Inferenz nach
Modellselektion, siehe z.B. obiges Paper sowie weitere Artikel u.a.
unter dem Stichwort Post-Selection Inference.

Das sich noch in der Entwicklung befindende R-Paket
selectiveInference ermoglicht valide Inferenz nach Modellwahl
mit Lasso, dem LARS-Algorithmus oder Forward Stepwise
Regression. Beispielcodes zu den Funktionen finden sich in der
Hilfe ?7selectiveInference.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und
Schatzgleichungen

Bisher haben wir volle (genuine) Likelihood-Inferenz betrieben:
Gegeben war ein parametrisches statistisches Modell, das heiBt eine
Familie von Verteilungen oder Dichten mit Parameter 8 € ©.
Bisherige Grundannahme: Es existiert ein ,, wahres” 0y € © derart,
dass Py, die Verteilung des datengenerierenden Prozesses Py ist,
das heiBt Py, = IPg gilt.

oPy, oP,
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und
Schatzgleichungen

Fragen:

3.4.1 Was passiert, wenn wir Likelihood-Inferenz innerhalb von P
betreiben, aber der datengenerierende Prozess Py & P ist
(Fehlspezifikation)?

3.4.2 Was passiert, wenn zwar der Verteilungstyp fehlspezifiziert,
jedoch der Erwartungswert korrekt spezifiziert ist
(Quasi-Likelihood)?

3.4.2 Kann man auf die Likelihood verzichten und direkt von den
Quasi-ML-Schatzgleichungen

qs(8]X) = 0

starten?
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und
Schatzgleichungen

Beispiel 3.8 (Lineares Modell, vgl. Beispiel 3.11)
Wir betrachten wieder die Standard-Annahme

-
vi=x{B+e, & "= N, 0?)

bzw.

yIX ~ N(XB,0%1,) =P, 6= (8,07
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
Mogliche Fehlspezifikationen:
(a) Die N(0,02)-Annahme fiir die ¢; ist falsch, zum Beispiel
konnte die wahre Verteilung die
Doppel-Exponential-Verteilung (Laplace-Verteilung) sein:

f(ej) exp(— |5,~/0|).

¢(0,0?)

Doppel-Exponential-Verteilung
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und
Schatzgleichungen

Die Doppel-Exponential-Verteilung (oder auch die
Cauchy-/t(1)-Verteilung) ist spitzer im Zentrum und hat breitere
Enden (heavy-tails).

= Sie ist ausreiBerunempfindlicher als die Normalverteilung.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und
Schatzgleichungen

(b) Die Kovarianzstruktur ist falsch, d.h. Cov(y) # o?l,. Wahre
Kovarianzstruktur: Cov(y) = 0?W, zum Beispiel
» W =diag(Wi,..., W,) (heteroskedastische Fehler) oder
» W nichtdiagonal (korrelierte Fehler).
(c) Die Erwartungswertstruktur ist falsch: E[y] # X3, zum
Beispiel wegen
» Fehlspezifikation nichtlinearer Effekte, zum Beispiel x3; + x*/3»

oder 3 log x,
» fehlender Regressoren.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Wir beschranken uns auf den i.i.d. Fall: Seien Xq,..., X, i.i.d. wie
X ~ g(x) und g(x) die wahre Dichte. Als statistisches Modell
betrachten wir die Familie von Dichten

P :{ £(x6),0 € © } .
Falls ein 8 € © existiert mit g(x) = f(x|0p), so ist das Modell

korrekt spezifiziert. Falls kein 8y € © existiert mit g(x) = f(x|6o),
ist das Modell fehlspezifiziert.

f (x|0)
0co
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Definition 3.6 (Kullback-Leibler-Distanz)

Die Kullback-Leibler-Distanz von g und fy ist definiert durch

D(g,fs) = g [log ff;)’(g)] :

d.h.

D(g, fy) = / log f“’(:(:‘z) g(x) dx

fiir X stetig. Dabei wird der Erwartungswert 15, bzgl. der
.wahren” Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion g(x) gebildet.

346



3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Definition 3.6 (fortgefiihrt)

Es gilt:
D(g, ) = 0
mit
D(g,fo) =0 & g=fy,
Also:
D(g,fy,) =0 fiirein 6y <  Modell korrekt spezifiziert. |

Der Beweis erfolgt mit Ungleichung von Jensen (bewiesen im

Beweis von Satz 3.4). a4



3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen

3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation
Bemerkung.
Der (negative) Erwartungswert

~E [log £00)] =~ [ £(x) log(g () o
heiBt Entropie von g.
Sei Og ,, der” Minimierer der Kullback-Leibler-Distanz:
0o = argmin (Eg[log g(X)] — Eg[log f(X]0)] ) .
0cO

Da Egz[log g(X)] nicht von € abhangt, gilt auch

6y = argmang[Iog f(X|0)]

0O
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Die Dichte f(x|6o) liegt dann im Sinne der
Kullback-Leibler-Distanz am ,,nachsten” bei g.

f(x[6o) *g(x)
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Der ML-Schatzer ist

6, = argmax - Z log f(x;|0).
0cO

Da £ > log £(X;|0) LN Eg[log f(X|0)] (Gesetz der groBen

i=1
Zahlen), gilt vermutlich
8, 2 0,,

das heiBt der (Quasi-) ML-Schatzer konvergiert gegen jenes 6y,

dessen Dichte f(x|@p) am nachsten bei g(x) (beziiglich der
Kullback-Leibler-Distanz) liegt.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Satz 3.7 (Asymptotische Eigenschaften des ML-Schatzers bei

Fehlspezifikation)

1. Konsistenz: Sei O ein (lokaler) Maximierer von
Eg[log £(X[6)]

(bzw. ein Minimierer von D(g, fy)). Unter Regularititsannahmen
(dhnlich wie bei Satz 3.4) existiert fiir Xu, ..., Xy, iid. wie X eine
Folge 8, von (,Quasi-") ML-Schatzern, das heiBt lokalen
Maximierern von

13" log £(xil0)
i=1

mit
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Satz 3.7 (fortgefiihrt)
2. Asymptotische Normalitat: Es gilt

NCC ( 0,qi~1(8o) Cov(s1(8o|X)) qi~L(60) )

mit

Cov(s1 (00| X)) = Eg{ (8 log (;éX|00)) (a IoggéX\90)>T]

s1(00]X) 51(90|X)—r

und der (Quasi-) Fisher-Information

_82 log f(X\H)]

ai(0) = B¢ [ 00007

A
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Bemerkungen

> Beweis: Pawitan S. 372 ff (sowie genaue
Regularitatsbedingungen)

» Falls g(x) = f(x|60), also das Modell korrekt spezifiziert ist,
gilt
Cov(s1(60|X)) = ai(60) = i(60)
(vergleiche Satz 2.16), und man erhilt die ibliche
asymptotische Normalverteilung und asymptotische
Erwartungstreue des ML-Schatzers bei korrekter
Modellspezifikation.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation
> Informell gilt

PO 1 .
6,<N 00,;q| 1(80) Cov(s1(B0|X))ai~1(8o) | ,

V(6o)
und V(60o) wird geschatzt durch
V(0,) = J71(0n]x) C(04]x) I 1(Bnlx)  (,Sandwich”-Matrix)
mit

C(0,|x) = Zsl (04]xi) ] (0,]x:)

n-fache empirische Kova-
rianzmatrix von s1(60o|X)

empirische beobachtete

2
J(0,|x) = Z i?lc:g—f(i?\m Informationsmatrix der
10099 0=6, Stichprob
=1 N—— n probe
82 2(81x;)
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation
Bemerkungen

1. Imi.n.i.d. Fall gilt (informell): Sei ¢(6|x) = log f(x|@) und

> i(01X)

i=1

)

0o = argmaxE [ £(0]X)] = argmax E,
0 0

bzw. sei 6 die Nullstelle von IE, [s(8|X)], das heiBt
Eg [s(00|X)] = 0. AuBerdem

6, = argmax ((0|x) bzw. s(6,|x) =0.
0
Dann gilt
8, 2 N(60,Y(8,))
wie oben, nur mit f;(x;|@) an Stelle von f(x;|0).
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

2. Angenommen, der Modellparameter 8 = (8, )" setze sich
zusammen aus einem eigentlich interessierenden Parameter 6
und einem Nuisance-Parameter a. Die Scorefunktion lautet

dann
5(6, afx) ) 5(0x)
s(0, = = ~ .
(0 ) ( 50(6, alx) 50(01%)
Falls trotz fehlspezifizierter Likelihood der eigentlich

interessierende Parameter Eg[SQ(ao\X)] = 0 erfiillt, so gilt
weiterhin

éniN(ao,V(én)) =  Quasi-Likelihood.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Frage: Lassen sich Parameter von Interesse wie der Mittelwert i im
i.i.d. Fall oder der Kovariablenvektor 3 im Regressionsfall noch
konsistent und asymptotisch normalverteilt schatzen, wenn das
statistische Modell nur teilweise fehlspezifiziert bzw. unvollstandig

spezifiziert ist?
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Beispiel 3.9
Seien Y1,..., Y, iid. wie Y ~ f(y|u,0?), f symmetrisch um u,
aber nicht normal, etwa

1
Py = {f(y],uo) =5 e_ly_’m/a} (Laplace- oder Doppel-Exponential-Vtlg).

Trotzdem wahlt man die (Log-) Likelihood

al(uly) = Z(y, 2 4 const

der Normalverteilung als Quasi-(Log-)Likelihood und maximiert
diese.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen
So kommt man auf die Quasi-Scorefunktion

as(uly) = — Z

Es gilt

Bolas(iiolY ] = 15 > (Bo[ Y] —#0) =0,

=

also ist der Minimierer der Kullback-Leibler-Distanz gleich dem
wahren g, fiqmL = ¥ wie iiblich, wegen o[ Y] = o
erwartungstreu und wegen Satz 3.7 konsistent und asymptotisch
normalverteilt.

Allerdings ist Y kein (asymptotisch) effizienter Schitzer mehr (die
Rao-Cramer-Schranke wird nicht erreicht).
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Beispiel 3.10
Seien Yi,..., Y, unabhangig, Y; ~ N(MO,U,?) und

n . "y . ,
o {m(y"'“""’? )= e T, (_.Z z(yCTW) } |

i=1 i=1 !

Dann wahlt man als Quasi-Log-Likelihood:

al(ply) = —;Z (yi - “)2,

i=1

das heiBBt man ignoriert die Abhangigkeit der Varianz von i.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen
Man berechnet also

1
o2

as(uly) = (y- — ),

i=1
Eo[as(|y)] Z po—p)=0 < po=pu,
—1
fdouL =¥, E[iqguL] = po erwartungstreu,
aber

. 1
Varg(figmL) = Varg(Y) = 2 Z Varo(Y;) = = Z a,—2,
i=1

das heiBt fiquL = Y ist ineffizient, aber (falls zum Beispiel
02 < c) konsistent und asymptotisch normalverteilt.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Beispiel 3.11 (Lineares Modell, vgl. Beispiel 3.8)
Standard—Annahme:

yilxi ~ N(x{ B,0?)
bzw.

y‘X ~ N(XﬂvaZIn) :
Mogliche Fehlspezifikationen:

(a) Normalverteilungsannahme falsch,
(b) Kovarianzstruktur Cov(y) = o2, falsch,

(c) Erwartungswertstruktur E[y] = X3 falsch.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

zu (a): Dies ist der Fall, wenn y nicht normalverteilt ist, aber die
Kovarianzstruktur und das Erwartungswertmodell korrekt
sind.

Es gilt: Eg[y] = X3, ist der Erwartungswert im wahren
Modell.

as(8) = X" (y - X)

Eo[as(8,)] = 0

Dabei ist Eg[qs(8,)] der Erwartungswert bzgl. der
Verteilung von y im wahren Modell mit wahrem Parameter.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

zu (a): fortgefiihrt
Es ergibt sich

BQML = BKQ = (X"X)"'X"y

mit
EO(BQML) = (X"X)"IXTEgly] = B, (erwartungstreu),
Covo(BamL) = o*(XTX)7,

also (siehe Beispiel 2.19)
BamL 2 N(Bo, o*(X"X) ™)

wie unter NV-Annahme.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

zu (b): Die wahre Kovarianzmatrix ist o?W statt o2l ,:
Py : y ~ N(XBy, c>W)
Eolas(35)] = 0
Bome = (XTX)7'XTy
EolBom] = (X"X)'XTXg, = 8o
Covo(Bam) = (XTX)™1XTCovo(Y)X(XX)™?
2(XTX)"IXTwXx(XTX) !
2(XTX)h)

( #

,@QML ist konsistent, aber nicht effizient. (Ein effizienter
Schatzer ware der gewichtete KQ— bzw. Aitken—Schatzer
Barken = (XTWTIX)7IXTwly )

g
g
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen
zu (c): Der wahre Erwartungswert ist ungleich X/3:
wahrer Erwartungswert:  Eoly] = py = X008y
= wahres Modell: y ~ N(XoB8g,0°1,)
(falls NV-Annahme und Covo(y) = o2, richtig). Dann ist
Bom = (X" X)'XTy
Eo[Bom] = (X" X)™'X XoBy # By -
Somit ist BQML verzerrter Schatzer, aber liefert das

best—approximierende lineare Modell mit Designmatrix X.
Die Kovarianzmatrix ist dann gegeben durch:

Covo(Bom) = (XTX)™'XT Covo(y) X(X"X)™*
——

a2l,

= oA(XTX)L.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Fazit aus den Beispielen:

» Falls die Likelihood oder die Varianzstruktur fehlspezifiziert
sind, jedoch die Erwartungswertstruktur

Eolyi]] = i = x; B

korrekt spezifiziert ist, erhalt man konsistente Schatzer fiir p
bzw. 3.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

» Es genligt sogar, die Nullstelle der Quasi—Scorefunktion

as(ily) =0 bzw. qs(B)=0

zu bestimmen. Falls fiir das ,,wahre” pg bzw. 3,

Eolas(uo|Y)] =0 bzw. IEg[gs(8y)] =0

gilt, dann ist die Nullstelle /i bzw. /3 konsistent und

asymptotisch normalverteilt fiir po bzw. 3, (vgl. Satz 3.7).
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen

3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen
= |dee der ,Schitzgleichungen™ (estimating equations):
Definiere eine Schatzfunktion oder Quasi—Scorefunktion

9|y Z¢l )/n

so, dass fur den ,,wahren” Parameter g

Eolas(8oly)] = ) _ Eo[¢i(yi,60)] = 0
i=1

erfillt ist. Dann ist der Quasi—-ML-Schatzer oder ,,M-Schatzer”

definiert als Nullstelle
as(BomLly) 20 (Schatzgleichung)

der Schatzfunktion qs(6]y) konsistent und asymptotisch
normalverteilt.
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Beispiel 3.12 (Generalisierte Regression)

Sei

Folyi] = ni(B)  korrekt spezifiziert ,
Varg(y;) = ¢ vi(B) (eventuell) fehlspezifiziert .

Es wird nur eine Annahme hinsichtlich der Schatzgleichung
getroffen, jedoch nicht fiir die Verteilung:
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

as(B) ¢z(a“' Do) i i)

Eo(y;)—ni(B)=0

"~ (9ui(B) -
x ;( o) w(B) - o))

Es gilt: Eo[gs(8)] = 0 und

~ |

as(8)=0.

= (3 ist konsistent und asymptotisch normalverteilt.
Speziell: ,generalized estimating equation” (wie in GLM:

1i(B) = h(x/ B)).
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen
Beispiel 3.13 ((Binare) Longitudinaldaten (repeated measures)

oder Clusterdaten)

Die Datenpaare (y;,x;), i=1,...,n, j=1,...,n;, seien je n;
wiederholte Beobachtungen an Individuen oder in ,,Clustern”, wie
zum Beispiel Familien oder Klassen i =1,...,n.

ni:  Anzahl der (zeitlich) wiederholten Beobachtungen pro
Individuum oder Cluster

yijj: Zielvariable
x;i: Kovariablenvektor

y,-j|x,-j sei aus einer Exponentialfamilie (normal, binomial, Poisson,
..) mit Erwartungswert

Elyjlx;] = h(xj8) = pj -
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3.4 Fehlspezifikation, Quasi-Likelihood und

Schatzgleichungen
3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Die Schatzgleichungen bei Vernachlassigung von (zeitlichen)
Korrelationen zwischen den Messwiederholungen lauten

ZZXUWU — h(x; /8));
i=1 j=1
mit
Eo | as(Bo)] = 0.

wobei die w;(3) geeignete Gewichte sind. Somit ist SqmL

konsistent und asymptotisch normal, jedoch unter Effizienzverlust.
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