2.2 Klassische Testtheorie

Ziel: Finde Test zum Niveau o mit optimaler Giite (Power) fiir § € ©4. Dabei ist n finit.

2.2.1 Problemstellung

e Sei O der Parameterraum; die Hypothesen seien
Hy: 0 €0y vs. Hllee@l,

mit ©g N O =0, d.h. Oy und O sind disjunkt. Moglicherweise, jedoch nicht notwen-
digerweise, gilt ©g U O = O.

e Eine Nullhypothese heif3t einfach, wenn sie aus einem einzelnen Element aus © besteht,
d.h. ©9 = {6p}. Ansonsten spricht man von zusammengesetzten Hypothesen. Dabei ist
Folgendes zu beachten: Etliche Nullhypothesen sind scheinbar einfach, aber tatséchlich
zusammengesetzt. Dies ist haufig dann der Fall, wenn Nuisanceparameter auftauchen.

Beispiel: Seien Xi,...,X, ~ N(u,0?) mit x und ¢? unbekannt. Die Nullhypothese
Hp : 1 = 0 ist eine zusammengesetzte Hypothese, da

O ={(p, 0% : —00 < pu<00,0<0?< 00}

und
Qo = {(1t,0%) : 1 =10,0 < 0> < 00}.

e Ergebnisse/Aktionen:

Ap : Hy wird nicht abgelehnt
A Hy wird abgelehnt

e Test zum Niveau a:
P@(Al) <, furallef € 6

e Testfunktionen (vgl. Abschnitt 1.2.1): Tests werden oft folgendermafien formuliert:
Wiéhle eine Teststatistik 7'(X), eine Stichprobe X und einen kritischen Bereich C,.
Dann lautet der Test

o(z) = 1 L fallsT'(z) € Cy (Hy ablehnen),
1 0 ,fallsT(z) ¢ Co  (Hp nicht ablehnen).

e Fiir die Testtheorie dieses Abschnitts werden solche Testfunktionen ¢(z) € {0,1} er-
weitert zu randomisierten Testfunktionen ¢(z) € [0, 1]:

1. Fiir gegebene Daten X = z ist ¢(z) € [0, 1].
2. Ziehe eine (davon unabhéngige) Bernoullivariable W ~ Bin(1, ¢(x)).
3. Lehne Hj genau dann ab, wenn W = 1.
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Interpretation: ¢(x) ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung von Hy gegeben die
Beobachtung X = x. Im Spezialfall ¢(x) € {0,1} reduziert sich ein randomisierter
Test auf einen iiblichen, nicht randomisierten Test. Randomisierte Tests sind (fiir die
Theorie) vor allem bei diskreten Teststatistiken relevant.

Beispiel 2.21 (Randomisierter Binomialtest). Sei X ~ Bin(10,7) und
1 1
H0:7r§§, H1:7r>§.

Test: Hy ablehnen < X > k,, wobei k., so, dass

1
Pr(X > ko) <a firm= 3

FEs ist
0.00098 ,k=10
0.01074 =9
Pos(X > k) = ’
0.05469 ,k=238

Fur o = 0.05 wiirde die Wahl ko, = 8 wegen 0.054 > 0.05 nicht moglich sein. Wahlt man
aber ko, = 9, so schopft man a = 0.05 bei weitem nicht aus, d.h. der Test ist sehr konservativ.
Die Losung ist ein randomisierter Test

1 ,z € {9,10}
¢(x) =467/75 ,x=38
0 ,x <7,

d.h. ziehe bei x = 8 eine bernoulliverteilte Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit 67/75.
Wird 1 realisiert, so wird Hg abgelehnt.

Die Randomisierung ist ein kiinstlicher Vorgang, um das Signifikanzniveau a auszuschopfen,
d.h.
Py(Ar) = o

fiir dasjenige 6 auf dem Rand zwischen ©y und ©; zu erreichen. Ein randomisierter Test
besitzt in der Regel folgende Struktur:

1 ,l‘EBl
¢(z) = v(x) ,z € B
0 ,x € By.

Der Stichprobenraum wird also in drei Teile zerlegt:
By strikter Ablehnungsbereich von Hy, d.h. x € B; = Aktion A;.
By strikter Annahmebereich, d.h. x € By = Aktion Ay.

Bio Randomisierungsbereich, d.h. x € By filhrt mit Wahrscheinlichkeit (z) zur Ablehnung
und mit Wahrscheinlichkeit 1 — v(z) zur Annahme von Hy. Bjg kann als Indifferenzbe-
reich interpretiert werden.
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In der Regel wird ein Test mit einer Teststatistik 7' = T'(X) formuliert. Dann haben rando-
misierte Tests oft die Form:

Falls T'(X) eine stetige Zufallsvariable ist, gilt P(7(X) = ¢) = 0, d.h. fiir stetige T" reduziert
sich ¢(z) zu
1, T'(x) > c
o) =10 T
0, T(x) <c.

Bei diskreten Teststatistiken 7" wie beim exakten Binomialtest ist gewohnlich v > 0, da
P(T(X) = ¢) > 0. Der Wert ¢ ist an der ,Entscheidungsgrenze” zwischen A; und Ay. Dass
man die Entscheidung durch eine zufillige Prozedur herbeifiihrt, stofit in der Praxis auf
Bedenken.

Die (frequentistische) Theorie zeigt, dass die Priori-Wahrscheinlichkeit

Pwmzﬁpmmwwmm=MWMLee&
d)(z) dIPy

bei Randomisierung maximiert werden kann (¢(z) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, a
posteriori, d.h. bei gegebener Stichprobe, fiir A; zu entscheiden). ,Maximal” bezieht sich auf
,durchschnittliche” Optimalitit des Tests bei wiederholter Durchfiihrung.

Subjektive Sichtweise: Man wird bei T'(x) = ¢ bzw. x € Bjo eher noch keine Entscheidung
treffen (,,Indifferenzbereich”).

Fiir n — oo geht (in der Regel) P(T(X) = ¢) gegen 0, d.h. fiir grofies n wird der Randomi-
sierungsbereich Bjg immer kleiner. Idee: Bei T'(x) = ¢ zusétzliche Daten erheben.

Giite, Gutefunktion (power, power function)

Bei einer Testentscheidung gibt es folgende Moglichkeiten:

’ H Ag: Hp beibehalten ‘ Aq: Hip ist signifikant ‘
Hy trifft zu richtige Aussage Fehler 1. Art
Hy trifft zu Fehler 2. Art richtige Aussage

Es ist ¢(z) = P(A1|z) die bedingte Wahrscheinlichkeit fir A; gegeben die Stichprobe x. Ist
Py(A;) die unbedingte Wahrscheinlichkeit / Priori-Wahrscheinlichkeit, dann gilt (wie oben)

Pwmzﬁymmvmmm:/wwmmm=MWM}

und somit auch Py(Ag) = Ep(1 — ¢(X)) fiir 6 € ©.
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Definition 2.31 (Giitefunktion eines Tests ¢).
1. Die Abbildung g4(6) = Eg[¢p(X)] = Po(A1), 6 € O, heifit Giitefunktion des Tests ¢.

9¢(0) = Pp(A1) Wahrscheinlichkeit fir Fehler 1. Art, 0 € ©g
1 —g4(0) = Py(Ao) Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art, 0 € Oy

Auferdem:
9¢(0) = Pg(A1) Macht (power) des Tests, 0 € O

2. Die Grédfse

a(¢) = sup Pg(A1) = sup g4(0)
(USICH) USICH)

heifit (tatsichliches) Niveau (level, size) von ¢ und ist die supremale Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler 1. Art.

B(¢) = sup Py(Ag) =1— eienefl 94(0)

ist die supremale Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art.

e Bei den iiblichen” Tests (zum Beispiel beim einseitigen Gauf-Test) gilt wegen der
Monotonie und Stetigkeit von g4(6)

a(¢) + B(¢) =1,

d.h. a(¢) kann nur auf Kosten von 3(¢) klein gehalten werden (und umgekehrt).

Allgemein gilt dagegen nur
a(é) +6(¢) <1
(bei unverfélschten Tests, siche Definition 2.37).

e Programm der klassischen Testtheorie: Maximiere unter Beschrankung
94(0) < afiir alle § € ©g
bei fest vorgegebenem a > 0 die Giite fiir 8 € ©1, d.h.

9e(0) > mgxg(g(e) fir 6 € ©
®

bei ,, konkurrierenden” Tests 5 Hp und H; werden also unsymmetrisch betrachtet.

e Wegen der Beziehung a(¢) + 3(¢) = 1 muss dabei das vorgegebene Signifikanzniveau «
ausgeschopft werden, d.h.

a(p) =

gelten. Bei a(¢) < o wird automatisch

B(¢) =1— inf go(¢)

0O

fiir 6 € ©; grofer als notwendig, d.h. die Giite des Tests schlechter.
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e Folgende Problemstellungen werden nach diesem Konzept betrachtet:

1. FEinfaches Hy vs. einfaches Hy: Neyman-Pearson-Theorem zeigt, wie bester Test
zu konstruieren ist.

2. FEinfaches Hy vs. zusammengesetztes Hy: Basierend auf dem Neyman-Pearson-
Theorem kann fiir bestimmte Fille ein ,,gleichmafig bester Test” (UMP, uniformly
most powerful test) konstruiert werden. In anderen Fillen existiert — zumindest
ohne weitere Restriktionen — kein UMP-Test.

3. Zusammengesetztes Hy vs. zusammengesetztes Hy: Suche nach einem UMP-Test
ist noch schwieriger.

2.2.2 Satz von Neyman-Pearson

Problemstellung: Einfache Nullhypothese vs. einfache Alternativhypothese, also
H019:(90, VS. H1:0:91
mit Oy # 0. Sei fo(x) = f(x]6p), f1(z) = f(x]01). Dann heifit

~ fi(=)
Ax) = @)

Likelihood-Quotient. Ein (bester) Test hat nach Neyman-Pearson die Form:

Hj ablehnen < A(z) > kq

mit k, so gewahlt, dass der Test das Niveau « einhélt. Aber: Falls A(z) diskret ist, gibt es
ein theoretisches Problem. Dies fiihrt zu

Definition 2.32 (Randomisierter LQ-Test). Ein Test ¢*(z) heifit randomisierter Likelihood-

Quotienten-Test, kurz LQ-Test (likelihood ratio test, LRT) g:e)fqﬁ*(x) hat die Struktur

1 Ae) > kfo(z) < Az) >k
¢*(x) = (@) filz) =kfo(z) & Alx) =k
0 L fil@) <kfolz) & Az) <k

mit Konstante k > 0 und 0 < y(z) < 1. Falls A(X) stetig ist, gilt Po(A(X) = k) = 0. Dann
reicht ein nicht-randomisierter Test

(@) = {1, fi@) > kfo(z) & Alz) >k

0, sonst.

Satz 2.33 (Neyman-Pearson, Fundamentallemma).

1. Optimalitdt: Fuir jedes k und ~y(x) hat der Test ¢* mazximale Macht unter allen Tests,
deren Niveau hdchstens gleich dem Niveau von ¢* ist.

2. Existenz: Zu vorgegebenem « € (0,1) existieren Konstanten k* und v*, so dass der
LQ-Test ¢* mit diesem k* und v(x) = ~* fir alle x exakt das Niveau o besitzt.
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3. Eindeutigkeit: Falls ein Test ¢ mit Niveau o mazimale Macht (= kleinsten Fehler 2. Art)
unter allen anderen Tests mit Niveau o besitzt, dann ist ¢ ein LQ-Test (eventuell mit
Ausnahme einer Nullmenge Xy C X von Stichproben x, d.h. Py, (Xp) = Py, (Xp) =0).

Beweis.

1. Sei ¢ ein Test mit

Eg, [¢(X)] < Eg, [¢ (X)] (2.2)
und
U(x) = (¢"(2) — o(x))(f1(2) — kfo(x)).
- Fir  fi(x) — kfo(x) >0 st () =1, also U(z) >0
- Fir  fi(x) —kfo(x) <0 ist ¢*(z) =0, also U(x) >0
- Fir  fi(x) —kfo(x) =0 ist U(x)=0.

Also: U(z) > 0 fiir alle z. Somit:

0 < /U(x)da:
_ / 6*(2) — d(2)(f(2) — ko)) do

- [¢@n@ d:v—/cb V(e dx+k</<z> Vfola) dz ~ [ 6" (@) ol dx)
Egl

H(X)] = Eg, [(X)] + k(Eg, [6(X)] — Eg, [¢"(X)])

<0 wegen (1.2)

= Eg, [¢*(X)] > Eg, [¢(X)], d.h. die Macht von ¢* ist groBer als die Macht von ¢.

2. Die Verteilungsfunktion G (k) = Py, (A(x) < k) ist monoton steigend in k. Sie ist ferner
rechtsstetig, d.h.

G(k) =limG(y) fir alle k.
ylk

Betrachtet man die Gleichung
Gk)=1-«

und versucht diese beziiglich £* zu l6sen, so gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) Entweder ein solches k* existiert,

(ii) oder die Gleichung kann nicht exakt gelost werden, aber es existiert ein k*, so dass
G_(k") =Py, (A(X) < k") <1—-a<G(k")
(das entspricht der ,,Niveaubedingung”).
Im ersten Fall setzt man * = 0, im zweiten

*
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In diesem Fall hat der Test genau das Niveau «, wie behauptet, denn:

o (A0 L)L G 1t (A(X)

— (1= G + Gy (G = G- ()

3. Zu gegebenem « sei ¢* der nach 2. existierende LQ-Test definiert durch eine Konstante
k und eine Funktion «(x). Man nehme an, ¢ ist ein anderer Test mit gleichem Niveau
a und der gleichen (nach 1. maximalen) Macht wie ¢*. Definiert man U(x) wie in 1.,
dann ist U(z) > 0 fiir alle z und [U(z) dz = 0, da Eg, [¢*(X)] — Eg, [¢(X)] = 0 und
Eg,[¢*(X)]—Eg, [¢(X)] = 0 nach Annahme. Daraus, dass U nicht-negativ mit Integral 0
ist, folgt, dass U(x) = 0 fiir fast alle z. Dies wiederum bedeutet, dass ¢(z) = ¢*(z)
oder fi(z) = kfo(z), d.h. ¢(x) ist ein LQ-Test (fiir fast alle x). O

Bemerkung. Fir einfache Hypothesen Hy und Hy sind klassische Testtheorie und Likelihood-
Quotienten-Test noch identisch. Fir zusammengesetzte Hypothesen (der Praxisfall) trennen
sich die Konzepte:

e Klassische Testtheorie sucht weiter nach optimalen Tests (fir finite Stichproben).

e Likelihoodbasierte Tests verallgemeinern A(x) bzw. sind quadratische Approrimationen
von A(x), deren Verteilungsfunktion (unter Hy) nur asymptotisch (n — oo) gilt.

Beispiel 2.22 (Binomialtest). Betrachte

Hy:m=my ws. Hy:mw=m
mit 0 < my < m < 1. Die Dichte (Wahrscheinlichkeitsfunktion) der i.i.d. Stichprobe
X =(X1,..., X" lautet

flzlm)=7n*(1—m)"* mit z= in,
i=1

der Likelihood-Quotient

Aw)= A=) <1 - 7”>n. <7T1(1—”0>> = A(2).

1—mg mo(1 — 1)

Da A(z) = A(z) streng monoton in z ist, ldsst sich A(z) > k dquivalent umformen in
z > AY(k) =: ¢. Der Likelihood-Quotienten-Test ¢* mit kritischer Zahl k und (konstan-
ter) Randomisierung v* hat dann die Form

1 ,Z=Z(x)>c
¢*(x) =" Z=Z(x)=c
0 ,Z=2Z) <c

mit der ,Teststatistik” Z. Dabei konnen wir uns (wegen des Wertebereichs von Z) auf
ce€{0,1,...,n} beschrinken. v* ist aus der Niveaubedingung

Pr(Z >c)+~7"Pr(Z =c) Za

zu bestimmen. Der Test ¢* hdangt von my ab, jedoch nicht von my!
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Bemerkung. Fulls Hy wahr ist, dann bestimmt w1 die Wahrscheinlichkeit fiir den ,reali-
sierten” Fehler 2. Art P, (Ag). Je weiter m von my entfernt ist, umso kleiner ist die Wahr-
scheinlichkeit fir den Fehler 2. Art und umso gréofSer ist die Power an der Stelle m = 7.

2.2.3 Gleichmaflig beste Tests

Definition 2.34 (GleichméBig bester (UMP, uniformly most powerful) Test). Ein Niveau-

a-Test ¢* heifit gleichmaBig bester oder UMP Test zum Niveau « il:eg

1. Ey[o*(X)] < « fiir alle 0 € Oy.
2. Fir jeden anderen Niveau-a-Test ¢ mit Eg[p(X)] < « fir alle 6 € Oq gilt:

Eo[¢* (X)] > Eg[6(X)] fiir alle 6 € Oy.

Bemerkung. Der Begriff ,gleichmdflig” in obiger Definition bezieht sich auf die Gleichmdfig-
keit der Eigenschaft gg« > g4 auf O1 fiir jeden anderen Test ¢.

Beste einseitige Tests bei skalarem 6

In Beispiel 1.22 (Binomialtest fiir einfache Hypothesen) hing der Test ¢* nicht vom speziellen
mi(= Hy) > mo(= Hp) ab. Daraus folgt, dass ¢* fiir alle m; > mp besser ist als ein anderer
Test ¢. Entscheidend dafiir ist, dass der Dichte- bzw. Likelihood-Quotient monoton in z ist.
Dies gilt allgemeiner und fiihrt zu folgender Definition.

Definition 2.35 (Verteilungen mit monotonem Dichtequotienten). Die Verteilungsfamilie
{f(z|0), 6 € © C R} mit skalarem Parameter 0 besitzt monotonen Dichte- bzw. Likelihood-

. d .. . ..
Quotienten (kurz: MLQ) g es existiert eine Statistik T, so dass

f(x[61)
[ (@(6o)

monoton wachsend in T(x) fir je zwei 6y, 601 € © mit Oy < 0y ist.

Alx) =
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Bemerkung.

1. Monoton wachsend ist keine echte Einschrinkung; ist A(z) monoton fallend in T(x),
so definiert man T'(x) = =T (x).

2. Jede einparametrische Ezponentialfamilie in T'(z) und v(0) besitzt monotonen Dichte-
quotienten, wenn y(0) monoton in 6 ist. Letzteres gilt insbesondere fiir die natiirliche
Parametrisierung v(0) = 6.

Satz 2.36 (UMP-Test bei MLQ). Gegeben sei Py = {f(x|0) : 6 € © C R} mit MLQ in T (x)
und die Hypothesen
Hy:0<60y ws. Hy:0>40,.

1. Euxistenz: Es gibt einen UMP-Test ¢* zum Niveau o, namlich

Dabei sind ¢ und v eindeutig bestimmt durch die Niveaubedingung
Eg, [¢*(X)] = Po (T(X) > ¢) + 7P, (T(X) = ¢) = .

2. Die Giitefunktion gg-(0) ist monoton wachsend in 0 und sogar streng monoton wachsend
fiir alle 6 mit 0 < g4-(0) < 1. Die maximale Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art
1st g¢* (90) = .

3. @* besitzt auch gleichmdfsig minimale Wahrscheinlichkeiten fiir den Fehler 1. Art unter
allen Tests ¢ fiir Hy vs. Hy mit g4(0y) = .

4. ¢* ist (mit Wahrscheinlichkeit 1) eindeutig bestimmdt.
Bemerkung. FEs gilt weiterhin: Ist ¢* der beste Test fiir das einfache Alternativproblem
Hy:0=09 ws. Hy:0=0q,
so ist ¢* auch der UMP-Test zum Niveau « fiir zusammengesetzte Hypothesen
Hy:0€0y wvs. Hp:0¢€ 0,

wenn ¢* nicht von dem speziellen Wert 01 € Hy abhdingt und fir alle 0 € Hy das Niveau o
einhdlt.

Beispiel 2.23.

1. Binomialtest mit Hy : m < mg gegen Hy : m > mo hat MLQ in Z(x) = ”Anzahl der Erfolge”
(vgl. obiges Beispiel und Bemerkung). Der Binomialtest ist also UMP-Test.

2. Gleichverteilung

3. Gauj-Test
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4. Ezxponentialverteilung
5. Poissonverteilung

Bemerkung. Oft ezistiert zwar kein UMP-Test, jedoch ein lokal bester (einseitiger) Test:
D10k heifit lokal bester Niveau a-Test Ql:elf

/ d d
gdnok(%) = @gtﬁluk(eo) > @%(90),

wobei gy, (00) = g4(0o) = « gilt.

Beste unverfalschte zweiseitige Tests bei skalarem 6

Fiir zweiseitige Testprobleme der Form
H():@:@o VS. H1:07é00

gibt es in der Regel keinen UMP-Test, insbesondere auch dann nicht, wenn MLQ vorliegt.
Deshalb wird eine Restriktion auf eine kleinere Klasse von konkurrierenden Tests notwendig.

Definition 2.37 (Unverfilschter Niveau-a-Test). Ein Test ¢ fir Hyvs. Hy heifit unverfalsch-

. . d
ter (unbiased) Niveau-a-Test <y

94(0) < a fiir alle @ € Oy, g4(8) > « fiir alle § € ©;.
Satz 2.38 (Zweiseitige UMPU (uniformly most powerful unbiased) Tests). Sei
f(@|0) = c(0) exp(0T (x))h(x)

eine einparametrische Exponentialfamilie mit natirlichem Parameter @ € © (© sei ein offenes
Intervall) und Statistik T'(x). Dann ist

1 T <a
n T =a
" (x) =<0 ,c1<T(x)<cy
vo o, T(x)=cy
1 ,T(z)>c

ein UMPU-Test zum Niveau o unter allen unverfdlschten Tests ¢ zum Niveau o fir das
Testproblem Hy : 0 =0y wvs. Hy:0 # 6y. Dabei werden c1,ca,7v1,7Y2 aus

Egy[¢"(X)] = o, By, [¢"(X)T(X)] = o, [T(X)]
bestimmdt.
Beispiel 2.24.

1. Zweiseitiger Binomial-Test
Hy: m=my ws. Hyp: w#m

ist UMPU-Test.
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i.4.d

2. Zweiseitiger Gauf-Test mit X1,...,X, <~ N(u,0?), o? bekannt, ist fiir

Hyo: p=po wvs. Hi: p##po
UMPU-Test.
3. Zweiseitiger Poisson-Test: Bei X1,...,X, LE Po())
Ho: A=X ws. Hy: A# XN

liegt eine einparametrische Exponentialfamilie mit naturlichem Parameter 8 =log \ vor.
Aquivalente Hypothesen in 0 sind

Hy: 0=00 wvs. Hy: 0+#80g.
Bestimmung der Prifgrdfie:
f(zi]0) = h(z;)c(0)exp (0z;)

Fal6) = J(@1l6)- .. f(anl6) x exp(0 i)

i=1
~——
T(z)
und somit
(1 s Z?:l r; < Cp
N 2 Ti=
P (x) =40 ,a<Xijzi<c
Y2 ) Z?:l Ty = C2
\1 s Z?:1$i>02.
4. Zweiseitiger x2-Test auf die Varianz: Seien X1, ..., X, i N(up,0?), i bekannt. Gete-
stet wird

Hy: 0> =08 ws. Hy: o*#ob.

Mehrparametrische Verteilungsannahme
e Bislang: 6 skalar.

= 0 = (u,0?) ist bei N(u,0?) Verteilung nicht in der Theorie optimaler Tests ent-
halten.

= t-Test auf u (bei unbekanntem o2) und andere sind nicht erfasst.
o Idee: ,Optimale” Tests lassen sich (noch) fiir eine skalare Komponente 7 von

0 = (n,£), wobei & mehrdimensional sein darf, konstruieren. £ ist als Stor-/Nuisance-
parameter zu betrachten.

e Voraussetzung an Verteilungsfamilie: {f(z]f), # € © C RF} ist ecine (strikt)
k-parameterische Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter 6 = (n,§) und
T = (U,V), U skalar. Dies fiihrt auf die Theorie bedingter Tests.
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e Passend zum Beispiel fiir

— t-Test: Vergleich von pu1, p2 bei unabhéngigen Stichproben nur, falls 0? = 03 = o

ist.

— Test auf Signifikanz von (3 in linearer Einfachregression.
e Bereits nicht mehr anwendbar fiir

— Vergleich von jui, pg bei 02 # o3 (Behrens-Fisher-Problem).

— Test auf Signifikanz von 3; im Logit- oder Poisson-Regressionsmodell.

= (asymptotische) Likelihood-Theorie, Bayes-Inferenz.

2.3 Bereichsschatzungen und Konfidenzintervalle

2.3.1 Definition und Beurteilung der Giite

Definition 2.39 (Bereichsschitzung). Fine Bereichsschitzung (ein Konfidenzbereich) C
fir 7(6), 7 : © — X, zum (vorgegebenen) Vertrauensgrad (Konfidenzniveau) 1 — « ist eine
Abbildung des Stichprobenraums X in die Potenzmenge P(X), also x — C(x) € P(X), mit
{r(0) € C(X)} messbar und

Py(r(9) € C(X)) >1—a fir alle 6 € O.

C(X) ist ein zufélliger Bereich in P(X). Nach Beobachtung der Stichprobe X = x ist C(z)
gegeben. Der Aussage

!
7(0) € C(z) (richtig oder falsch)

wird der Vertrauensgrad 1 — a zugeordnet. Dabei gilt die bekannte Haufigkeitsinterpretati-
on. Ist C(z) fiir jedes x ein Intervall, so heifit C(x) Konfidenzintervall und C eine Inter-
vallschdtzung.

Eine Wahrscheinlichkeitsaussage zu

7(0) € C(x)
bei gegebenem zx ist im Rahmen der Bayes-Inferenz (ohne logische Probleme) moglich.

Die ,,Prézision” von C'(X) wird gemessen durch die erwartete Grole des Bereichs bzw. durch
die Lénge des Konfidenzintervalls.

.9

Beispiel 2.25. Seien X1,..., X, e N(u,o0?) und

o(X) = [X ~ta1(5) jﬁ,X’ - (;‘)\/ﬁ]

ein Konfidenzintervall fir p. Die Lange

b2 (3) S
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von C(X) ist zufdllig mit Erwartungswert
B ay 1 B a\ o 2 I'(n/2)
E(L) =2 t”*(i)ﬁ E(5) =2 t”*(?)ﬁ\/ n_1T((n—1)/2)

1—a grofer — (L) grdfer,
n groffer — IE(L) kleiner.

Es gilt:

Bei der Beurteilung der Prézision eines Konfidenzintervalls durch die Lange ist ein Konfi-
denzintervall umso besser, je kiirzer seine erwartete Lange ist. Allgemein wird ein Konfi-
denzbereich C' durch die mittlere ,,Grofle” beurteilt. Dazu sei 7 eine Verteilung (oder ein
Maf}) auf ©. Dann ist

(C(x))

die Grofe von C(x). Bei Konfidenzintervallen ergibt sich die Lange, wenn 7 das Lebesgue-Maf}
ist. Dann ist
Ey(m(C(X)))

die zu erwartende Grofle. Zur Beurteilung der Giite reicht die erwartete Lange bzw. Grofe
allein nicht aus.

Definition 2.40 (Kennfunktion eines Konfidenzbereichs). Fine Kennfunktion ist definiert

als eine Funktion
kc(0,0) :=Pyp(C(X) > 7(0)).

Dabei ist 0 der ,wahre” Wert und ' irgendein Wert in ©.

Fiir 0 = 6 ist ,C(X) 2 7(#')” eine Aussage, deren Wahrscheinlichkeit méglichst grof sein
soll. Fiir 6 # 6 mit 7(0") # 7(6) ist ,C(X) 3 7(8')” eine Aussage, deren Wahrscheinlichkeit
moglichst klein gehalten werden soll.

Im Weiteren betrachten wir den Spezialfall 7(6) = 6 mit skalarem 6. Dann ist
ko(6,60) = Po(C(X) 3 6).
Definition 2.41.

1. FEin Konfidenzbereich besitzt den Vertrauensgrad 1 — v : &

ko(0,0) > 1—a  fir alle § = 6.

2. Fin Konfidenzbereich zum Vertrauensgrad 1 — a heiffit unverfélscht :gl:elf

ko(0,0') <1—a fir6 6.

3. FEin [unverfdlschter] Konfidenzbereich Cy zum Vertrauensgrad 1 — o heifit gleichméBig

bester (trennscharfer) [bzw. gleichmdfig bester unverfilschter]/ Konfidenzbereich : &

fiir alle ' # 0 und alle [unverfilschten] Konfidenzbereiche C zum Vertrauensgrad 1 — o
gilt
kcy(0,0) < kc(6,6).
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Lemma 2.42. Jeder gleichmdfig beste Konfidenzbereich besitzt auch die kleinste zu erwar-
tende Grofse (aber nicht umgekehrt).

Beweis.

[rc@narae) = [ [ tow@)ine)apae

X

Lo (0)dPy(z)dr(6')  (Fubini)

X
Py({z: C(z) 30 })dr(6).

ke (976,)

Fiir jedes ,,wahre” 6 gilt also

/ 7(C(2))dPy(z) = / ke (6.6)dn(6)

X ©

-~

erwartete Grofle erwarteter Wert der Kenn-
funktion des Konfidenzbereichs

2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Wir legen den oben beschriebenen Spezialfall 7(6) = 6 mit skalarem 6 zugrunde.

Zu jedem festen 6 betrachten wir einen Niveau-a-Test ¢g(z) fiir die Nullhypothese Hy = {6}
gegen die Alternative H; = ©\ Hy. Die Tests sollen nicht randomisiert sein, so dass sie durch
die Festlegung einer Priifgrofle Ty = Ty(x) und eines kritischen Bereichs (Ablehnbereichs) Ky
bestimmt werden:

1 fir Ty(x) € Ky,
tole) = { ()
0 sonst.

Die Nullhypothese ,,Der unbekannte Parameter hat den Wert 6” wird nach Beobachtung
von X = x genau dann nicht abgelehnt — durch die Beobachtung , bestéatigt” — wenn

Ty (z) € Ky = Annahmebereich des Tests ¢y

gilt. Daher ist es naheliegend, als einen Konfidenzbereich nach der Beobachtung X = z den
Bereich
C(.%') = {0 €0: Tg(x) S R@}

zu definieren; dem entspricht vor der Beobachtung der zuféllige Bereich
C(X) = {9 €0O: TQ(X) S Kg}

bzw.

C(X)={0€©:¢y(X) =0}

FEine Bestétigung dieser Vorgangsweise ist der folgende Satz.
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Satz 2.43 (Korrespondenzsatz).

1. Ist {¢g} eine Menge von Tests ¢y fir Hy = {0} gegen Hy = O\{0} zum Niveau o, so
ist C(X) :={0 € ©: ¢9(X) = 0} ein Konfidenzbereich zum Vertrauensgrad v =1 — c.

2. Ist {¢g} eine Menge gleichmafSig bester [unverfdlschter] Tests, so ist auch C(X) ein
gleichmafsig bester [unverfalschter] Konfidenzbereich.

Beweis. Der Beweis zu 1. ergibt sich aus
Po(C(X)260) =Py(pg(X)=0)=1—a firalle § €0,
derjenige fiir 2. aus der Beziehung

ko(0,0) = Po(C(X) 23 0') =Py(¢y (X) = 0)
= 1=Py(dy(X) =1)=1—g,,(6)

fiir alle 6,0 € ©. Dabei bezeichnet 9o, die Giitefunktion des Tests ¢, . 0

Der Korrespondenzsatz lasst sich verallgemeinern auf die Situation, in der man gegeniiber
bestimmten Fehlschatzungen besonders empfindlich ist; man hat dazu eine Testfamilie solcher
Tests zugrunde zu legen, die die entsprechenden Hypothesen testen, also nicht mehr Tests mit
zweiseitiger Fragestellung. Dartiber hinaus gilt der im Korrespondenzsatz enthaltene Zusam-
menhang zwischen Tests und einem Konfidenzbereich auch dann, wenn randomisierte Tests
zugelassen werden, so dass man auf diese Weise zu einem randomisierten Konfidenzbereich
kommt: C(zx) ist die Menge aller 6, die bei der Beobachtung = von dem Test ¢y (auch nach
Randomisierung) nicht abgelehnt werden.

Auf diese Weise lasst sich die Theorie der Bereichsschatzungen auf die Testtheorie zuriick-
fithren bis auf das folgende Problem: Damit ein , verniinftiger” Konfidenzbereich (verniinftig
im topologischen Sinn, also zum Beispiel ein Konfidenzintervall) aus der Testfamilie kon-
struierbar ist, muss die Testfunktion ¢g(z), besser noch die Priifgroie Ty(x) als Funktion in
0 (fiir jedes feste 6) ,gutartig” sein (im Idealfall monoton in #); auflerdem darf die Vertei-
lung von Ty(X) nicht von 6 abhéngen, zusammen bedeutet dies: Ty(X ) muss eine Pivotgrofie
sein, die auf ,einfache” (zum Beispiel monotone) Weise von 6§ abhéngt: Gesucht sind einfach
strukturierte Pivotgréfien.

2.4 Multiples Testen

Literatur:
e Lehmann & Romano, Kapitel 9

e Dudoit, Shaffer & Boldrick (2003): Multiple Hypothesis Testing in Microarray Ex-
periments, Statistical Science (18), Seiten 71-103

Problem: Eine endliche Menge von (Null-) Hypothesen Hy, ..., Hy, soll mit Hilfe eines Da-
tensatzes simultan getestet werden.

Beispiele:
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Varianzanalyse: Vergleich mehrerer Behandlungsarten mit Kontrolle (zum Beispiel
Placebo oder ,iibliche” Therapie). Ein simultaner Test der Form

Hy:01=...=0,=0 vs. Hyer: wenigstens ein 6; #0

ist oft nicht ausreichend: Wenn Hj abgelehnt wird, méchte man wissen, welche
6;’s signifikant von 0 verschieden sind. Hierzu konnen (simultan) die einzelnen
Hypothesen

Hj IZH(]j:Hj:O

fir j = 1,...,m getestet werden. In der Regel ist m vergleichsweise klein; es
konnen , klassische” multiple Testverfahren verwendet werden.

Microarray-Ezperimente: Seien X1, ..., X,, (normalisierte log-) Expressionen von
Genen 1,...,m auf Microarrays, X; R N(pj,04) fir j = 1,...,m und m von
der Groflenordnung 1000 bis 10000. Es soll untersucht werden, welche Gene sig-
nifikanten Finfluss auf einen Phénotyp, zum Beispiel eine bestimmte Krankheit,
haben. In einem naiven Ansatz kénnte dies wie oben durch simultane Tests unter-
sucht werden. Wenn m und die Anzahl mg richtiger Hypothesen jedoch grof} ist,
werden mit hoher Wahrscheinlichkeit eine oder mehr Hypothesen falschlicherweise
abgelehnt. Fiir unabhéngige Teststatistiken 11, ..., T}, gilt zum Beispiel folgende
Tabelle.

m 1 2 5 10 50
P(mindestens eine falsche Ablehnung) 0.05 0.10 0.23 0.40 0.92

Es werden ,,neue” multiple Testverfahren gesucht, um Fehlerraten zu kontrollieren.

2.4.1 Fehlerraten

Die Situation bei m vorgegebenen Hypothesen kann wie folgt beschrieben werden:

Dabei sind

e mpd

Anzahl nicht abge- Anzahl abge-

S e— lehnter Nullhypothesen  lehnter Nullhypothesen
nzahl richtiger
IXuHhﬁllp?tlheien U 14 Mo
nzahl falscher
Nullhypothesen r S mi
m—R R

ie (unbekannte) Anzahl richtiger Nullhypothesen,

e m; = m — mg die (unbekannte) Anzahl falscher Nullhypothesen,

e R eine beobachtbare Zufallsvariable,

e ST,

U,V unbeobachtbare Zufallsvariablen.

In der Microarray-Analyse bedeutet das Ablehnen von Hj, dass das Gen j ,differentiell ex-

primiert” i

st.

Idealerweise: Minimiere
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e Anzahl V von Fehlern 1. Art (falsch positiv),
e Anzahl T von Fehlern 2. Art (falsch negativ).

Klassische Testtheorie (m = 1):

P(Fehler 1. Art) < «
P(Fehler 2. Art) — min

Verschiedene Verallgemeinerungen zur Kontrolle der Fehlerraten sind bei multiplem Testen
moglich.

Fehlerraten 1. Art (type I error rates)

e PCER (per-comparison error rate):

pceR — V)
m

Das ist die relative Anzahl erwarteter Fehler 1. Art.

e PFER (per-family error rate):
PFER = E(V)

Das ist die absolute Anzahl erwarteter Fehler 1. Art.
e FWER (family-wise error rate):
FWER =P(V > 1)
Das ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen Fehler 1. Art.

e FDR (false discovery rate; Benjamini & Hochberg, 1995):
\% .
+ firR>0
FDR=E mit =R ’
(@) @ {O fir R = 0.
Das ist die erwartete relative Haufigkeit von Fehlern 1. Art unter den R abgelehnten
Hypothesen.
Es gilt PCER < FDR < FWER < PFER (FDR = FWER bei m = my).

Starke und schwache Kontrolle
Typischerweise gilt: Fiir eine unbekannte Teilmenge
Ao CH{1,...,m}
sind die Hypothesen Hj,j € Ap, richtig, fiir den Rest falsch. Starke Kontrolle liegt vor, wenn
eine Fehlerrate fiir jede Teilmenge Ag nach oben durch a beschrankt wird, zum Beispiel
FWER < «
gilt. Schwache Kontrolle liegt vor, wenn die Fehlerrate kontrolliert wird, falls alle Nullhypo-

thesen richtig sind.

Klassische Ansétze (zum Beispiel Bonferroni- und Holm-Prozedur, siehe folgender Abschnitt)
kontrollieren stark. Der FDR-Ansatz von Benjamini und Hochberg kontrolliert die FDR
schwach und ist (deshalb) weniger konservativ.
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2.4.2 Multiple Testprozeduren

Bonferroni-Prozedur
Lehne fiir j = 1,...,m die Hypothesen H; ab, falls fiir den p-Wert gilt: p; < . Es gilt:
FWER < a stark,
d.h.
PlV>1 ‘ N H| <o
j€Ao

Nachteil: Das Niveau a/m der individuellen Tests wird bei groem m und iiblichem « ex-
trem klein. Bei Microarrays bleiben relevante Gene deshalb mit hoher Wahrscheinlichkeit
unentdeckt.

Holm-Prozedur

Ordne die p-Werte pj,j = 1,...,m, der individuellen Tests Hy, ..., H,, der Gréfle nach an.
Dann ist

P1) < - S Dim)

mit den entsprechend sortierten Hypothesen Hyy, ..., H,,). Als néichstes erfolgt schrittweise
folgende Prozedur:

Schritt 1. Falls p(yy > -, akzeptiere Hy,..., Hp,.
Falls p(;y < -, lehne H(;) ab und teste die verbleibenden m — 1 Hypothesen zum
Niveau 5.

Schritt 2. Falls p(1) < ., aber proy > %5, akzeptiere H gy, ..., H,,) und stoppe.

Falls py < ;- und pp) < %5, lehne nach H(;) auch Hy) ab und teste die

verbleibenden m — 2 Hypothesen zum Niveau .

Schritt 3. usw.

Es gilt:
FWER < a stark.

Beweis:
Sei j* der kleinste (zuféllige) Index mit p(;+) = minjea, p;-
Eine falsche Ablehnung liegt vor, wenn
pay S a/m,pay <af(m—1),...,pg <af(m— 5"+ 1).
Da j* <m — mg + 1 gelten muss, folgt daraus
min p; = pgj=) < a/(m—j°+1) < a/my.

J€Ao
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Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Ablehnung (V' > 1) nach oben beschrankt
durch
FWER < P(min p; < a/myp) < Z P(p; < a/mp) < o
Jeho j€o

Die Holm-Prozedur ist eine spezielle Form folgender Step-Down-Prozeduren:
Step-Down-Prozeduren

Allgemeine Struktur: Sei
ol < ag <. < ay.

Falls p(;) > a1, akzeptiere alle Hypothesen. Sonst lehne fiir r = 1,...,m die Hypothesen
H(l), ey H(T) ab, falls
Pa) <A1y Py < Q.
Die Holm-Prozedur benutzt a; = o/(m — j + 1).
Eine Alternative sind:

Step-Up-Prozeduren

Falls p(,) < am, verwerfe alle Hypothesen. Sonst lehne fir r = 1,...,m die Hypothesen
H(l): ceey H(r) ab, falls
p(m) 2 Amyy e e )p(r+1) 2 Ory1,

aber p(,) < .
Bemerkung.

o Aussagen tiber starke Kontrolle finden sich zum Beispiel in Lehmann & Romano, Ka-
pitel 9.

e Fiirm ~ 100,1000 und grofier: Immer noch geringe Power, deutlich weniger als fir die
FEinzeltests. Benjamini & Hochberg (1995) raten, die false discovery rate FDR zu kon-
trollieren. Die Eigenschaften von Multiplen Testprozeduren sind weiterhin Gegenstand
aktueller Forschung.

e Fiirm ~ 100, 1000 und grofier: Immer noch geringe Power, deutlich weniger als fiir die
FEinzeltests. Benjamini & Hochberg (1995) raten, die false discovery rate FDR zu kon-
trollieren. Die Figenschaften von Multiplen Testprozeduren sind weiterhin Gegenstand
aktueller Forschung.

o Die diversen Prozeduren lassen sich teils giinstig mit Hilfe von adjustierten p- Werten p;
formulieren, siehe Dudoit, Shaffer & Boldrick (2003).

e Resampling Methoden (Bootstrap, Permutationen, ...) sind notwendig, um (adjustierte)
p-Werte zu berechnen.

o Software: www.bioconductor. org.
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