Po

Py, P,

Fragen:

e Was passiert, wenn wir Likelihood-Inferenz innerhalb von Py betreiben, aber der da-
tengenerierende Prozess Py & Py ist (Fehlspezifikation)?

e Was passiert, wenn zwar der Verteilungstyp fehlspezifiziert, jedoch der Erwartungswert
korrekt spezifiziert ist (Quasi-Likelihood)?

e Kann man auf die Likelihood verzichten und direkt von den Quasi-ML-Schétzgleichun-
gen

Es@) =0
starten?
Beispiel 3.9 (Lineares Modell). Wir betrachten wieder die Standard-Annahme

ii.d.
yi=x, B+e, & '~ N7

bzw.

y|X ~ N(XB,0%I) =Py, 6= (8,0%).

Mogliche Fehlspezifikationen:

(a) Die N(0,0?)-Annahme fiir die ; ist falsch, zum Beispiel kénnte die wahre Verteilung
die Doppel-Exponential-Verteilung (Laplace-Verteilung) sein:

f(&i) x exp(—|ei/0]).

¢(0,0?)
Doppel-Exponential-Verteilung

Die Doppel-Exponential-Verteilung (oder auch die Cauchy-/t(1)-Verteilung) ist spitzer
im Zentrum und hat breitere Enden (heavy-tails).

= Sie ist ausreiflerunempfindlicher.
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(b) Die Kovarianzstruktur ist falsch, d.h. Cov(y) # o>I.

Wahre Kovarianzstruktur: Cov(y) = 0?W, zum Beispiel
— W =diag(Wi,...,W,) (heteroskedastische Fehler) oder

— W nichtdiagonal (korrelierte Fehler).

(c) Die Erwartungswertstruktur ist falsch: Ey # X 3, zum Beispiel wegen
— Fehlspezifikation nichtlinearer Effekte, zum Beispiel 26, + 2232 oder 3 log z,

— fehlender Regressoren.

3.4.1 ML-Schatzung bei Fehlspezifikation

Wir beschrénken uns auf den i.i.d. Fall: Seien Xj,..., X, i.id. wie X ~ g(z) und g(z) die
wahre Dichte. Als statistisches Modell betrachten wir die Familie von Dichten

Po :{ f(z|0),6 € © } .

Falls ein 6y € © existiert mit g(z) = f(x|6p), so ist das Modell korrekt spezifiziert. Falls kein
Oy € O existiert mit g(x) = f(x|6p), ist das Modell fehlspezifiziert.

! <§‘(§> 0g(z) ~ Py

Definition 3.6 (Kullback-Leibler-Distanz). Die Kullback-Leibler-Distanz von g und fy ist
definiert durch

D(g, fo) = E, <10g fg((;%» ,

d.h.

D(g, fo) = / log fi%) g(x) dx

fir X stetig. Dabei wird der Erwartungswert bzgl. der ,wahren” Dichte bzw. Wahrscheinlich-
keitsfunktion g(z) gebildet.

Es gilt:
D(g, fo) > 0
mat
D(g, fo,) =0 & 9= fa-
Also:

D(g, fo,) =0 fir ein 8y < Modell korrekt spezifiziert.
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Der Beweis erfolgt mit Ungleichung von Jensen (bewiesen im Beweis von Satz 3.4).

Bemerkung. Der (negative) Erwartungswert

~E, log 9(X) =~ [ g(2) log(g(a)) da
heifst Entropie von g.
Sei 0y ,der” Minimierer der Kullback-Leibler-Distanz:

0o = arggGII@lin [Eg{log g(X)} — Eg{log f(X|0)} } :

Da Eg{ log g(X )} nicht von 6 abhéngt, gilt auch

0y = argmax ]Eg{ log f(X|9)}.
0cO

Die Dichte f(x|6p) liegt dann im Sinne der Kullback-Leibler-Distanz am ,néchsten” bei g.

[ (z[6o)

Der ML-Schétzer ist N
A 1
0, = argmax — log f(x;]0).
o = angauae 3 log £(ail0)

Da 1 3" log f(x;]0) LN E, log f(X160) (Gesetz der grofien Zahlen), gilt vermutlich
i=1

én E’ 00a

das heifit der (Quasi-) ML-Schétzer konvergiert gegen jenes 6y, dessen Dichte f(x|fy) am
néchsten bei g (beztliglich der Kullback-Leibler-Distanz) liegt.

Genauer gilt:
Satz 3.7 (Asymptotische Eigenschaften des ML-Schétzers bei Missspezifikation).
1. Konsistenz: Sei 6y ein (lokaler) Maximierer von
g log f(X]0)

(bzw. ein Minimierer von D(g, fp)). Unter Regularititsannahmen (ihnlich wie bei Satz
3.4) existiert eine Folge 0,, von (,Quasi-”) ML-Schatzern, das heifit lokalen Maximie-
rern von

2 D los £zl
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2. Asymptotische Normalitit: Es gilt

V(b — ) L N ( 0, J7 1 (60) I1(60) I (6o) )

L0 =F, (a logafe(XW)) (a 1og8fe(X|9)>T

s1(9) s1(0)T

und der (Quasi-) Fisher-Information

0?1 X6
Ji(0) = E, <;§§9(T|)>.

Bemerkung.

e Falls g(x) = f(x|0p), also das Modell korrekt spezifiziert ist, gilt
1,(0) = J1(0)

(vergleiche Satz 2.16), und man erhdlt die ibliche asymptotische Normalverteilung des
ML-Schdtzers bei korrekter Modellspezifikation.

o Informell gilt

e 1 _
On ~ N | b0, —J; Y(00) I1(60) I, (60) |

V(6o)
und V (6p) wird geschdtzt durch

V(0,) = J40,) I(6,) T~1(6,) ( ,Sandwich”-Matriz)

mit
I1(6,) = Z si(6,) 8] (6,) empirische Fisher-Matriz der Stichprobe,
i=1
~ n 2 ;
J(0,) =— Z w empirische beobachtete Informations-Matriz.
i=1 0=>0,,
921(0)
20001
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Bemerkung.

1. Im i.n.i.d. Fall gilt (informell):

Sei 0(0,x) = log f(x]0) und
6o := argmax E, £(0, X') = argmax IE, {Z&(G,Xi)} ,
0 0 i=1

bzw. sei Oy die Nullstelle von By s(0), das heifit y(s(0y)) = 0. Auferdem

0, = argmax ((0,z) bzw. s(0,)=0.
0

Dann gilt
O & N (00, V(0))

wie oben, nur mit f;(x;|0) an Stelle von f(x;]0).

2. Angenommen, der Modellparameter 6 = (6,a)" setze sich zusammen aus einem eigent-
lich interessierenden Parameter 8 und einem Nuisance-Parameter o. Die Scorefunktion

lautet dann B
59(97 Oé) 59(9)
9 = = ~ .
S( ,Oé) < Sa(e,a) ) ( Sa(e)
Falls trotz fehlspezifizierter Likelihood der eigentlich interessierende Parameter die ML-
Gleichung E4(s9(60)) = 0 erfillt, so gilt weiterhin

0, ~ N (90, V(én)) = Quasi-Likelihood.

3.4.2 Quasi-Likelihood und Schatzgleichungen

Frage: Lassen sich Parameter von Interesse wie der Mittelwert p im i.i.d. Fall oder der Kova-
riablenvektor B im Regressionsfall noch konsistent und asymptotisch normalverteilt schatzen,
wenn das statistische Modell nur teilweise fehlspezifiziert bzw. unvollstandig spezifiziert ist?

Beispiel 3.10. Seien Y1,...,Y, ii.d. wieY ~ f(Y|u,0?), f symmetrisch um p, aber nicht
normal, etwa

1
Po = {f(y],uo) =2 eyuol/o} (Laplace- oder Doppel-Ezxponential- Verteilung).

Trotzdem wahlt man die (Log-) Likelihood

al(p) = ~5-3 Z:(yz — p)? + const
i=1
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der Normalverteilung als Quasi-(Log-)Likelihood und mazimiert diese. So kommt man auf

die Quasi-Scorefunktion
1 n
S M) = ﬁ Z(yz -
i=1

Es gilt

Eo as(uo) = — Z ]Eo =0,
_Mo

also figmr, = § wie tblich und wegen EoY = po erwartungstreu.

Allerdings ist y kein (asymptotisch) effizienter Schétzer mehr (die Rao-Cramer-Schranke wird
nicht erreicht).
Beispiel 3.11. Seien Y, ...,Y, unabhingig, Y; ~ N(uo,0?) und

- n )2

i=1 i=1 v

Dann wdhlt man als Quasi-Log-Likelihood:

qmo=—§§f<%;“)a

i=1

das heiffit man ignoriert die Abhdngigkeit der Varianz von i und berechnet

1
Eo qs(u *72 po—p) =0 & po=p,
oML = Y, /l L) = erwartungstreu,
aber
n
Varg(fiomr) = Varg (Y ZVaro Za?,
i=1

das heift figmr =  ist ineffizient, aber (falls zum Beispiel 0? < c) konsistent und normal-
verteilt.

Beispiel 3.12 (Lineares Modell). Standard-Annahme:
yilzi ~ N(z] B8,0%)

bzw.

ylX ~ N(XB,0%T) .
Mogliche Fehlspezifikationen:
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(a) Normalverteilungsannahme falsch,
(b) Kovarianzstruktur Covy = oI falsch,

(¢) Erwartungswertstruktur By = X3 falsch.

zu (a): Dies ist der Fall, wenn y nicht normalverteilt ist, aber die Kovarianzstruktur und das
Erwartungswertmodell korrekt sind.

Es gilt: Eoy = X B ist das wahre Modell.
1
s(8) = X' (y-XP)

Eops(Bo) =0
Dabei ist Egs(Bo) der Erwartungswert im wahren Modell mit wahrem Parameter. Es
ergibt sich
Bouw = Bro=(X"TX)'X Ty
mit
Eo(Bomz) = (X'X)'X'"Ey=p8y (erwartungstreu),

Covo(Bour) = o*(X'X)™,
also X
Bomr ~ N(Bo, o (X X))
wie unter NV-Annahme.

zu (b): Die wahre Kovarianzmatriz ist o>W statt o1 :

Py :y ~ N(XBo,0?W)

Eos(Bo) =0

Bour = (XTX)'XTy

Eo(Bour) = (XTX)' X" XBo = Bo

Covo(Bomz) = (XTX) 'X T Covp(V)X (X X)!
= SAX'X)IXTWX(xTXx)!
( # X TX))

BQML ist konsistent, aber nicht effizient.

(Ein  effizienter Schdtzer wdare der gewichtete KQ- bzw. Aitken—Schatzer
Barrken = (X TWX)" I XTWly.)

zu (¢): Der wahre Erwartungswert ist ungleich X 3:

wahrer Erwartungswert: Eoy = po = X080
= wahres Modell: y ~ N(XoBo,0I)
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(falls N und o*I = Covg(y) richtig). Dann ist
Bomr = (XTX) "X Ty
Eo(Bomr) = (X' X) ™' X " XoBo # Bo -

Somit ist BQML verzerrter Schdatzer, aber liefert das best—approximierende lineare
Modell mit Designmatriz X . Die Kovarianzmatriz ist dann gegeben durch:

Covo(Bowmr) = (XTX) X T Covp(y) X (X TX) 1=} XTX)L.
N e’

o021
Fazit aus den Beispielen:

e Falls die Likelihood oder die Varianzstruktur fehlspezifiziert sind, jedoch die Erwar-
tungswertstruktur

Ey; = p; = z; 8

korrekt spezifiziert ist, erhélt man konsistente Schétzer fiir u bzw. 3.

e Es geniigt sogar, die Nullstelle der Quasi—Scorefunktion

! Ao
as(i) 20 baw. qs(8) £ 0

zu bestimmen. Falls fiir das ,,wahre“ pg bzw. By
Eo gs(po) =0, Eogs(Bo) =0

gilt, dann ist die Nullstelle i bzw. B konsistent und asymptotisch normalverteilt fiir p
bzw. (3.

= Idee der ,Schdtzgleichungen® (estimating equations):

Definiere eine Schdatzfunktion oder Quasi—Scorefunktion
as(0) = 3 iy 0)
i=1

so, dass fur den ,,wahren“ Parameter 6
n
o as(60) = > Fo[ti(yi, b0)] = 0
i=1
erfiillt ist. Dann ist der Quasi—-ML—-Schdtzer oder ,,M—Schatzer® definiert als Nullstelle
as(fonr) 20 (Schdtzgleichung)

der Schdtzfunktion qs(0).
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Beispiel 3.13 (Generalisierte Regression). Sei

Eoyi = pi(B) korrekt spezifiziert ,
Varg y; = ¢vi(3) (eventuell) fehlspezifiziert .

Es gilt: Egs(8) = 0.

Es wird nur eine Annahme hinsichtlich der Schdtzgleichung getroffen, jedoch nicht fir die
Verteilung:

8) = 53 () o) i )
=1 E(y;:)—pi (8)=0

) 0s(B) " (g — 1(B))

§ <3ui(ﬂ)
=\ 9B

hat Erwartungswert 0 und
s(B)=0.
= B ist konsistent und asymptotisch normalverteilt.
Speziell: ,generalized estimating equation® (wie in GLM: p;(8) = h(z] 3)).

Beispiel 3.14 ((Binédre) Longitudinaldaten (repeated measures) oder Clusterdaten). Die
Datenpaare (yij,xij), i =1,...,n, j =1,...,n;, seien je n; wiederholte Beobachtungen an
Individuen oder in ,,Clustern®, wie zum Beispiel Familien oder Klasseni=1,...,n.

n;:  Anzahl der (zeitlich) wiederholten Beobachtungen pro Individuum oder Cluster
yij:  Zielvariable
xz;j:  Kovariablenvektor

yijlTij sei aus einer Exponentialfamilie (normal, binomial, Poisson, ... ) mit Erwartungswert
T
E(yij|zij) = h(ﬂ%ﬂ) = Wij -

Die Schdtzgleichungen bei Vernachlassigung von (zeitlichen) Korrelationen zwischen den Mess-
wiederholungen lauten

as(8) = S wijwi(B)(yi; — h(2];8)) =0
i=1 j=1
mit
EIBO qS(IBO) =0,

wobei die wj(B) geeignete Gewichte sind. Somit ist BQML konsistent und asymptotisch nor-
mal, jedoch unter Effizienzverlust.
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