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Einfihrung in Bootstrap
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Einfiihrung

Bootstrap (engl.): Stiefelriemen, Stiefelschlaufe

,»Sich selbst am Schopf aus dem Sumpf ziehen” — Liigenbaron Miinchhausen (mit Pferd)
Computergestiitzte Methode

Beruht auf wiederholtem Ziehen (Resampling) aus den beobachteten Daten.

Ziel: Schatzung von Varianz, Bias oder Verteilung einer Statistik 7' = T'(Xy,..., X,),
Konfidenzintervalle, Tests.

Wann? In Situationen, in denen
(a) asymptotische Aussagen fragwiirdig sind (kleine Stichprobenumfénge),

(b) analytische Berechnungen sehr kompliziert oder unméglich sind, zum Beispiel wenn
keine parametrischen Verteilungsannahmen gemacht werden sollen. — Bootstrap
fiir nichtparametrische Schatzungen.

Funktioniert ,,Bootstrap” immer? Nein, nicht immer (Bootstrap kann inkonsistent sein),
aber oft.
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5.1.1 Grundidee

Einstichproben-Problem: X = (Xy,...,X,,), X; s F', F unbekannt
Interessierende Statistik: T'(X)

Beobachtete Daten: = = (1,22, ...,2,) = T(x)
Bootstrap-Stichprobe: Ziehe n mal mit Zuriicklegen zufdllig aus (z1,...,zy,). Wir erhalten
¥ = (af,x5,...,xy) = T(z").

Beispiel: x = (1,2,5), n = 3. z* = (1,1,5) ist eine mogliche Bootstrap-Stichprobe.
Also:

(1) Werte aus der urspriinglichen Stichprobe x kénnen in der Bootstrap-Stichprobe

(i) einmal vorkommen,
(ii) mehrfach vorkommen,

(iii) gar nicht vorkommen.

128



(2) Die Bootstrap-Stichprobe hat ebenfalls Stichprobenumfang n.

Skizze:
x = (x1,...,z,) Daten
ZL‘*l l,*Z :L'*B
\ \ \
T(z*)y  T(*2) ... T (z*B)

B: Anzahl von Bootstrap-Stichproben

Mit den berechneten Statistiken T'(z*!),...,T(x*?) lassen sich Aussagen iiber die Verteilung

von T' gewinnen, zum Beispiel
— 1 & _ 2
Varp(T) ~ Vargeet(T) = { Z [T(x*b) — TBoot] }
mit
- 1< +b
Tioot = ;T(x ).

5.1.2 Empirische Verteilungsfunktion und das Plug-In-Prinzip

X =(X1,...,Xn), X; "®" F, F unbekannt
x = (z1,22,...,x,) Daten

Empirische Verteilungsfunktion:

wobel I die Indikatorfunktion ist.

Plug-In-Prinzip: F' durch F), ersetzen.
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Beispiel 5.1.

= lepn(X = x;) (o.w.E. seien alle x; verschieden)

Plug-In-Prinzip hat Sinn, wenn keine weiteren Informationen tiber F' vorhanden sind aufler
der Stichprobe.

— ,,nichtparametrisches Setup”

5.1.3 Reale Welt und Bootstrap-Welt

Wiederum Einstichproben-Fall:

4 N

Reale Welt Bootstrap Welt
Foz=(21,...,20) Fp — x* = (z3,...,2%)
0=T() b = T(2")

Die unbekannte Verteilung F' liefert x als Zufallsstichprobe.

e Die empirische Verteilung F, liefert * als zuféllige Bootstrap-Stichprobe.

Die interessierende Statistik § = T'(x) ist Funktion der Zufallsstichprobe.
e Die Bootstrap-Replikation §* = T'(z*) ist Funktion der Bootstrap-Stichprobe.

= Im Allgemeinen kann F bzw. F, in obiger Abbildung durch ein geschdtztes Wahrschein-
lichkeitsmodell P bzw. P, ersetzt werden.
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5.1.4 Die ideale Bootstrap-Verteilung

Daten = = (z1,22,...,2p).
Frage: Wie viele verschiedene Bootstrap-Stichproben gibt es?

Beispiel 5.2. Sei x = (1,2,5). Die Anordnung spielt hier keine Rolle. Wegen n = 3 gibt es
10 verschiedene Bootstap-Stichproben (wenn alle x; verschieden sind):

(1,1,1),(2,2,2),(5,5,5), (1,1,2), (1,1,5),(2,2,5), (1,2,2), (1,5,5), (2,5,5), (1,2, 5).

Die ideale Bootstrap-Schatzung ist die, welche sich durch Berticksichtigung aller moglichen
Bootstrap-Stichproben ergibt. Die ideale Bootstrap-Schatzung zum Beispiel fiir die Varianz
von = median(X) in Beispiel 5.2 wére dabei die Varianz iiber die 10 Bootstrap-Stichproben.
Dabei ist allerdings zu beriicksichtigen, dass die Stichproben mit unterschiedlicher Wahr-
scheinlichkeit gezogen werden.

Beispiel 5.3 (Fortsetzung von Beispiel 5.2). Mit Hilfe der Multinomialverteilung erhdlt man
. 3! N\ 1\ /1\° /1\? 1
P(m _(1’1’1)) ~ 300! (3> (3) (3) - <3> - (27)
. 3! N\ /1\' /1\? 1\°* /1
P(gc - (2’5’5)) —oomel (3> (3) (3) =9 <3> - <9>’
. 3! 1\ /1) /1 1\* (2
P($ - (1’2’5)) T (3> <3> <3) =0 (3) - (9)’

denn zum Beispiel (2,5,5) = (5,2,5) = (5,5,2) =(1,2,5) = ... = (5,2,1).
Betrachte 0 = median(X). Dann ist 0(z) = 2 die Schitzung aus der Stichprobe und

3
Varﬁn(é*) = (;) {@-e?+(2-¢)+(5-0c)?
+3- 1=+ (1=’ +2-c*+2-0)’+ (-0 +(5-0)
+6-(2—c)?}
= 232,

wobed

_ 3
c:¢9*:<> 1+2+5+3-(1+1+2+2+5+5)+6-2]

1\3 1\* 68
—(=) [84+3-164+12]=(=) -68=— ~25
<3> 8+ +12] <3> 27

der Mittelwert aller geschdtzten Mediane ist.
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Allgemein gibt es, sofern alle n Datenpunkte x1,...,x, verschieden sind, (2”7:1) mogliche
Bootstrap-Stichproben.
5
=3: =1
n=3 (3> 0

29
n=15: <15> = 77 558 760

n=20: (gg) = 68 923 264 410

Das heifit, wenn n nicht sehr klein ist, dann ist es praktisch nicht moglich, die ideale Bootstrap-
Verteilung zu verwenden. Stattdessen begniigt man sich mit einer Anzahl B < (2”71_ 1) von
Bootstrap-Stichproben.

5.2 Bootstrap—Schatzung eines Standardfehlers

Einstichproben-Fall: X = (X1,...,X,), X; - F, F unbekannt

Daten: z = (z1,...,2y)

Ziel dieses Abschnitts ist die Schatzung des Standardfehlers eines Schatzers 6 = é(X ) fiir
6 = T(F). Hierbei kann 6(X) die Plug-In-Schitzung T'(F},) sein, muss aber nicht.

Frage: Wie gut ist die Schatzung 6?

5.2.1 Bootstrap-Algorithmus zur Schatzung des Standardfehlers

Algorithmus 12: Bootstrap-Algorithmus zur Schatzung des Standardfehlers

1. Erzeuge B Bootstrap-Stichproben z*!, ... z*B.

2. Berechne 0*(b), b=1,...,B.

3. Schitze den Standardfehler sex(f) = 1/ Varp(0) durch

Die Bootstrap-Schitzung fiir den Standardfehler sep(6) einer Schitzung 6 (Daten aus F)
ist also der Standardfehler fiir zufallige Stichproben vom Umfang n gezogen aus F, mit
Zuriicklegen.

Es gilt:

. ~ (p*
Bh_r)rloo sep = sep, (07).
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Die ideale Bootstrap-Schitzung se 7 (é*) und die Approximation Seg werden oft als nichtpa-

rametrische Bootstrap-Schdtzung bezeichnet, da sie nur auf F}, beruhen und F), die nichtpa-
rametrische Schatzung fiir F ist.

— Abschnitt 5.2.3: Parametrischer Bootstrap (F wird nicht mehr durch F}, geschétzt).
Beispiel 5.4. Zwei (quasi-) stetige Merkmale Y und Z werden an n Individuen erhoben, d.h.
i.

.d.
X=(M,21), N, 21),....,Yn.Zy)), (Yi,Zi) "< Fyzg.

Gesucht: Schétzung fiir den Standardfehler des Korrelationskoeffizienten von Y und Z.

5.2.2 Anzahl der Replikationen

Die Anzahl der Replikationen B wird durch folgende Uberlegungen bestimmt:

(i) Praktische Uberlegungen: Wenn 6(z*) eine komplizierte Funktion von z* ist, dann
wird B kleiner sein miissen als wenn 6(z*) eine einfache Funktion von z* ist.

(ii) Genauigkeitsiiberlegungen: Es gilt
Var(sép) > Var( sez (6%) ).
———
ideale Bootstrap-Schéatzung

Die Frage ist, um wieviel die Varianz von sep grofer ist.

Aus theoretischen Uberlegungen ergibt sich, dass B = 200 im Einstichproben-Problem in der
Regel ausreichend ist zur Schétzung eines Standardfehlers. Fiir Konfidenzintervalle werden
deutlich mehr Replikationen benétigt (B ~ 2000).

5.2.3 Parametrischer Bootstrap

Definition 5.1. Die parametrische Bootstrap-Schétzung des Standardfehlers ist definiert
durch

seﬁnymr(ﬁ*) ,
wobei Fmpar eine Schatzung von F, abgeleitet aus einem parametrischen Modell, ist.

Beispiel 5.5. Sei X = ((Y1,21), ..., (Y, Zyn)") mit

Y, ii.d.
( Z; > ~ Frz

Annahme: Fy z sei eine bivariate Normalverteilung und

i =
1
n

M
|

Siawi—y)zi—2) " Yi(z—2)?



Das heifst, wir verwenden jetzt anpar = Nao(f, 2) als Schdtzung fir F', und statt Bootstrap-
Stichproben aus den Daten zu ziehen, ziehen wir Bootstrap-Stichproben aus dieser bivariaten
Normalverteilung:

et = ((Yl*l’Zikl)lv""(erlazﬁl),)
: ~ Na(f, X).
P = ((Yl*Bv ZikB)/a SRR (Y;Bv Z;B)/)
Danach geht es weiter wie gewohnt!
Beispiel 5.6 (Standardfehler fiir die Schitzung des Korrelationskoeffizienten 6).
(i) Vergleich mit der Formel fir die bivariate Normalverteilung:

R 12
SeNy () (0) = Vn—3"

(ii) Vergleich nach Fisher-Transformation:

.1 146\ appros 1 1+6 1 \?
:71 = ~ N *l
: 20g(1—0> [2 Og<1—9>’<vn—3>

Um dieses Resultat auszunutzen, kénnte Inferenz fdrf betrieben und anschlieffend durch
Riicktransformation auf den wahren Korrelationskoeffizienten 0 iibertragen werden.

5.2.4 Ein Beispiel, bei dem der nichtparametrische Bootstrap nicht klappt

Betrachte X = (X3,...,X,) mit X, PN Unif (0, 6). Bekannt sei das Maximum Oy, = X(n)-
Die Wahrscheinlichkeit, dass X(,) nicht in der Bootstrap-Stichprobe auftritt, ist (1 — %)n
Die Wahrscheinlichkeit, dass X(,) in der Bootstrap-Stichprobe vorkommt, ist also

n

1 n
1—(1—) —1—e ' ~0.632 firn— oo .

Das heifit P(é* = éML) ~ 0.632 fiir n — oo, die Verteilung von 6* legt also eine Wahr-
scheinlichkeitsmasse von 0.632 auf den ML-Schéatzer. Dieser wird also reproduziert und es
gibt damit keinen Informationsgewinn aus diesen Stichproben!

Problem: E), ist keine gute Schatzung fiir F' in den extremen Bereichen von F.
Beim parametrischen Bootstrap gilt dagegen

X* = (X},...,X*) mit X} ~ Unif(0,0rr)

n

und deshalb

Also: Nichtparametrischer Bootstrap kann schiefgehen!
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5.2.5 Zweistichproben-Problem fiir unabhangige Stichproben

Seien '
Rk F: Behandlung

Yi,...,Y,
T G : Kontrolle

} unabhéngig, zum Beispiel {
AR

i. }\/ G

und X = (Y1,..., Y0, Z1,..., Zm) baw. £ = (Y1, -y Yn, 215 -« Zm)-

Ziel: Schatzung des Standardfehlers der Schatzung fiir die Differenz 0 = puy — pz .
EY) E(Z)

Betrachte R

b=y—z.

Vorgehen bei der b-ten Bootstrap-Stichprobe:

v = (... y?) zufillig mit Zuriicklegen aus F),
20 = (°,..., 2 zufillig mit Zuriicklegen aus G,y
Schatzung:
1
. . B 2) 2
serpa() = sep o (07) = sep [ b) — 6% (- ]
~—— N Fn Gim , ~~ B 1 ;
Real World ideale Approx. -
Schétzung in der idealen
der Bootstrap- Boofstrap—
World Schétzung
mit
- 1« 1 = .
POy =gt - =3y 3
=1 =1
und
1 B B
j = - b
0= Y= LY i
b=1 b:
5.2.6 Bootstrap fiir eine Zeitreihe
Betrachte die Zeitreihe y1, yo, . . ., yr und die zentrierte Zeitreihe 21, 29, ..., 270 mit 2, = y; — ¢

fir t =1,...,T.
Annahmen: Es handelt sich um einen AR(1)-Prozess
Zt:/BZt—1+5t (t:2’7T)

mit Anfangsbedingung 21, |5] < 1 und & R fir ¢ = 2,...,T, F unbekannt und E(e;) = 0.
Die KQ-Schétzung fiir 8 lautet:

T

Z(Zt — th,l)Q — min — ﬁ

t=2 p
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(Da hier keine Verteilungsannahme getroffen wurde, ist ML-Schéatzung nicht méglich.)

Gesucht: Schétzung fiir sepg(f5).

Idee: Berechne Residuen

€2 = 20— Bz,
T — 1 Residuen
ér = zr — PBar-1.
Bezeichne mit Fr_q die empirische Verteilungsfunktion der €s,...,&ép. Dann erhélt man die

b-te Bootstrap-Stichprobe wie folgt:
(i) Ziehe 3b,... &2 zufillig mit Zuriicklegen aus Fr_;.

(ii) Berechne rekursiv

21 = Y1y
20 = Pz ey
2 = Bab4ex
= B 4y
(iti) Ermittle 4** mittels KQ aus 23, ..., 23,
Damit: )
1 B 5) 2
®rp(P) = sep, , 5(57) ~ p(57) = {B_l >[5 = i) }
b=1
mit

Andere Idee: ,Moving Block Bootstrap” (vgl. Efron und Tibshirani, 1993).

5.3 Bootstrap-Konfidenzintervalle

5.3.1 Einleitung

Ubliches 90%-Konfidenzintervall: )
0+ 1.645 - se.

Ubliches 95%-Konfidenzintervall: R
0 +1.96 - se.

136



Dabei kann sé auch Bootstrap-Schétzung sein. Die Begriindung dafiir ist meist:

00 . :
Z=-—— "R N(0,1) (asymptotische Aussage) .
se
Die asymptotische Verteilung ist (approximativ) unabhéngig von 0; Z wird approximatives
Pivot genannt.

Wenn n klein ist, konnen die Quantile der Normalverteilung durch die Quantile der
t-Verteilung ersetzt werden:

6+t s

n—1

Idee: Annahme der Normalverteilung vermeiden, Verteilung von Z aus den Daten schétzen.
Dies wird in den folgenden Abschnitten beschrieben.

5.3.2 Bootstrap-t-Intervall

Betrachte
Z=—, (5.1)

wobei §e zunichst irgendeine ,,verniinftige” Schitzung des Standardfehlers von 6 darstellt.

Idee: Schitze Verteilung von Z wie folgt:

1. Generiere B Bootstrap-Stichproben z*!, ... z*B.

2. Berechne N .
sy 07(b) — 0

wobei §¢*(b) eine Schitzung des Standardfehlers von 6*(b) ist. Ordne die Z*(b) aufstei-
gend der Grofle nach.
3. Schiitze die Quantile £® und #(!=®) (fiir ein (1 — 2a)-Konfidenzintervall) als

#1{2(b) < £}
B
Dabei bezeichnet # A die Kardinalitat einer Menge A.

=« .

Beispiel:  Fiir B = 1000 ist £ der 50. Wert der geordneten Z*(b)-Werte, £(°-9) ist
der 950. Wert der geordneten Z*(b)-Werte.

4. Das Bootstrap-t-Intervall zum Vertrauensgrad 1 — 2« lautet dann
[g _{0-0) g f— @, SAe]
mit se aus Formel (5.1).

Analogie zur t-Verteilung:

[é — T, Ot s/é} (t1 = —¢) .
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Dichte der t-Vertellung (df = 5)

Beachte: Wenn Ba nicht ganzzahlig ist und @ < &, dann wiihle k = [(B + 1)a], das
ist die groBte ganze Zahl < (B + 1)a. Die empirischen Quantile sind dann
der k-te Wert der geordneten Z*(b)-Werte und der (B + 1 — k)-te Wert.

Probleme:
1. Das Bootstrap-t-Intervall kann stark durch Ausreifler beeinflusst werden.

2. Betrachte nochmals

0*(b) — 0
7(b) = s’(\e*)(b
Wie kann man se*(b) schétzen?
(i) Wenn 6 der Mittelwert ist:
1
se*(b) = 1 {En:(w;kb — a_c*b)z} 2 (Plug-In-Schitzung).
"=

(ii) Wenn 0 komplizierter bzw. keine Standardformel verfiigbar ist:

— Nested Bootstrap: FEs ist eine Bootstrap-Schéitzung des Standardfehlers fiir
jede Bootstrap-Stichprobe notwendig, zum Beispiel sind fiir
B =1000 und B* =50

BB* = 1000 - 50 = 50000

Stichproben notwendig. Wir samplen also auf zwei ver-
schachtelten Ebenen:
Real World — Bootstrap-World — Nested Bootstrap-World.

Vorteil: Dieser Vorgang ist parallelisierbar (im Gegensatz
zu MCMC, wo die Kette nicht parallelisierbar ist).
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3. Das Bootstrap-t-Intervall wird von der Skala des Parameters beeinflusst, es ist nicht
invariant gegeniiber Transformationen. Bei kleinen Stichproben in nichtparametrischem
Setup kann irreguléres Verhalten auftreten; hier kann jedoch eine Transformation der
Parameter zuverlassigere Ergebnisse liefern.

Beispiel 5.7 (Transformation des Korrelationskoeffizienten). Sei 6 der Korrelationskoeffizi-
ent. Ein Konfidenzintervall fir 6 konnen wir auf die folgenden zwei Weisen erhalten:

(i) Bootstrap-t-Intervall fir 6 direkt.

(ii) Bootstrap-t-Intervall fir

1 146
o= 5 log <1+0> (Fishersche Z-Transformation)
und dann Ricktransformation der Endpunkte mittels der Umkehrung
o — e?? —1
e+ 1

liefert ein kiirzeres (= besseres) Konfidenzintervall als das Intervall in (i).

Ergebnis: 1. Bootstrap-t nur fiir einfache Probleme verwenden, wenn 6 ein Lokalisations-
parameter, zum Beispiel Median, trimmed mean oder Quantil ist.

2. In komplexen Fallen ist eine Varianzstabilisierung notwendig.

5.3.3 Bootstrap-Perzentil-Intervall

Idee: Verwende direkt die empirische Verteilung der Schétzer 6* aus den B Bootstrap-

Stichproben.
Also:
1. Ziehe z*', ..., 2*B B Bootstrap-Replikationen
A~ J/ ~ J/ A
0*(1), ..., 0*(B) mit 6*(b) = T(z*).
2. Ordne die 6*(b) der GréBe nach: é?l)’ . ’éEkB)'

3. Berechne Ba und B(1 — ) (bzw. bei nicht-ganzzahliger Anzahl eine Modifikation wie

in Abschnitt 5.3.2) und bezeichne mit é*B(a) bzw. OA*B(PO‘) die Werte an den jeweiligen
Positionen in der sortierten Sequenz der Bootstrap-Schatzungen. Dann ist

|:élower7 éupper] = [QA”‘B(Q)7 gri-o)

ein approximatives (1 — 2«)-Konfidenzintervall.

Beispiel: Fir B = 2000 und a = 0.05 wahle den 100. und 1900. Wert aus der geordneten
Liste.

Alternative Schreibweise: Bezeichne mit G die empirische Verteilung der 6*. Dann ist

A~

[élower, eupper} - [é—l(a), G711 - )
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Vorteile der Perzentil-Methode:
(i) Sie ist invariant gegeniiber (streng monotonen) Transformationen.
(ii) Sie ist range-preserving, d.h. das Perzentil-Intervall liegt im zuléssigen Bereich des Pa-

rameters.

Beispiel: Fir den Korrelationskoeflizienten liegt das Intervall der Perzentil-Methode im
Bereich [—1,1].

Problem: In der Regel Unterdeckung, d.h. die Intervalle sind haufig zu optimistisch.

Lemma 5.2 (Perzentil-Intervall-Lemma). Seien ¢ = m(#) und ¢ = m(0) eineindeutige

Transformationen. Angenommen, ¢ = m(0) normalisiere die Verteilung von 0 perfekt, d.h.

exakt,
nicht nur
~  approx.

¢ "~ N(¢.c
fiir eine Standardabweichung c.

Dann ist das Perzentil-Intervall basierend aufé gleich

(@ — 207 ) m (G — 2 )]
mit den Quantilen z(®, 2= der Standardnormalverteilung.
Das Lemma besagt, dass die Perzentil-Methode immer die korrekte Transformation wéhlt.

Diskussion: e Die Perzentil-Methode ist sehr einfach.

e Die Perzentil-Methode ist nicht der Weisheit letzter Schluss. Wenn 6 ein
Schétzer mit Bias ist, gibt es Alternativen.
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