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Aufgabe 12 (Randomisierter LQ-Test)

Fiir eine Erhebung zur Untersuchung einer Vogelkrankheit beschéftigen Sie 20 Mitarbeiter,
die jeweils so viele Tiere untersuchen, bis sie zum ersten Mal eine Erkrankung festgestellt
haben. Die i.i.d. Zufallsvariablen X7, ..., Xop geben jeweils die Anzahl der untersuchten Tiere
bis einschlieflich zum ersten kranken Tier an. Ein Forscher behauptet, dass 13% der Vogel
erkrankt sind. Sie vermuten, dass er das Vorkommen der Krankheit iiberschétzt.

Insgesamt haben IThre Mitarbeiter 640 Vogel untersucht. Konnen Sie die Behauptung des
Forschers zum 5%-Niveau zugunsten IThrer Alternative, dass 10% der Vogel erkrankt sind,
widerlegen? Formulieren Sie das Testproblem und konstruieren Sie den Test zum exakten
Niveau «, der auf der Alternative die grofite Giite hat.

Hinweis: Die Summe von n unabhingigen geometrisch verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter 7 ist negativ binomialverteilt mit Parametern n und .

Aufgabe 13 (Multiples Testen)

Sei T' eine Teststatistik mit Realisation ¢ und bekannter stetiger Verteilungsfunktion Fg,
unter der Nullhypothese Hy. Zeigen Sie zunéchst, dass der p-Wert p = Py, (T > t) auf dem
Intervall [0, 1] gleichverteilt ist. Benutzen Sie dazu die Eigenschaft,

(1) dass fiir eine stetige, monoton wachsende Transformation g die Gleichheit
P(X <z) =P(g(X) <g(z))
gilt;

(2) dass eine stetige Zufallsvariable U genau dann auf dem Bereich D = [0, 1] gleichverteilt
ist, wenn fiir alle u € D des Definitionsbereich P(U < u) = u gilt.

Simulieren Sie nun k£ = 1010 voneinander unabhéingige, standardnormalverteilte Zufallsvekto-
ren &y, ..., x; der Linge n = 50 in R. Modifizieren Sie die Vektoren x1, ..., x19 so, dass deren
Verteilung jeweils nicht mehr um Null zentriert ist (bspw. durch Addieren einer Konstanten).

(a) Testen Sie, ob der Mittelwert von @1,...,x) jeweils signifikant von Null verschieden
ist (o = 0.05) und visualisieren Sie die sich ergebende Verteilung der p-Werte. Welche
Verteilung sollte sich fiir k& — oo ergeben? Testen Sie nun auch, ob sich der Mittelwert
von &1,...,x1 jeweils signifikant von Null unterscheidet (o = 0.05).

(b) Wiederholen Sie den datengenerierenden Prozess sowie die Tests aus Teilaufgabe (a) 100-
mal und schétzen Sie anschlieflend die False Discovery Rate (FDR), also den erwarteten
Anteil an Tests mit signifikantem Ergebnis, die filschlicherweise die Nullhypothese
abgelehnt haben.

(¢) Welche FFDR ergibt sich nach Adjustierung der p-Werte mit der Bonferroni-Prozedur?
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*Aufgabe 9 (Klassische Testtheorie)
Seien Xi,...,X, td Po(\) mit Parameter A > 0. Betrachten Sie die Hypothesen
H(]:)\:)\g VS. Hli)\:)\l

mit A\g > Ap > 0.
(a) Zeigen Sie, dass der entsprechende Likelihood-Quotient die Form
A\ ?
Aa:()\h)\o) = )\70 exp(—n(/\l - )\0))

fir € = (z1,...,2,)" und 21,...,2, € Ng und z = > x; hat.

(b) Begriinden Sie, weshalb ein Test zum exakten Niveau «, der auf der Alternative die
grofite Giite hat, dquivalent ist zu

1 , falls z < ¢q
o(z) = Ya(2) , falls 2z = ¢,
0 , falls z > c,.

Wieso ist eine Randomisierung notwendig?

Hinweis: Die Summe von n i.i.d. Po(\)-verteilten Zufallsvariablen ist Po(n\)-verteilt.

(c¢) Bestimmen Sie den kritischen Wert ¢, sowie die Randomisierungskonstante ~y,/(z).
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