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O Ich bin damit einverstanden, dass mein Klausurergebnis in Verbindung mit meiner Matrikelnummer

im Internet veroffentlicht wird.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 > Note
Punkte

Wichtig:

— Uberpriifen Sie zunichst, ob Ihr Klausurexemplar vollstindig ist. Die Klausur sollte aus drei

Bléttern (ohne dieses Deckblatt) mit fiinf Aufgaben bestehen.

— Verwenden Sie fiir Thre Losungen ausschlief$lich die Thnen zur Verfiigung gestellten Papierbogen.

Beginnen Sie fiir jede Aufgabe eine neue Seite.
— Kennzeichnen Sie jedes abgegebene Blatt mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer.
— Als Hilfsmittel sind zugelassen:
— drei handschriftlich beschriebene DIN-A4-Bléitter,

— die in der Ubung verteilte Ubersicht konjugierter Verteilungen,

die in der Ubung verteilten Verteilungsiibersichten aus dem Buch von Gelman, Carlin, Stern
und Rubin (2004),

— ein nichtprogrammierbarer Taschenrechner,
— ein Worterbuch.
— Maximal kénnen 100 Punkte erreicht werden. Die Klausur ist mit 45 Punkten bestanden.

— Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 24 Punkte

Seien X1,...,X, g N(u,02). Seien sowohl  als auch ¢ unbekannt, also 6 = (u, 0?). Betrachten

Sie folgende Schétzer fiir o2:
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mit X =130 X, )
Hinweis: Verwenden Sie y 1" | (M) ~x%(n—1).

(e

(a) Sind die beiden Schiitzer erwartungstreu fiir o7

(b) Zeigen Sie, dass fiir die mittleren quadratischen Fehler gilt:

2 2
— ot und  MSEy(V?) = 4

n—i—la

MSEy(5?) =

(c) Untersuchen Sie S? und V? auf ihre Zuliissigkeit als Schitzer fiir o2.

(d) Geben Sie eine suffiziente Statistik fiir § = (u, 0?) an. Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 2 17 Punkte

Seien Xi,...,X, i Po(A) mit Parameter A > 0. Betrachten Sie die Hypothesen

Hg:)\:)\o VS. Hli)\:)\l
mit A\g > A1 > 0.
(a) Zeigen Sie, dass der entsprechende Likelihood-Quotient die Form
Az) = Axy, ... 20) = () exp(—n(A — X))

fiur z1,...,2p, € Ngund z = > | x; hat.

(b) Begriinden Sie, weshalb ein Test zum exakten Niveau «, der auf der Alternative die grofite Giite

hat, &quivalent ist zu

1 , falls z < cq
#(z) = (va(2) , falls z = cq
0 , falls z > cq.

Wieso ist eine Randomisierung notwendig?
(c) Bestimmen Sie den kritischen Wert ¢, sowie die Randomisierungskonstante v, (z).

Hinweis: Die Summe von n i.i.d. Po())-verteilten Zufallsvariablen ist Po(n\)-verteilt.



Aufgabe 3 22 Punkte

Seien X1,..., X, i.i.d. t-verteilt mit Lokationsparameter m € R, Skalenparameter s € Ry und v > 2

Freiheitsgraden. Die Dichte der t-Verteilung lautet

fiir z € R. Es gilt E(X;) = m und Var(X;) = -%; s2.

v—

(a) Beschreiben Sie die t-Verteilung fiir festes v als Lokations- und Skalenfamilie.

Im Folgenden sei der Parameter m bekannt, der Parameter s? soll geschitzt werden. Bei dieser

Schiatzung werde das Modell allerdings fehlspezifiziert: Fiir Xy, ..., X,, wird die Dichtefunktion f,»

der Normalverteilung mit festem Erwartungswert po € R und Varianz o2 angenommen.

(b) Zeigen Sie, dass gilt:

1 1 v
Eg (log f,2(X1)) = —3 log(2m0?) — 292 <u — s 4+ m? — 2pom + u%) .

(c) Berechnen Sie dasjenige 02 € R, das die Kullback-Leibler-Distanz D(g, f,2) minimiert. Interpre-
tieren Sie Thr Ergebnis.

(d) Welche Art von Fehlspezifikation liegt hier vor? Nennen Sie zwei weitere Beispiele fiir Fehlspezi-

fikation.

Aufgabe 4 15 Punkte

Seien X1, ..., X, "% Po()\) mit A > 0.

(a) Zeigen Sie, dass fiir dieses Datenmodell Jeffreys’ Priori-Verteilung wie folgt aussieht:

m(A) x 7

(b) Wann und warum wihlt man Jeffreys’ Priori als Priori-Verteilung? Warum eignet sie sich als

Referenzpriori?

(c) Handelt es sich hierbei um eine eigentliche Dichte? Ist die Posteriori proper?



Aufgabe 5 22 Punkte

Betrachten Sie das bayesianische lineare Modell
y~XB+e, e~MVN(0,0%1),

mit y € R?, X € R™P, B € RP, g2 > 0. A priori seien
p(B|X)x1 und o} X ~1G(a,b), a,beR,.

(a) Zeigen Sie: Die vollstindig bedingten Dichten von 8 und o2 lauten
8.y, X ~ 1G(at ] bty XP)(y— X))
Bl y, X ~ MVN(B , 02(X’X)—1>,

wobei B8 = (X'X)"1X'y.
(b) Zeigen Sie: Die Posteriori-Randverteilung von o2 lautet

— 1
02|y,X~IG(a+”Tp, b+§é’é>,

wobei € =y — XB
Hinweis: Verwenden Sie (y — X8)'(y — X3) =é'é+ (8- B)X'X(B - B).

(c) Geben Sie eine Moglichkeit an, wie man aus der Posteriori-Randdichte f(8|y, X ) simulieren kénn-

te.




