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Aufgabe | 1 2 3 4 5 > Note
Punkte

Hinweise:

— Uberpriifen Sie zuniichst, ob IThr Klausurexemplar vollstindig ist. Die Klausur sollte aus drei

Bléttern (ohne dieses Deckblatt) mit fiinf Aufgaben bestehen.

— Verwenden Sie fiir Thre Losungen ausschliefSlich die Thnen zur Verfiigung gestellten Papierbogen.

Beginnen Sie fiir jede Aufgabe eine neue Seite.
— Kennzeichnen Sie jedes abgegebene Blatt mit IThrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.
— Als Hilfsmittel sind zugelassen:

— drei handschriftlich beschriebene DIN-A4-Bléitter,

die in der Ubung verteilte Ubersicht konjugierter Verteilungen,

— die in der Ubung verteilten Verteilungsiibersichten aus dem Buch von Gelman, Carlin, Stern
und Rubin (2004),
ein nichtprogrammierbarer Taschenrechner,

ein Worterbuch.

— Maximal konnen 100 Punkte erreicht werden. Die Klausur ist mit 45 Punkten bestanden.
— Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

— Bei Unterschleif gilt die Klausur als nicht bestanden und es erfolgt eine Meldung an das Priifungs-

amt.

Bitte ausfiillen und unterschreiben!!!

Name, Vorname:

Matrikelnummer: Studiengang:

Abschluss: PO-Version (Jahr):

Ich bestétige, dass ich obige Hinweise zur Kenntnis genommen habe und sie befolgen

werde.

Unterschrift:

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 28 Punkte

Seien X1, ..., X, "% Po()\) mit A > 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Statistik 7= Y"1, X; suffizient ist fiir \. Uberpriifen Sie ob 7" auch minimal-

suffizient ist fiir A.
(b) Geben Sie einen gleichméflig besten erwartungstreuen (UMVU) Schétzer fiir A an.
Hinweise:

Geben Sie ganz genau an, welche Sétze oder Resultate Sie verwenden und welche Annahmen

dafiir gelten miissen.

Fisher-Regularitit oder Vollstindigkeit darf hier ohne Uberpriifung angenommen werden

(aber bitte angeben, wo verwendet, falls verwendet).
(c) Was heiBt UMVU Schétzer? Wieso ist das eine wiinschenswerte Eigenschaft?

(d) Welche wechselseitige Beziehung besteht zwischen der Rao-Cramer-Schranke und UMV U-Schétzern?

Aufgabe 2 17 Punkte

Seien X1,...,X, i Exp(\) mit Parameter A > 0. Betrachten Sie die Hypothesen
Hg:)\:)\o VS. Hli)\:/\l

mit A\g < Aq.

(a) Geben Sie einen gleichméBig besten Test ¢* zum Niveau o an. Wie wird die kritische Schranke

berechnet? Ist dieser Test eindeutig? Ist eine Randomisierung erforderlich?
Hinweis: Die Summe von n i.i.d. Exp(\)-verteilten Zufallsvariablen ist Ga(A, n)-verteilt.
(b) Héngt der Test ¢* und die Fehler erster und zweiter Art von A9 und A; ab?

(c) Was heifit gleichm#Big bester Test?



Aufgabe 3 28 Punkte

Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch geometrisch verteilt mit Parameter 7, also X1,..., X, -

Geo(r). Sie kénnen folgende Eigenschaften verwenden: Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable Y ~
Geo(r) hat Zihldichte P(Y = k) = w(1 — m)F~! fiir k € N, Erwartungswert E(Y) = 1 und Varianz
Var(Y) = 1;—2“

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 7.

(b) Nehmen Sie nun eine Betaverteilung als Priori-Verteilung fiir den unbekannten Parameter 7 an,

das heift, es gelte a priori m ~ Be(a,b). Zeigen Sie, dass fiir die Posteriori-Verteilung gilt:

7| x ~ Be(a+n,b+nx —n)

(c) Ist die Beta-Verteilung konjugiert zur geometrischen Verteilung? Erkléren Sie.

(d) Bestimmen Sie den Posteriori-Erwartungswert von m. Woraus setzt sich der Posteriori-Erwartungswert

zusammen? Erldutern Sie den Einfluss der Priori und der Daten.

(e) Wie lautet der Posteriori-Modus von 77 Fiir welche Werte der Hyperparameter a und b stimmt
der Posteriori-Modus mit dem ML-Schétzer iiberein? Ist die Priori fiir diese Hyperparameter

informativ?
Hinwers:

Auf die Uberpriifung von zweiten Ableitungen bei der Bestimmung von Extrema kiénnen Sie

verzichten.

Aufgabe 4 15 Punkte

Nehmen Sie an, die vollsténdig bedingten Dichten von zwei Parametern 6; und 63 werden bezeichnet
durch f(01]62,2), f(6201,2).

(a) Erklidren Sie kurz, was mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus simuliert wird (ein, zwei Sétze
geniigen).
(b) Beschreiben Sie, wie im Metropolis-Hastings-Algorithmus simuliert wird. Bezeichnen Sie dabei

mit 09 und 04" die aktuellen Werte der Parameter vor dem Update.

(c) Erlautern Sie, wie Metropolis-Hastings-Algorithmus und Gibbs-Sampler zusammenhéingen, wann

welcher Algorithmus vorzuziehen ist und wieso.



Aufgabe 5 12 Punkte

Seien Xi,..., X,|u, 0 i N(u,0?) und sei 0 bekannt.

(a) Zeigen Sie, dass fiir dieses Datenmodell und fiir festes o Jeffreys’ Priori-Verteilung fiir p wie folgt

aussieht:

py(u) o const.

(b) Wann und warum wihlt man Jeffreys’ Priori als Priori-Verteilung? Warum eignet sie sich als

Referenzpriori?

(c) Handelt es sich bei der Priori ps(x) um eine eigentliche Dichte?




