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Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 > Note

Punkte

Bitte ausfiillen und unterschreiben!!!

Name, Vorname:

Matrikelnummer: Studiengang:

Abschluss: PO-Version (Jahr):

Ich bestétige, dass ich die unten stehenden Hinweise zur Kenntnis genommen habe und

sie befolgen werde.

Unterschrift:

Hinweise:

Uberpriifen Sie zunichst, ob Ihr Klausurexemplar vollsténdig ist. Die Klausur sollte aus 2 Blittern (ohne

dieses Deckblatt) mit 6 Aufgaben auf 4 Seiten bestehen.

Verwenden Sie fiir Ihre Losungen ausschlieflich die Thnen zur Verfiigung gestellten Papierbogen und kenn-
zeichnen Sie jeden Bogen mit Threm Namen und Threr Matrikelnummer. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe

eine neue Seite.

Als Hilfsmittel sind zugelassen:
— drei handschriftlich beschriebene DIN-A4-Blitter,
die in der Ubung verteilten Verteilungsiibersichten (aus Gelman, Carlin, Stern und Rubin (2004)),

— ein nichtprogrammierbarer Taschenrechner,

— ein Worterbuch.

Maximal kénnen 100 Punkte erreicht werden. Ein nachvollziehbarer Losungsweg ist Voraussetzung zum

Erlangen der vollen Punktzahl. Die Klausur ist mit 45 Punkten bestanden.

Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten. In den ersten 30 Minuten und in den letzten 15 Minuten ist

keine vorzeitige Abgabe vorgesehen.

Bei Unterschleif gilt die Klausur als nicht bestanden und es erfolgt eine Meldung an das Priifungsamt.

Sie sind verpflichtet, durch Ihr Verhalten jegliche Missverstédndnisse diesbeziiglich auszuschlieflen.
Legen Sie einen Lichtbildausweis und einen aktuell giiltigen Studienausweis bereit.

Verlassen Sie den Priifungsraum erst, nachdem Sie der Aufsicht die Klausur personlich iibergeben haben.

Fiir den Eingang der kompletten Klausur bei der Aufsicht sind Sie selbst verantwortlich.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 23 Punkte

Seien X1, ..., X, "% Exp()\) mit A > 0 mit Dichte

Aexp (—Azx), firz>0
faz) =

0, fir z < 0.
(a) Zeigen Sie, dass eine Exponentialfamilie vorliegt.
(b) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schiitzer Ay, fiir A.

(c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Likelihoodquotienten und der Minimalsuffizienz
eines Schétzers? Verwenden Sie diesen Zusammenhang um zu zeigen, dass Az minimalsuffizient

fiir A ist.
(d) Ist Aprz auch suffizient fiir A2? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(e) Welche weiteren Moglichkeiten gibt es, die Minimalsuffizienz eines Schétzers nachzuweisen?

Aufgabe 2 19 Punkte

Seien X1,..., X, i B(1, ) mit Parameter 7 € (0, 1). Betrachten Sie die Hypothesen

Hy:m=my vs. Hi:m=m

mit my < 7.

(a) Geben Sie einen gleichmiflig besten Test ¢* zum exakten Niveau « an. Ist dieser Test eindeutig?
Ist eine Randomisierung erforderlich? Geben Sie die kritische Schranke und gegebenenfalls die
Randomisierungskonstante an.

Hinweis: Die Summe von n ii.d. B(1,7)-verteilten Zufallsvariablen ist B(n, m)-verteilt.
(b) Welche der folgenden Grofien héngen von mg und/oder m; ab?
e Der Test ¢*
e Der Fehler 1. Art
e Der Fehler 2. Art

(c) Wie ist ein gleichméBig bester Test definiert?




Aufgabe 3 16 Punkte

Gegeben sei eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X|\ ~ Po(X), wobei A > 0 unbekannt ist. Es werden
n unabhiingige Realisationen & = (z1,...,2,)" aus der Verteilung von X|\ gezogen. Aus diesen

Zufallsziechungen soll auf den Parameter A geschlossen werden.
(a) Bestimmen Sie Jeffreys’ Priori fur A.

(b) Zu welcher Verteilungsfamilie gehort die Posteriori-Verteilung von A|a, wenn als Priori fiir A
Jeffreys’ Priori benutzt wird? Begriinden Sie Thre Antwort.
Hinweis: Die explizite Berechnung der Posteriori-Dichte wird nicht verlangt, als Beweis aber ak-

zeptiert.

Aufgabe 4 16 Punkte

Betrachtet wird das lineare Modell in Matrixform

y=XB+e mit e~N,(0,0),

wobei 3 = (1,...,53,) . Nehmen Sie an, dass 3 bekannt ist.

Um im Folgenden eine bayesianische Schiitzung fiir 02 durchfiihren zu kénnen, wird als Priori-Verteilung

2

fiir o eine Inverse Gammaverteilung

0? ~1G(a,b)

angenomimen.

(a) Bestimmen Sie die Posteriori-Verteilung von 02|y, X, 3. Zeigen Sie, dass es sich wie bei der Priori-
Verteilung um eine Inverse Gammaverteilung handelt und geben Sie deren Parameter ap,s und

bpost an.
(b) Geben Sie die Formeln fiir zwei mogliche bayesianische Punktschétzer fiir o2 an.

(c) Beschreiben Sie eine Moglichkeit, ein bayesianisches (1 — o) — Kredibilitiitsintervall fiir o2 zu

bestimmen.



Aufgabe 5 18 Punkte

Gegeben seien Wartezeiten y1,...,y, und Vektoren von p Kovariablen xq,...,x,, mit welchen die
Wartezeiten erklart werden sollen. Fiir diese Fragestellung bietet sich ein generalisiertes lineares Modell
mit folgenden Annahmen an:

e Verteilungsannahme:  y;|x; ungph. Exp(\;)

e Linearer Préadiktor: N = aciTB

e Linkfunktion: E(yilzi) = pi = h(n;) = exp(n;) (< g(p:i) = ni = log(ps)) -

Fiir die bayesianische Inferenz ist auflerdem die Spezifizierung einer Priori-Verteilung fiir

B=Pi,..., ﬁp)T notig. Wir nehmen im Folgenden eine multivariate Normalverteilung an

B ~ Ny(bo, Bo).

Als Posteriori-Dichte fiir 8|y, X ergibt sich

N

p(Bly, X) o exp { <Z z! B - yi exp(ﬂb‘?ﬁ)) -

(B—bo)' By (B~ bo)} :
i=1
(a) Begriinden Sie, wieso in diesem Fall der Metropolis-Algorithmus geeignet ist, um D = 1000 Zu-
fallszahlen aus der Posteriori-Verteilung von 3|y, X zu ziehen. Beschreiben Sie den Algorithmus
in eigenen Worten oder Pseudocode. Verwenden Sie dabei als Vorschlagsdichte fiir Byey|Bai: €ine
multivariate Normalverteilung, die um den Wert der vorherigen Iteration B, zentriert ist und als

Kovarianzmatrix die geschétzte Kovarianzmatrix des ML-Schétzers hat:

Breu|Bait ~ Np (ﬂalt, Cov (BML)) :

(b) Geben Sie eine Formel an, um aus diesen Zufallszahlen einen Punktschétzer fiir 8 zu berechnen.

(c) Beschreiben Sie, wie aus diesen Zufallszahlen ein (1 — a) — Kredibilitatsintervall fiir 5; berechnet

werden kann.



Aufgabe 6 8 Punkte

Im Folgenden sehen Sie die Anfinge von vier verschiedenen Aussagen (A-D). Ergénzen Sie jeden

Anfang passend mit einer der drei angegebenen Moglichkeiten. Es ist jeweils genau eine Aussage

richtig. Notieren Sie die passende Ergénzung auf Threm Kanzleibogen (keine Begiindung notwendig).

Sie erhalten fiir jede richtige Antwort zwei Punkte, fiir jede falsche Antwort einen Minuspunkt.

Sie kénnen in dieser Aufgabe maximal 8 und minimal 0 Punkte erreichen.

A.

Die Prézision ist
(1) die Inverse der Varianz.
(2) der Mittelwert der Varianz.

(3) die Wurzel der Varianz.

. Der Satz von Basu sagt: Ist T" vollstindig und suffizient und

(1) V ancillary, dann sind V' und 7' unabhéngig.
(2) V minimalsuffizient, dann ist 7" ungleich V.

(3) V erwartungstreu, dann ist 7’|V asymptotisch normal.

. Seien p und @ Parameter eines bayesianischen Modells. Transformiert man 6 zu ¢ = p + 6, dann

gilt:
(1) P(¢|ﬂ3aﬂ) = p(e‘:l:,,u).
(2) p(dlz, p) o< f(z|p, 0)p(0)p(1)-

(3) p(olz, 1) o< f(plp, O)p(0)p(1).

. Die Bonferroni-Prozedur kontrolliert die family-wise error rate

(1) nicht.
(2) schwach.

(3) stark.



