Normalverteilung

Fir x € R heiBt

f(x,p,0)=

Normalverteilungsdichte mit Mittelwert p und
Standardabweichung o

Fiir £ =0 und 0 = 1 erhdt man

p(x) = \/LeXp <—1X2)
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Quantile |

Quantile der Standardnormalverteilung:

p 50%

75%

90%

95%

97.5%

99%

zp | 0.0 (Median)

0.67

1.28

1.64

1.96

2.33
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Quantile 1l

68-95-99.7-Prozent-Regel:
68%  der Beob. liegen im Interv. pu+o
95%  der Beob. liegen im Interv. 420
99.7% der Beob. liegen im Interv. u+ 30

P=0.68

P=0.95

P=0.997

T T T T T T T
u-36 MH-26 up-o I B+GC  p+20 p+30
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Normalverteilung in der Psychologie

Skalen werden so konstruiert, dass die Verteilung in der Population
einer Normalverteilung geniigt.

IQ : Mittelwert = 100, Standardabweichung 15
T- Werte: Mittelwert 50, Standardabweichung 10
Sta(ndard)nine  Mittelwert 5 Standardabweichung 2
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Normalverteilung in der Psychologie |l

The Normal Distribution

-4 -3 -2 A 1 2 3 4
Standlard deviation unds (or z - scores)
a0 55 0 85 100 115 130 145 160
[e]
1 5 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 a5 =] 9949
ies (or ive perc
1 2 3 4 3 6 7 il ]
Stanines

Deskriptive Statistik
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Strategie zur Skalenbildung

@ Ziehe grosse Stichprobe aus der Population
@ Ordne Ergebnisse

@ Zuordnung von Stanine
Schema

| 4% | 7% | 12% | 17% | 20% | 17% | 12% | 7% | 4%
123 [4afs |6 7[8]o
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Strategie zur Skalenbildung Il

@ Ziehe grosse Stichprobe aus der Population
@ Standardisierung (Z- Werte)

zZi = (X,' — )?)/SX
@ Reskalieren durch Multiplikation mit gewiinschter

Standardabweichung und Addition des gewiinschten
Mittelwertes
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Normalverteilung in der technischen Statistik

@ GroBen in der Produktion (Langen etc.)
@ Messfehler
@ GroBen nach geeigneter Transformation

@ 6 Sigma
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Uberpriifung der Annahme der Normalverteilung

Fragestellung: Passen die Daten zu einer Normalverteilung?

a) Vergleiche Histogramm, Dichteschatzer mit NV-Dichte
(n=x,0=235)
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Uberpriifung der Annahme der Normalverteilung

Fragestellung: Passen die Daten zu einer Normalverteilung?

a) Vergleiche Histogramm, Dichteschatzer mit NV-Dichte
(n=x,0=25)
b) Vergleiche Verteilungsfunktion, d.h. empirische

t
Verteilungsfunktion F mit ®(t) = [ f(u, 0, t)dt
—00
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Uberpriifung der Annahme der Normalverteilung

Fragestellung: Passen die Daten zu einer Normalverteilung?

a) Vergleiche Histogramm, Dichteschatzer mit NV-Dichte
(n=x,0=25)
b) Vergleiche Verteilungsfunktion, d.h. empirische

t
Verteilungsfunktion F mit ®(t) = [ f(u, 0, t)dt
—00

c) Schiefe =07
d) Q-Q-Plot
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Normal-Quantil-Plot

Sei X1, - - -, X(n) die geordneten Daten. Fiir i = 1,..., n werden die
(i —0.5)/n-Quantile z;) der Standardnormalverteilung berechnet.

Der Normal-Quantil-Plot (Normal-Q-Q-Plot) besteht aus den
Punkten

(zays X@))s - -+ (Z(n)> X(n))

im z — x—Koordinatensystem.

Liegen die Punkte auf einer Geraden, so passt die Normalverteilung
gut zu den Daten
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Beispiele |

Normal Q-Q Plot

©

Sample Quantiles
|

Theoretical Quantiles

Histogram of x

200

Frequency
50 100

0

Deskriptive Statistik WiSe 2015/2016  Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU) 168 / 355



Beispiele Il

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
4
1

o4 oo
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
Theoretical Quantiles
Histogram of x
o
=}
2
& g
==
@ El
El
=3
& o
o I
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Konzentrationsmale

Motivation

Existiert eine Menge, die auf viele Individuen verteilt ist, kann es
hilfreich sein zu wissen, wie diese Menge verteilt ist.

Beispiele
@ Vermdgensverteilung in einem Staat

@ Marktanteile von Firmen in einem Segment
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Lorenzkurve

Grundidee
Es sollen folgende Aussagen grafisch dargestellt werden:
o Die, Armsten” x% besitzen einen Anteil von y%.

@ Die ,Reichsten” x% besitzen einen Anteil von y%.
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Lorenzkurve

Definition Lorenzkurve

@ Das Merkmal darf nur positive Auspragungen annehmen

@ Die Gesamtsumme aller Merkmalswerte ist
Zf:l = Zf:l ()

@ Die Lorenzkurve verbindet Punktepaare bestehend aus den
kumulierten Summen der nach GréBe geordneten
Beobachtungswerte 0 < x(;) < ... < x(,) und dem relativen
Anteil der Individuen, die diese kumulierte Summe besitzen.
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Lorenzkurve
Gestaltung
@ Es wird festgelegt: u@) =0 und v(g) =0

@ Die x-Achse wird in gleiche Langen aufgeteilt, deren Anzahl
der der Individuen (Merkmalsauspréagungen) entspricht:

@ Die y- Werte werden wie folgt berechnet:
21 %()
2 j=1%0)

also dem Quotienten aus der kumulierten Summe und der
Gesamtsumme.

v, = i=1,..,n,

@ Die so errechneten Koordinatenpunkte (uj, v;) werden in den
Graphen eingetragen und mit Geraden verbunden.
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

Gl B~ W NN = O
N
o
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

] X(i u; V;
0 - 0 0
1 20 § &
2 20

3 20

4 20

5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 20 02 0.2
2 20

3 20

4 20

5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

I Xy uj %

o - 0 0

1 20 02 02
2 20 2
320

4 20

5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 20 02 0.2
2 20 04 04
3 20
4 20
5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

I Xy uj %

o - 0 0

1 20 02 02
2 20 04 04
3 20 3 &
4 20

5 20
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Lorenzkurve

Beispiel
5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

] X(i u; V;
0 - 0 0
1 20 02 0.2
2 20 04 04
3 20 06 0,6
4 20

5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

] X(i u; V;
0 - 0 0
1 20 02 02
2 20 04 04
3 20 06 0,6
4 20 % B
5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

] X(i u; V;
0 - 0 0
1 20 02 0.2
2 20 04 04
3 20 06 0,6
4 20 08 08
5 20
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

I X() uj %

o - 0 0

1 20 02 02
2 20 04 04
3 20 06 06
4 20 08 08
5 2 2 1
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

] X(i u; V;
0 - 0 0

1 20 02 0.2
2 20 04 04
3 20 06 0,6
4 20 08 08
5 20 1 1
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Lorenzkurve

Beispiel

5 Bauern teilen sich eine Ackerflache von 100 ha zu je 20 ha.

Xy U Vi
0 - 0 0
1 20 02 0.2
2 20 04 04
3 20 06 0,6
4 20 08 08
5 20 1 1

Deskriptive Statistik WiSe 2015/2016

Vi

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2

0.0

0.0

0.2

0.4

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Ui

0.6

0.8

1.0
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

i X(i u; V;
0 - 0 0
1 0

2 0

3 0

4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
e
2 0
3 0
4 0
5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0

3 0

4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

i X(i u; V;
0 - 0 0
1 0 0,2 0
S
3 0

4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0 0.4 0
3 0

4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

I Xy uj %
0o - 0 0
1 0 02 0
2 0 04 0
3 0 2
4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0 0.4 0
3 0 0,6 0
4 0

5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U 7
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0 0.4 0
3 0 0,6 0
s 0 4
5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0 0.4 0
3 0 0,6 0
4 0 0,8 0
5 100
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

i X(i u; V;
0o - 0 0
1 0 02 O
2 0 0.4 0
3 0 06 O
4 0 08 O
5 10 3§ 13
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

Xy U %
0 - 0 0
1 0 0,2 0
2 0 0.4 0
3 0 0,6 0
4 0 0,8 0
5 100 1 1
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Lorenzkurve

Beispiel eines Monopols

Von 5 Bauern besitzt einer die gesamten 100 ha.

1.0
foX@ i vi 0.8 |
0 - 0 0
0.6 |
1 0 02 0 s
2 0 04 0 “7
3 0 06 O 0.2
4 0 08 O o
5 100 1 1 o.‘o o.‘z o.‘4 oie ois

Deskriptive Statistik WiSe 2015/2016

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Statistik, LMU)

Ui

1.0
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Lorenzkurve

Erscheinungsbild von Lorenzkurven

Die Kurve bildet auf einen quadratischen Graphen mit
Kantenldnge 1 ab.

Die Koordinate (up; vp) ist immer (0;0).

Die Koordinate (up; vy) ist immer (1;1).

Der konstruierte Polygonzug verlauft immer unterhalb (im
Grenzfall auf) der Winkelhalbierenden.

Der konstruierte Polygonzug ist (streng) monoton steigend.

Die Steigung des nachsten Polygonsegments ist entweder
gleich groB oder groBer als die Steigung des letzten
Polygonsegments.
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Lorenzkurve

Beispiel
Bruttohaushaltseinkommen 2003 in der Schweiz

100%
40%

B0% /
70%
/

60%
0%
0%

0%
20%
10% e

/’I
0%
0% 20% 40% 60% a0% 100%
Aufsummierte Anteile der Haushalte

Aufsummierte Einkommensanteile

Es zeigt sich, dass das adrmste Viertel der Schweizer
Bevolkerung nur 10%, das reichste Viertel jedoch iiber 40%
des gesamten Bruttoeinkommens verdient.
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Gini-Koeffizient

Definition Gini-Koeffizient
Der Gini-Koeffizient
bzw. das Lorenzsche
KonzentrationsmaB st
eine MaBzahl, die das
AusmaB der Konzentra-
tion beschreibt. Er ist
definiert als

G=2F,

wobei F die Flache
zwischen der Diagonalen
und der Lorenzkurve ist.
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Gini-Koeffizient

Berechnung des Gini-Koeffizienten

Fiir die praktische Berechnung von G aus den Wertepaaren (u;; v;)
stehen folgende alternative Formeln zur Verfiigung:
_ 2% i xiy — (n+1) 220 X

nyiL X(i)

G

oder alternativ
n

1
G=1- ;Z(V,'_1-|-V,')

i=1

Wertebereich des Gini-Koeffizienten
n—1
n

0<G<
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Gini-Koeffizient

Normierter Gini-Koeffizient G

Der Gini-Koeffizient wird auf folgende Weise normiert:

y_n
G _n—lG

Er hat somit den Wertebereich
0<G<L1,

wobei O fiir keine Konzentration (Gleichverteilung) und 1 fiir
vollstandige Konzentration (Monopol) steht.
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Herfindahl-Index

Herfindahl-Index

X1, ...Xp seien die Daten mit x; > 0.
Die Anteile der Einheiten i sind wie folgt definiert:

Xi

Pi ==
’ Zf:lxj

Der Herfindahhl-Index ist

Jj=1

Der Wertebereich ist von 1/n (Identische x) bis 1 (Monopol)
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GINI Einkommen nach CIA report 2009

l-25

[ 2529
[] 3034
[ 3539
B 40-44

B 45-49
[ 50-54
[ 55-59
-0
[] No Data
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GINI Coefficient

Source: ClA - The Forld Factbook 2009




Bericht der Bundesregierung

SX-

Einkommensverteilung (Gini-Koeffizient)
0,35

0,30

0,25

0,15

0,10

0,05

0,00

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

2007 2008 2009 2010

Quelle: Berechnungen des DIW Berlin auf Basis SOEP 2011.

Ein weiteres Verteilungsmaf ist der Gini-Koeffizient. Er beschreibt auf einer Skala von null bis
eins die Ungleichheit der Verteilung. Je héher der Wert, umso ungleicher ist die Verteilung. Die-
ses MaR zeigt eine nach 2007 riicklaufige Ungleichheit der Nettoaquivalenzeinkommen auf
Haushaltsebene an. Dies umfasst alle Einkommensarten (insbesondere Einkommen aus Er-
werb, Renten und Pensionen, aus Vermdgen und Sozialtransfers). Der Trend einer Zunahme
zwischen 2000 und 2005 hat sich also in der Zeit danach umgekehrt. Die Ungleichheit der Ein-
kommen nimmt derzeit ab.
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Bericht der Bundesregierung

Deskriptive Stat

-325-

Die

g der so

hat sich, gemessen am Gini-Koeffizienten und den Anteilen der Dezile, nach den Daten der
EVS zwischen 2003 und 2008 leicht weiter gespreizt.

Tabelle C 1.1.2;
Verteilung der Nettoaquivalenzeinkommen 2003 und 2008
Dezil
san [1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 [8 [o9 [ ] 5"
Anteile (%) am Volumen des q

2003 | 39 55 65 75 84 94 105 120 143 220 | 0267

2008 | 36 51 63 73 83 93 105 122 147 227 | 0284
Quelle: EVS; Statistisches Bundesamt.
Wahrend die unteren sechs Dezile 2003 einen Anteil haben

die obersten drei Dezile Zuwéachse erfahren. Der Gini-Koeffizient stieg von 0,267 auf 0,284 und
damit um rund sechs Prozent (Tabelle C 1.1.2). Nach den Daten des SOEP zeigt dieses Maf3

eine nach 2007 riicklaufige L

der

Schaubild C1.1.1:
L i it der

0,05
istik
SLIK

WiSe 2015/2016

teilung in D

auf t
an. Der Trend einer Zunahme zwischen 2000 und 2005 hat sich also in der Zeit danach umge-
kehrt. Die Ungleichheit der Einkommen nimmt derzeit ab (Schaubild C 1.1.1).%*

2000-2011 (Gini-Koeffizient)

Helmut Kiichenhoff (Institut fiir Stati

, LMU)
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