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Kapitel 1

Einleitung

Beispiel 1.1 (Einfacher Miinzwurf). Wir werfen eine Miinze. Der Wurf hat
zwei mogliche Ergebnisse: "Kopf” und ”Zahl” (oder 0 und 1). Sie bilden die
Ergebnismenge 0 = {0,1}. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit
der Ergebnisse. P(0) =2 P(1) =¢

Beispiel 1.2 (n-facher Miinzwurf). Wir werfen die Miinze n-mal. Ergebnis-
se sind n-Tupel der Form w = (1,0,0,...,1). Die Ergebnismenge (s besteht
aus 2" Elementen. Wir interessieren uns fir die Wahrscheinlichkeit von Er-
eignissen, z.B. A := {genau 2 Wiirfe sind 0}. A enthdlt mehrere Ergebnisse,
ist also eine Teilmenge von Q). Was ist P(A)?

Beispiel 1.3 (Einfacher Miinzwurf II). Wir werfen eine Miinze auf eine
Gerade der Linge 1. Die Miinze bleibt irgendwo zwischen 0 und 1 liegen.
Mogliche Ergebnisse sind alle rationalen Zahlen zwischen 0 und 1. Wir in-
teressieren uns fir die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse. P(0) =2 Inter-
essanter sind die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, z.B. A := {Miinze
liegt links von 0.4}. Was ist P(A)?

Was ist eigentlich Wahrscheinlichkeit? Lassen sich P(A) in Bsp. 1.2 und
Bsp. 1.3 vergleichen? Gibt es eine gemeinsame Definition und Interpretation?

Es gibt verschiedene (philosophische) Wahrscheinlichkeitsauffassungen,
z.B.

e die klassische Wahrscheinlichkeitsauffassung (De Moivre, Laplace),
e die frequentistische Interpretation (R.A. Fisher),
e die Bayesianische Interpretation,

e die Propensitétsinterpretation (Karl Popper).



e klassisch: Alle Ereignisse sind gleich wahrscheinlich (Laplace-Wahrscheinlichkeit,
Prinzip von unzureichenden Grund), aber: Betrand-Paradoxon!

e frequentistisch: Haufigkeit bei unendlicher Wiederholung des Experi-
ment (lassen sich Experimente unendlich oft wiederholen?)

e Bayesianisch: Maf fiir den Glauben an das Eintreten des Ereignisses
("Ich glaube, morgen regnet es”). Auch fiir Wetten geeignet. Subjekti-
vistisch.

e Maf fiir die Tendenz eines Experiment, ein bestimmtes Ergebnis zu
produzieren. Objektive physikalische Eigenschaft (Quantenphysik).

Frequentistische und Bayesianische Wahrscheinlichkeit sind nicht mit der je-
weiligen Inferenz zu verwechseln.

Beispiel 1.4 (Bertrand-Paradoxon). ”Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die Linge Y einer zufillig ausgewdhlten Sehne eines Kreises die
Linge X der Seite eines in den Kreis eingeschriebenen Dreiecks tibertrifft?”

e wdhle zwei zufillig ausgewdhlte Endpunkte fir die Sehne — P(Y >
X)=1/3.

e wdihle einen zufdlligen Punkt im Kreis. Dieser bildet den Mittelpunkt
der Sehme — P(Y > X) =1/4.

e wihle einen zufdlligen Radius, darauf einen zufilligen Punkt, lege Sehne
orthogonal zum Radius durch den Punkt — P(Y > X) =1/2

Wir betrachten in dieser Veranstaltung nur die mathematische Definition
der Wahrscheinlichkeit. Aus Statistik II sind die Axiome von Kolmogorov
bekannt:

(K1) Fiir jedes Ereignis A C Q ist die Wahrscheinlichkeit von A eine reelle
Zahl zwischen 0 und 1: 0 < P(A) < 1.

(K2) Das sichere Ereignis €2 hat die Wahrscheinlichkeit 1: P(Q2) = 1.

(K3) Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung abzdhlbar vieler disjunkter Er-
eignisse (A; N A; = 0 Vi # j) ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Ereignisse: P (4; U Ao U -+ ) = > P(4;) (o-Additivitit).



Andrej Nikolaevic Kolmogorov (25. April 1903 bis 20. Oktober
1987). Studium der Mathematik, Geschichte und Metallurgie in Moskau,
seit 1931 Professor fiir Mathematik. 1933 “Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung”, betreute insgesamt 79 Doktoranden. http://de.wikipedia.
org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow

Was passiert, wenn wir unendlich viele Ereignisse haben?

Weiter bekannt sind Zufallsvariablen, die sich als Funktion auf den Er-
eignisraum definieren lassen:

X Q= Rmit X '(A) = {w|X(w) € A},

wobei A ein "zuldssiges” Ereignis ist (Was ist zuléssig?). Wir kennen die
diskrete Verteilungsfunktion F'(z) = > f(z;) und die stetige Verteilungs-
x; <T

funktion F(z) = fx f(t)dt.

Wir werden eine einheitliche Theorie kennen lernen, die die Axiome von
Kolmogorov verallgemeinert und die mit einer Definition fiir stetige und dis-
krete (und gemischte) Verteilungen bzw. Zufallsvariablen auskommt.

Weitere Themen:

e Definition von Momenten (Erwartungswert, Varianz, .. .)
e Spezielle Verteilungen

e Beweis des zentralen Grenzwertsatzes und des Gesetzes der groflen Zah-
len


http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow
http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow

Kapitel 2

Mengen von Ereignissen

Bezeichnungen:

e ) # () heifit Basismenge oder Ergebnisraum.

e Eine Menge A C () heifit Ereignis.

o w; € Q= {wi,ws,...} heiBt Elementarereignis oder Ergebnis.

P = {A|A C Q}, also die Menge aller Teilmengen der Basismenge €2,
heiffit Potenzmenge.

e F C P, also eine Menge von Teilmengen von (2, heifit Mengensystem.

Bemerkung: Zum Elementarereignis w; €  Qist {w;} _C  Qein Er-
~— ~—

Element Teilmenge
eignis.
2.1 Mengen

Zur Schreibweise: F, A, € Mengensysteme und A, B Mengen.

Definition 2.1 (Mengenoperationen). Seien A, B, A; C Q,i € I.
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Gleichheit: A=B & Ywe: weAsweRB
Teilmenge: ACB & Ywe: weA=weB
Schnitt: ANB ={weQlweA)A(weB)}

NA={weQViel:we A}

iel
Vereinigung: AUB ={we(we AV (weB)}

UAi ={weQFdiel:we A}

icl

il
Differenz: A\B:={weQlweA)A(w¢B)}
Komplement: A={weQuw¢ A}
Symmetrische Differenz: AN B :=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B)
Machtigkeit: |A| :== Anzahl Elemente von A
Kardinalitit: IN| = Ny

1P| = 2

Kartesisches Produkt:

Ax B:={(a,b)Ja € ANbE B}
[1A4i:={(a1,as,...,qn)la; € AiVi € I}

i€l
Ak = H A:{(al,...,ak)mieA,i:1,...,k'}
i=1,..)k
Interpretationen
ACQ ... 7A tritt ein”, ”erscheint”, ”wird realisiert”
AcCQ ... 7A tritt nicht ein”, " Komplementéarereignis”
AL U A, ... 7Aj oder A, treten ein”
U A ... "mindestens eines der A; tritt ein”
i€l
AN A, ... 7A; und A, treten ein”
N A ... Talle A; treten ein”
iel
AiNAy; =0 ... 7A; und A, treten nicht gleichzeitig ein”, ”sind unvereinbar”
Ay A A, ... "Entweder A; oder A, tritt ein”
A=A, ... 7A; und A, beschreiben das gleiche Ereignis”
Q ... "Das sichere Ereignis”

Q=10 ... ”Das unmogliche Ereignis”
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Gesetzmifligkeiten
A, B,C C.
Reflexivitat: ACA
Asymmetrie: ACBundBCA=A=R8B
Transivitat: ACBundBC(C=ACC
= P ist beziiglich C partiell geordnet.
Kommutativgesetz: AUuB=BUA
ANB=BNA
Assoziativgesetz: (AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC)
De Morgansche Regeln: AUB=ANB
ANB=AUB
Maéchtigkeiten:
Gleichméachtigkeit: |A| = |B| :<= 3f : A — B bijektiv
Addition von Michtigkeiten: ANB=0<«<=|A|+|B|=]AUB]|

Multiplikation von Méchtigkeiten: |A x B| = |A| - |B]|

Augustus de Morgan (27. Juni 1806 bis 18. Mirz 1871). Geboren
in Indien, seit 1828 Professor fiir Mathematik am University College London.
Gemeinsam mit George Boole Begriinder der formalen Logik. Lehrer von Ada
Lovelace (einzige eheliche Tochter Lord Byrons), der ersten Programmiererin
(die Sprache ‘Ada’ ist nach ihr benannt).
http://de.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan

Definition 2.2. Wir betrachten Folgen von Teilmengen Ay, As, ..., [A,] von
Q.

a) Die Menge aller w € Q, die zu unendlich vielen der (A,) gehdort, heifst
limes superior der Folge (A,)

limsup A, = ﬁ G A,

n=1m=n

b) Die Menge aller w € Q, die zu fast allen (A,) gehort (allen bis auf
endlich vielen), heifst limes inferior der Folge (A,)

liminf A, = [OJ ﬁ A,

n=1m=n


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan
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Beispiel 2.1. Fine Miinze wird unendlich oft geworfen. Sei A, := Men-
ge aller Ergebnisse w von Minzwurfen, die an der n-ten Stelle 1 ("Kopf”)
aufweisen. A, ist "fast so grofi” wie Q.

() An={1,1,..)}

m=1

o0

U A =\ {(0.,0,...)}

limsup A,, = m U A,, = alle Ereignisse, in denen die 1 unendlich oft vorkommt

n=1m=n

liminf A,, = U ﬂ A, = alle Ereignisse, in denen die 0 hochstens endlich oft vorkommt

n=1m=n

Bemerkung: Die Folge (A,) in Bsp. 2.1 konvergiert nicht.

2.2 Kombinatorik

Wir betrachten Indexmengen, also Teilmengen von {1,...,n},n,k € N.
Spéter erweitern wir auf beliebige Mengen, Satz 2.2.

Definition 2.3 (Variationen (Beachtung der Reihenfolge)).

o mit Wiederholung
VWkn ={z = (z1,...,21)|r € {1,...,n}F}
e ohne Wiederholung
VWVEkn = {z = (21,...,2)|x € {1,...,n}F; 2, # 2,Vi # j}

Definition 2.4 (Kombinationen (ohne Beachtung der Reihenfolge)).
o mit Wiederholung

KVkn={x = (21,...,z)|z € {1,...,n}"1 <2 <... <2 <n}

e ohne Wiederholung

KW%kn={x=(z1,....,ap)z e {l,....n}" 1<z, < ... <z, <n}
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Beispiel 2.2.
Variation: (1,3,27,2) # (1,27,3,2)
Kombination: (1,3,27,2) = (1,27, 3,2)

Bemerkung: V°"nn ist die Menge aller Permutationen der Zahlen {1,...,n}
Satz 2.1.
a) [VWkn| = nk

b) VWkn|= 5 (k<n)

n—k)!
¢) |KWkn| = (")

d) |[KVkn|=(}) (k<n)

Beweis:
a) (IA) [VWin|=n
(IV) Sei [VW(k — 1)n| = nk1

(AS) [VWkn| = [{(z1, . ..o 1, p)le € VW (k= Dy € {1,...,n}}| =
n*~1n = n* (Multiplikation von Michtigkeiten, S. 6)

b) (IA) [VWin| =n = ™5
oW _ o
(AV) [V (k = Dn| = =4
[VWEkn| = |{(z1,. 3 eyt e VV(k—Dn,ye {1,...,n}\ {z1,..., 261} }|
n!
= G )
(IS) B n!
= ko PR
n!
(n—k)!
[VWnn| =n! (f Permutationen von {1,...,n})

d) Sei x € KWkn. Sei m € V°Wkk eine Permutation von 1,...,%k und
7(x) eine Permutation von z.
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zeK°Wkn
zeK°Wkn
reK°Wkn
= ZW |V0Wkk| =c- k! ; (ni!k)! b:) |V0Wkn|
& ookl = e
' m(n_k)! n
<= ("—k.)!k' k:)

c) f: KWkn — K%kn + k — 1 bijektiv
{El—>f($>:y:([[‘hx2—f-]_77$k+(k3—1)>
fﬁl(y):(ylayQ_lv7yk_(k_]')):l‘EKWkn

|[KWkn| = |[KVkn+k—1] = (")

Satz 2.2.

a) Einen-elementige Menge A = {ay, ..., a,} besitzt genau (Z) k-elementige
Teilmengen ohne Wiederholung und ohne Beachtung der Reihenfolge.

k
b) Seien ji,..., 7k € Np; Zji:n.

=1

Es gibt genau ( " ) = " Mdglichkeiten, {1,...,n} in eine

J1,325+-50k Jilga!-g!

Folge von Mengen My, ..., My; M; C {1,...,n}, |M;| = j; ohne Wie-

derholung und ohne Beachtung der Reihenfolge aufzuteilen.

Bewezs:

a) f: KWkn — {Ag|Ax C {ay, ..., a0}, |Ax| = k}
x> f(x) ={am,ays,,. .., a0} bijektiv
= [{Axl|Ax| = k}| = [KWkn| = (})

b) Induktion nach k

(IA) k=2 jo=n—j
2 () = =i == ()
7 (n—g1)l1! J1.J2
(IV) Seily = ji,lo = jo, - lg—1 = Ji—1 + Ji

Dann gibt es (11 _ﬁk_l) Moglichkeiten einer Aufteilung in My, . ..

mit |M;| =1, | Mg—1| = jr—1 + Jr-

7Mk‘71
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(IS) Mj_; kann auf (;’;:11) = (Jklf;ljk) Arten aufgeteilt werden.

:>( n ).(lk,l): n! _(jk—1+jk)!:( n )
l1yesle—1 Jk—1:Jk Jilgelgr—2'Gr—14+Jk)!  Jr—1'7k! J1yeesJk

Beispiel 2.3 (Urnenmodell). N Kugeln, K weiff, N — K rot. Ziehe n Ku-

geln a) mit b) ohne Zuricklegen. Wie grof ist die Laplace-Wahrscheinlichkeit
(P(A) = % = j%% Ergebnisse) von Experimenten, bei denen genau k
weiffe Kugeln in der Stichprobe vom Umfang n enthalten sind?

a) Ziehen mit Zuriicklegen:

Nummeriere Kugeln 1,... K, K +1,...,N

Q = VWnaN, d.h., die Elementarereignisse sind alle n Nummern der
Kugeln, welche potentiell aus den N Kugeln gezogen werden konnen.

Ay ={z e VWaN|> I(z; < K) =k} ... k weiffe Kugeln
i=1

Sei B C {1,...,n} eine Indexmenge ohne Wiederholungen mit |B| = k.
A,(CB) ={z € Ag|z;, < K < i € B}... genau k Kugeln mit Nummern
i € B sind weifs (Achtung: i € {1,...,n} ohne Wiederholung, aber
x; € {1,..., N} mit Wiederholung).
Ay =UaP
B
B 1,k
AP = A KK K- (N-K)-(N=K)-...-(N - K)
kweifs (nf\kr) rot

Es gibt () Mengen B (j1 =k, jo =n—k)

B n o
= 1A = 2147 = (R = Kt

n Kk(N_K)nfk n e .

P(Ak) = (k)N”W = (k)pk(l —p) k mztp = %
vgl. Binomialverteilung

b) Ziehen ohne Zuriicklegen:
Q=K"naN; Q= ()

oW
Tlyeo s Ty Thaly--- Ty € KN
N - NS g

Vv vV
weife KWEK rote KoWn—kN—K

_ KYRK KV n—kN—-K| _ (1) (0ZF)
= P(Ak) = (]X)(:‘QD = (]T\L]) mit Ak aus a)

vgl. Hypergeometrische Verteilung
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Beispiel 2.4 (Geburtstagsparadoxon). Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit,
daf$ in einer Gruppe von k Personen mindestens zwei am gleichen Tag Ge-
burtstag haben?

Q={z=(21,...,2p)|z € {1,...,365}F} = VK365

Annahmen:
e keine Schaltjahre
o keine Zwillinge / Mehrlinge
e jeder Geburtstag ist gleich wahrscheinlich

Unterschiedliche Geburtstage
U= {ZL’ S &?|l’Z 7é ZEJVZ 7é j} = VOWI{??)GE)
Q] = 365, |U] = o2

(365—F)!
P(”mindestens zwei gleiche G'tage”) = P(U) = 1 —P(U) = 1 — % -1 -
365! _ ] _ 364.(365—k+1)
(365—K)I365F 365F—1
k=10 P(U)=0.1
k=20 PU)=0.4
=23 P(U)=05
k=30 PU)=0.7
k=40 PWU)=0.8
k=50 P(U)=0.9

2.3 Mengensysteme

Zur Erinnerung: Mengensysteme nennen wir Mengen von Teilmengen.

Definition 2.5 (7-System). Ein Mengensystem F C P heifit durchschnittsstabil,
wenn gilt:

ABeF=ANBEeF.

F heifit dann auch w-System.

Definition 2.6 (0-Algebra). Fin Mengensystem F C P heifit o-Algebra tiber €2
oder abgeschlossenes Mengensystem, falls gilt:

(S1) Q € F (Basismenge)
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(S2) Ae F= Aec F (Komplement)
(S3) A, e F,i e N= |J A; € F (abzihlbare Vereinigung)
i=1

Wir nutzen o-Algebren als Mengen von allen méglichen Ereignissen. Dar-
auf werden wir Wahrscheinlichkeiten definieren.

Beispiel 2.5. 1 x Wirfeln Q; ={1,...,6}
2 x Wirfeln Q9 ={(1,1),(1,2),...,(6,6)}

n x Wirfeln €, = Qf

Fn =P(Q,) (Potenzmenge) ist o-Algebra, da 2, immer endlich

Von Interesse sind z.B. Ereignisse A = {(1,1),(1,2),...,(1,6)} = {"1 im ersten Wurf”} €
Fa

Beispiel 2.6 (kleinste und grofite o-Algebra). Kleinste o-Algebra: {0, Q}
Grofite o-Algebra: P

Beispiel 2.7. Sei Q diberabzihlbar und A € F genau dann, wenn A oder A
abzdhlbar sind. Dann ist F eine o-Algebra.

Definition 2.7 (erzeugte o-Algebra). Ist A C Q, so heifst die Menge
a(A) =1{0, A, A Q}

die von A erzeugte o-Algebra und ist die kleinste o-Algebra, die A enthdlt.

Satz 2.3 (Schnitt von o-Algebren). Sei I # () eine beliebige Indexmenge und
F; eine o-Algebra tber Q) fiir alle t € I. Dann ist auch

F=F

iel
eine o-Algebra tiber €.
Beweis: Nach Def. 2.6:
(S2) AcF=AcF VielRAcF Viel=AcF.
(S1) analog

(S3) analog
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Definition 2.8 (Erzeuger). Sei & C P ein Mengensystem und ¥ die Menge
aller o-Algebren tiber 2, die £ enthalten. Dann wird die o-Algebra

(€)= ﬂ F

als die von £ erzeugte o-Algebra o(E) bezeichnet. Gilt umgekehrt fir eine o-
Algebra A

o&)=A
so heifit £ Erzeuger von A.

Beispiel 2.8. (o-Algebren)

o Sei A CQ, €= {A} (ein Mengensystem bestehend aus einer Menge).
Dann ist

o(&)=0(A)={0,4,4,0}
o Sei Q={1,2,...,7} und & = {{1,2},{6}}. Dann ist
o(&) ={0,{1,2},{3,4,5,6,7},{6},{1,2,3,4,5,7},{1,2,6},{3,4,5, 7}, Q}.
— — e O e
{1.2} {6} {1.2}0{6} - {1.230{6}
o Sei A eine o-Algebra tiber Q. Dann ist o(A) = A.
Definition 2.9 (Borelsche o-Algebra, Borelsche Mengen). Sei 2 = R und
O = {la,b[|a,b € R,a < b}
das Mengensystem der offenen Intervalle von R. Dann heift
B(R) :=0(0)

die Borelsche o-Algebra tiber R; ihre Elemente A € B(R) heiffen Borelsche Mengen.
Fiir Q = R™ setzen wir

O" ={U Cc R"|U offen} und B" := B(R") = o(O")
Satz 2.4 (Eigenschaften von B).
i) e B,ReB

ii) Va,b e R,a <b:
[a,b] € B, [a,ble B,]a,b] € B

ii) {c} € B VeeR
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iv) Ne B,Qe B,QecB
Beweis:
. (S1)
Bist o-Algebra =" Q=ReB
i) (S2) =
= Q=0¢eB
~ 1
i) Ja,b] = ﬂ]a,mﬂ cB
m=13g >
€eoCB
(S3) abzihlb. Vereinigun;und abzahlb. Schnitt B
o0
1
[a, b[= ﬂ}a—ﬁ,b{ eB
m=1x 7
c€ochB
(S3) abzihlb. VereiniguI:grund abzdhlb. Schnitt €8
[a,b] = | — 00,a[U]b,00] € B
—_—— =
N €O ¢ Cli
abzihlb. Ve:r,einigung eB
Komp1;;1ent eB
~ 1
i) {c} = () [c7c+a] €B
m=1\ ,
€Bnach ii)
abzéhlb.g;hnitt eB
oo
iv) N= ] {i} €B
=1
€Bnach iii)
—_————
abzéhlb. Vereinigung €8
ebenso fiir Q...
[

Beispiel 2.9 (Boule/Boccia). 1 Wurf ) = R?
2 Wiirfe y = R? x R?
n Wirfe Q, =[] R?

i=1

Fn = (B Borelsche o-Algebra
Interessierendes Ereignis: A = {(z,y)|z* + y* < r’} =
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= {1. Wurf nicht mehr als r cm von (0,0) entfernt} C
Ae B



Kapitel 3

Wahrscheinlichkeit als Maf3

3.1 Mathematisches Maf3

Definition 3.1 (mefbar). Sei F eine o-Algebra iber Q und A € F. Dann
heiffit A mef$bar beziiglich F.

Definition 3.2 (MeBraum). Sei F eine o-Algebra tber 2. Das Tupel (§2, F)
heifit Mefsraum.

Beispiel 3.1. Aufrufe einer Webseite pro Stunde

Q=N

A ={100,101,...,10.000} = {"zwischen 100 und 10.000 Aufrufe”} C Q

A € o(N) ist mefibar.

Definition 3.3 ((o-endliches, endliches, normiertes) MaB). Sei (€2, F) ein
Mefsraum. Eine Funktion p : F — R heifst Maf$ auf F, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind

(M1) u(0) =0
(M2) u(A)>0 VAeF
(M3) fiir jede Folge disjunkter Mengen (A, )neny € F gilt

i (U An) = Zu(An) (o-Additivitat)
n=1 n=1

Gibt es eine Folge (A,) von Mengen aus F mit |J A, = Q und p(A,) <
n=1

oo Vn € N, so heiffit p o-endlich. Ist () < oo, so heifit p endlich. Ist
w(2) =1, so heifft p normiertes Maf.

16
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Beispiel 3.2 (Dirac-MaB).

dw: F =R mit §,(A) =14(w)
Paul Adrien Maurice Dirac (8. August 1902 bis 20. Oktober 1984).
Mitbegriinder der Quantenphysik und war 1925 zusammen mit Schrodinger

Nobelpreistrager fiir Physik.
http://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac

Beispiel 3.3 (Zahlmaf).
|A|  falls A endlich

pz F =R, pz(A):= { oo sonst
Beispiel 3.4 (Lebesgue-Ma8B).
AN:B—=RY Aa,b)) =b—a

Definition 3.4 (Mafiraum). Ist (2, F) ein Mefiraum und p : F — R ein
Maps, so heifst das Tripel (Q, F, 1) Mafraum.

Beispiel 3.5. Sei ) diberabzihlbar und A € F genau dann, wenn A oder A
abzdihlbar st
= F ist o-Algebra (Beispiel 2.7)

0 A abzihlbar

p:F =R /L(A)::{OO const
Dann ist (2, F, u) Mafraum.

Bemerkung: Sei A € F fest und hochstens abzéhlbar, dann ist pz|4(B) =
|AN B| ein o-endliches Mafl und heifit reduziertes Zéhlmas.

Satz 3.1 (Eigenschaften des Mafes). Sei (2, F, ) ein Mafiraum und A, B, A,, €
F.,n € N. Dann gilt

i) endliche Additivitit: AN B =0 = u(AUB) = u(A)+ u(B)

i) Subadditivitit: A C B und p(A) < oo = pu(B\ A) = u(B) — p(A)
i) Monotonie: A C B = p(A) < u(B)
iv) Sub-o-Additivitit:

M ( An) < ZU(An)

n=


http://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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Beweis:

i) Betrachte Folge A, B,(,0,.

)

i)

(M3)

ii)/iii)) B=AU(B\ A) =
p(B) = p(A) + p(B\ A) > p(A) < iii) und
30 0 0m2)

uw(B\ A) = u(B) — p(A) < ii) falls u(A) < oo
iv) Ui A, = U~ (An \ Ui Ar)

n=1
(M3) 0o 00 n—
=" U (U A ) :) anl 2 (An \ Uk:%Ak)
< Zqo::l N(An)
O]
Schreibweisen:
(An)nEN

AnTAN:}AlCAQCAgC...UHd UAz:A

i=1

A LA A > A D AyS . und () 4 = A
=1

Satz 3.2 (Stetigkeit des Mafles p). Sei (2, F, u) ein Mafsraum und A, A,, €
F,n € N. Dann gilt

i) Stetigkeit von unten: A, T A= u(A,) T pu(A)
ii) Stetigkeit von oben: A, | A und p(A;) < oo = u(A,) 4 u(A)

Beweis:

)SelAO—Q)ATAmelntAlCAQC .und U2 A, = A
Also ist A = U A, \ A,_1 eine disjunkte Vereungung

n=1
= p(4) T A\ A)

= lim g (U Ag \ Aga)
= gl
H) A - An - Al Monotonle /L( )
w(A,) <oco VneN

Wegen A,, | A gilt A1\ A, T A1\ A und somit

(A \ An) = p(Ar) — p(4y)

= p(Ar) — w(A) = p(An) 4 p(A)
]

= (A \ An) T (A \ A) =
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3.2 Wahrscheinlichkeit als normiertes Mafl

Jetzt () Ergebnisraum. Potentiell interessante Ereignisse sind Teilmengen von
Q, d.h., Elemente einer o-Algebra F, des Ereignisraumes.

ein Mefiraum und P : F — [0,1] ein Maf auf (2, F) mit P(2)
Dann heifst P Wahrscheinlichkeitsmaff und ordnet jedem FEreignis A
die Wahrscheinlichkeit P(A) zu.

Definition 3.5 (Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeit). Sei (€2, F)
S

1.
F

Definition 3.6 (Wahrscheinlichkeitsraum, Verteilung). (2, F,P) heifit
Wahrscheinlichkeitsraum. P heifit auch Verteilung.

Bemerkung: Es ist der Verdienst von Kolmogorov, das Wahrscheinlich-
keitsmaf} als normiertes Maf} eingefiihrt zu haben.

Andrej Nikolaevic Kolmogorov (25. April 1903 bis 20. Oktober
1987). Studium der Mathematik, Geschichte und Metallurgie in Moskau,
seit 1931 Professor fiir Mathematik. 1933 “Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung”, betreute insgesamt 79 Doktoranden. http://de.wikipedia.
org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow

Satz 3.3 (Elementare Rechenregeln). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und A, B, A, € F, n € N. Dann gilt

i) P(A) =1—P(A)
ii) AC B=P(A) <P(B)
iii) Siebformel: |
P(04) =L 0% S n (N 40)

i) P(nf_jl An) < Yo P(A)

v) Stetigkeit von unten: A, T A= P(A,) TP(A)
vi) Stetigkeit von oben: A, | A= P(A,) ] P(A)

Beweis: 1) ii) iv) < Satz 3.1
v) vi) < Satz 3.2
iii) Ubung. O


http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow
http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Nikolajewitsch_Kolmogorow
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Definition 3.7 (Nullmenge). Ist (2, F,pu) ein Mafiraum und A € F mit
w(A) =0, so heifit A (u-)Nullmenge.

Definition 3.8 (P-fast sicher).
P-fast diberall < P-fast sicher

Beispiel 3.6. Wir werfen einen (sechsseitigen) Wiirfel. Eine sinnvolle Er-
gebnismenge ist

Q:={1,2,3,4,5,6}.

Wir interessieren uns fir das Ereignis A :="die geworfene Zahl ist gerade”.
Die davon erzeugte o-Algebra ist F = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q}. Wir folgen
dem Prinzip vom unzureichenden Grund und nehmen an, dass alle w gleich
wahrscheinlich sind. Daraus ldsst sich ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P : F —
[0, 1] definieren:

o P()) =0,
P({1,3,5}) = 0.5,
P({2,4,6}) = 0.5,
PQ) =



Kapitel 4

Mef3bare Abbildungen auf
Wahrscheinlichkeitsriumen

Ziel: Wir wollen Verteilungen auf Zufallsvariablen definieren. Weg: Wir de-
finieren Zufallsvariablen als Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(mit MaB, also Verteilung) auf den (mefibaren) Wertebereich der Zufallsva-
riable.

4.1 MefBlbare Abbildungen

Sei f: € — €y eine Abbildung, so ist das Bild einer Menge A C )4
f(A) = {f(w) € Qfw € A}

und das Urbild einer Menge B C (2

f7H(B) = {w € Ulf(w) € B}.

21
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Es gilt fiir beliebige B, B; € 23,7 € I (" Operationstreue” )

S (U Bz) = {w € M| f(w) € UBZ}

= U{weﬂllf(w)eBi}
= Uf_l(Bz‘)
~(n=) - Nre)

fHB) = {we|f(w) € B}
— 0\ fwe Ofw) € B}
= W\ f(B)=f1B)
Bemerkung: f~' heiit auch Urbildfunktion. Ist f bijektiv (dies ist genau

dann der Fall, wenn f~!(wy) genau ein Element w; € Q enthilt fiir alle
Elemente wy € €2y), so heifit f auch Umkehrfunktion oder inverse Funktion.

Satz 4.1. Sei F; eine o-Algebra iiber Q0,0 = 1,2, Ist f : Q1 — Qs eine
Abbildung, so ist f~1(F) eine o-Algebra iiber Oy und {B C Qs|f~1(B) € Fi}
eine o-Algebra iiber €)s.

Beweis: (S1), (S2), (S3) folgen aus der Operationstreue, etwa z.B.
(S2) Ae fYFR) & A=fYB),BeF

= B¢ Fo

= A=[B)=f"(B) e[ (F)

I

]

Definition 4.1 (mefibare Abbildung). Seien (21, F1) und (Qa, Fa) zwei Mefirdume.
FEine Abbildung f : Q1 — Qo heifst Fi-Fo-mefbar, falls

1 (F) C F.

Von einer mefbaren Abbildung f spricht man, falls die involvierten o-Algebren
ewndeutig bekannt sind.

Satz 4.2. Seien (Q;, F;),i = 1,2 zwei Mefirdume, wobei Fo = o(E) von
einem Mengensystem & erzeugt ist. Die Abbildung f : Q3 — Qo ist genau
dann Fi-Fo-mefibar, wenn

&) c Fu.
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Beweis:

"= f Fi-Fo-meBbar
& U F)={f"'B)BecFR}cCHh

FOETR pe) = {fU(B)|B € €} C Fy

"< {B C Q| fY(B) € Fi} ist o-Algebra iiber Q, (Satz 4.1).
Wegen f~H&) C Fiist EC {B C Q|fY(B) e F}
und somit auch o(€) = F, € {B C Q|fH(B) € Fi}, denn o (&) ist
der Schnitt aller o-Algebren, die £ enthalten.

[]

Beispiel 4.1. Sei (2, F) Mefsraum, dann ist f : Q — R genau dann mefSbar,
wenn

FHl=o00,q) ={weQf(w) <c} € FYceR,
denn | — 0o, c| bildet ein Erzeugendensystem von B (folgt aus Satz 2.4).

Beispiel 4.2 (stetige Abbildungen).
f:R =R stetig = f1(0) € OVO € O
O ist Erzeuger von B = o(O) (Def. 2.9) und somit ist f B-B-mefbar.
Beispiel 4.3 (Indikatorfunktion). Sei (2, F) Mefraum und A C .
I4:Q — R
w = Ih(w) = {

I'el{d,QAACF & AcF

1 firweA
0 sonst

d.h. 14 ist genau dann F-B-mefbar, wenn A € F. Deshalb heifst A mefbar,
wenn A € F gilt (Def. 3.1)

Definition 4.2. Sei F C P ein Mengensystem:
R ={(B)B e F}.

Beispiel 4.4 (Spur-o-Algebra). Sei F eine o-Algebra iber Q und A C )
und sei f: A — Q, f(a) = a. Die o-Algebra f~1(F) = {ANB|B € F} heifit
Spur-c-Algebra von A, wird mit F|A bezeichnet und ist eine o-Algebra tiber
A (folgt aus Satz 4.1).
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Definition 4.3 (BildmaB). Ist (0, F1, 1) ein Mafraum und (Qq, Fa) Mefs-
raum und f : Q1 — Qo mefbar, so heifst

Wy FQ — [O, OO[
B+ py(B) = p(f~(B))
das Bildmafs jiy von p unter f und (Qq, Fa, pi5) ist ein Mafraum.

Beispiel 4.5. (R, B, \) und (R, B)
f"R—=R, x—x+a
A(A) = AfHA)) = MA —a) = N(A) VA € B und Ay ist Maf$ auf (R, B).

Definition 4.4 (Einschrinkung, Erweiterung). Sei f : F — R und A C F.
Dann heifit die Funktion

flIA: AR mit flAA) = f(A) VAeA

Finschrinkung von f auf A und [ eine Erweiterung von f|A auf F.

Bemerkung: \"|4(B) = \"(AN B) mit A € B" ist ein Mafl auf (R, B")
und heifit Spurmas.

Satz 4.3 (MeBbarkeit der Komposition). Sind (2, F;),i = 1,2,3 Mefirdume
und f:Qp — Qs und g : Qy — Q3 meflbar. Dann ist auch go f: Q1 — Qg
mefsbar.

Beweis: f~1(F,) C Fy und g 1 (F3) C Fo =
fHg (F) CFie(gof) (F3) C A O
——

CF2

Bemerkung: Sei (2, F) ein Mefiraum und f = (f1,...,fn) : @ = R
und B" die Borelsche o-Algebra iiber R"™. Dann ist f F-B"-meflbar, wenn
fivi =1,...,n F-B-mefibar sind; siehe Satz 1.28 in Meintrup and Schéffler
[2005].

Satz 4.4. Es sei (0, F) ein Mefsraum, f,g : Q — R mefbare Funktionen
und o, f € R. Dann sind die Funktionen

a) af + By

b) f-g

¢) f/g falls g(w) #0 Vw € Q
ebenfalls mefbar.
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Beweis:

h:Q — R?
w = h(w)=(f(w),g(w)) meBbar (siche letzte Bemerkung)

[:R* - R
(x,y) — Il(x,y) = ax+ Py stetig und somit meBbar

also ist [ o h = af + fg mit Satz 4.3 mefibar
b) I(z,y) = z -y meBbar weil stetig, weiter wie in a)

¢) l(z,y) = z/y meBbar weil stetig, weiter wie in a)

4.2 Zufallsvariablen

Definition 4.5 (Zufallsvariable). Ist (21, F1,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (Qq, Fo) ein MefSraum, so heifit eine F1-Fo mefbare Abbildung

X:Ql—>92

Zufallsvariable (ZV). Ist Q9 = R, so heifst X reelle Zufallsvariable, Q5 = R

numerische Zufallsvariable, Q9 = R™ n-dimensionale reelle Zufallsvariable.

Bemerkung: Eine Funktion f : 2 — R heifit reellwertig. Eine Funktion
f:Q = RU{-00,00} = R heilt numerisch. Ist (9, F) ein Mefiraum,
so heifit f F-B-mefbar, wenn {w € Q|f(w) < ¢} € F Ve € R bei B =
o(BU{oo} U{—00})

Schreibweise:
{f<ep = {weQf(w)<c}
(<0} :

{f=c} :
Bemerkung: Das Bildma$l Py von P unter X

]P)X(A) = P(Xﬁl(A)) S [0, 1] VA € Fy

ist wieder ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
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Definition 4.6 (Verteilung einer Zufallsvariablen). Ist (Qy, F1,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und (Qo, F2) ein Mefiraum und X : Q; — Qs eine Zu-
fallsvariable, so heifst das Bildmaf Px von P unter X Verteilung von X.

Bemerkung: zur Schreibweise:

c
= P(X =¢) <> < > genauso.

Satz 4.5 (Funktionen von Zufallsvariablen). Sei X : Q — R" eine Zufalls-
variable und g : R — R™ mefibar. Dann ist go X : Q0 — R™ ebenfalls eine

Zufallsvariable.

Beweis: go X ist als Komposition von mef3baren Funktionen F-B-mefibar
Satz 4.3 und somit Zufallsvariable. O
Bemerkung:

e aX +bist ZV
o X+ Xyist ZV (wenn X = (X1, X5) ZV und g(X) = X + X»))
e X Xyist ZV, X;/X, genauso
o XZ%ist ZV
nach Satz 4.4

Bemerkung: zur Schreibweise:

Py (4) = PB((goX)"(4))
— P({w e Ql(go X)(w) € A})
— B(g(X) € 4)

Beispiel 4.6. P(X? < ¢) = P({w € Q|(X(w))* < ¢})
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Satz 4.6. Sei (2, F) ein Mefiraum und (f,)nen eine Folge mef$barer nume-

rischer Funktionen B
fn: Q=R neN.

Dann sind sup f,, inf f,, limsup f,, und liminf f,, mefibar.

Beweis: sup,, f :
oo

(sup, fo) (=00 ) = {w € Qsup fu(w) <} = (V{w € Qfalw) <} EF
" n=1 s
nach Voraussetzung
abzahlb. Schnitt in F er?crhalten, weil F o-Algebra
inf f, = —sup (— f,,) Komposition = meBbar nach Satz 4.3, denn
n n

—sup (—fn) = (aosupoa)(f,) mit a(f) =—f VfeM

limsup f,, = 1r>1{i (sup fi) meBbar nach Satz 4.3
n nzl k>n

liminf f,, = sup (ér>1_f fx) meBbar nach Satz 4.3 O
n n>1 k>n
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Lebesgue-Integral

Sei (2, F,u) ein Mafiraum und f : @ — R eine F-B-mefibare Funktion.
Sei weiterhin M := {f|f : Q@ — R, f meBbar} die Menge der mefibaren
numerischen Funktionen und M+ := {f|f € M, f > 0} die nicht-negativen
Funktionen aus M.

5.1 Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen

Definition 5.1 (Treppenfunktion). Ist (2, F, u) ein Mafsraum und f : Q —
R eine F-B-mefbare Funktion mit endlichem Bild f(Q2) = {y1,...,yn}, S0
lagt sich f fir einn € N und A; € F,i =1,...,n, darstellen als

F=ula, 4. Fynla, = ) uila,
i=1
und heifit Treppenfunktion. Desweiteren sei T := {f|f : Q@ = R, f Treppenfunktion}

und TY :={f|f € T, f > 0} die Menge der (nicht-negativen) Treppenfunk-
tionen.

Bemerkung: f € T 143t sich darstellen als

f:Zyi[Ai v >0 Vi=1,...,n.
i=1

Definition 5.2 (Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen). Das Integral fiir
fert

/f dp = y1p(Ar) + ..+ ypp(An)

heifst Lebesque-Integral von f nach p.

28
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Beispiel 5.0. Sei Q = 0,1. Sei (0% P(Q?),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
mit P(w) = 1/4Vw € Q2. Sei X : Q% — R eine Zufallsvariable mit X (w) =
"Anzahl von 1 in w’. Darstellung als Treppenfunktion.:

A= {00} =0
Ay = {(071)7(170)};y2 =1
As = {1, Dlys =2

Alternative Darstellung:

By = {(071)7(171)};y1:1;
By, = {(1,0),(1,1)}y =1

Es gilt
/XdPr — 0-P(A)) + 1-P(As) + 2 P(Ay)
= 1-P(B;)+1-P(By) =1
Das Beispiel zeigt: f XdPr entspricht dem Erwartungswert.

Beispiel 5.1. Sei f: R = R, f(z) =1 fir0 <z <1. Es gilt mit A =|0, 1]
/fd)\zl-)\(A):l.

Henri Léon Lebesgue (28. Juni 1875 bis 26. Juli 1941). 1899-1902
Gymnasiallehrer in Nancy, dabei Arbeit am Integralbegriff, 1902 Dissertati-
on, seit 1906 Professor.
http://de.wikipedia.org/wiki/Henri_L%C3%A90on_Lebesgue
Bemerkung: Besitzt f € T eine weitere Darstellung der Gestalt

f=Y zlp, mit BieF,z>0 Vi=1...,n

i=1

so gilt:
Z yin(4;) = Z zip(B;)
i=1 i=1
(Ubergang auf Cy; = A; N B;).

Daher ist [ f du wohldefiniert.


http://de.wikipedia.org/wiki/Henri_L%C3%A9on_Lebesgue
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R
Ys+
<3
Yo+ 11 29
yl | ] ] ] ] i Zl
T Al T A2 T A3 T Q

Abbildung 5.1: Zwei Treppenfunktionen stellen dieselbe Funktion dar.

Bemerkung: Die Indikatorfunktion 14 ist die einfachste Treppenfunktion
mit Integral

/[A dp = p(A).

Satz 5.1 (Eigenschaften des Integrals). i) Linearitit: Fir f,g € TT und
a,B >0 gilt

/(Oéf+ﬂg)du=a/fdu+6/gdu-

ii) Monotonie: Sind f,g € TT und f < g, so folgt

/fdué/gdu.

Beweis: O.B.d.A.sei f =0 vila,, 9= z2ila,.

1=

i) [(af+Bg)du= [ad; yda, + B30 zladp
= [ X0 (o + Bz Iadp =" ST (o, + B u(Ar)
=y () + B () = o [ fdu+ B [ gdp

i) f<ge flr)<glx) VreQ
= o vip(Ai) < D00 zip(Ag)
& [fdu< [gdu
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Beispiel 5.2. f=0=0-1Ix

[fdA=[0-IgdA=0-A(R) =0-00 =0

5.2 Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funk-
tionen

Lemma 5.1. Ist f € M eine nicht-negative Funktion, so gibt es eine Folge
(fa)nen € T von nicht-negativen Treppenfunktionen, so daf8 fn T f.

Beweis: Eine solche Funktion ist z. B. f, : @ — R, n € N mit

fulz) == LZ%E@J t flz) VreQ

Etwa f =sin: [0,7] — R (siche Abbildung 5.2).
O]

Definition 5.3 (Lebesgue-Integral fiir nicht-negative Funktionen). Sei f €
M* und (fo)nen € TT mit f, T f. Das Lebesgue-Integral von [ nach p ist

dann
/fd,u = lim /fnd,u.
n—oo

Lemma 5.2. Sei f € M™ und g € T mit g < f. Dann gilt fiir eine Folge
(fn)nEN € T+-'

fut £ = tim [ fodnz [gdn

Beweis: 0.B.d.A. g = I4, A € F (wegen der Linearitét)

= f(zx)>1 Ve A
= Ve>0:A,:={ze€A|fu(xr) >1—¢€}1 Awegen f, 1T f von unten!
= fn>(1—€)ly, Vn e N

Und damit

Stetigkeit von p

Monotonie Linearitdt Def.
[wdn ET [ @ ougan) T @ oua)

= (1—6)/gdu

Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. m
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f f
o]
©
S 7 S
= g__ =
o |
© T T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0
X
f3
o]
©
S 7 S
= g__ =
o _|
© T T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0
X X

Abbildung 5.2: Approximation von f = sin € M durch f, € T fir n =
2,3, 4.

Lemma 5.3. Sind (f,)nen und (gn)nen zwei monoton wachsende Folgen von

Funktionen aus T mit
lim f, = lim g,,
n—oo n—oo

so gilt:
lim [ f,dp= lim /gn du.
n—oo n—oo
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Beweis: Laut Voraussetzung ¢gr < lim f, Vk € N (Monotonie)
N~~~ n—o0

eT+
Lemma 5.2

Also [grdu < Jgrgoffn du Vk eN

und somit kh_}rglo [ gpdp < nll_)IIOlo [ fadp.

Umgekehrt: f;, < nh—g}o g» und also klgg) J fedu < nh—glo [ gndu

Zusammen: nlg{)loffn dy = T}Lrgofgn dp O

Satz 5.2 (Eigenschaften des Integrals). Fir f,g € M und o, f > 0 gilt:
i) Linearitdt:

/(af+ﬁg)dﬂza/fdﬂ+ﬂ/gd#

ii) Monotonie: Ist f < g so folgt

[tz [gan

Beweis: Sind _fn, 1 f, gn 19, soauch af, + Bg, T af + B9
v v
eT+ eT+

i) folgt somit aus Satz 5.1 (i) fir f,, gn

i) fo < max (fo,gn) Tgfir f<g
und aus Satz 5.1 (ii) folgt ii)

]

5.3 Lebesgue-Integral fiir numerische Funk-
tionen

Jetzt allgemein f : Q — R mefBbar.

f=0f"—f
~—— =~
eM+ eM+

Definition 5.4 (quasi-integrierbar, Lebesgue-Integral). Sei f : Q — R eine
mefibare numerische Funktion. Die Funktion heif$t

(11-) quasi-integrierbar, falls [ f*dp < oo oder [ f~du < oo. Ist f (u-)
quasi-integrierbar, so ist durch

/fdu:/f*du—/fdu
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das Lebesgue-Integral von f definiert. Gilt [ f*du < oo und [ f~du < oo,
so heif$t f (- )integrierbar.

Bemerkung: |f| = [T+ f~
f integrierbar < | f| integrierbar.

Bemerkung:
/fdu::/f[Adu.
A

Satz 5.3. Sind f, g : Q — R integrierbare numerische Funktionen und o, 3 €
R, so gilt

i) Linearitit: af + Bg ist integrierbar und
‘/®f+@ﬂw=a/fw+ﬁ/g@

ii) Monotonie: Ist f < g, so folgt

[tan< [gn
ii1) Fir jedes A € F gilt

/ﬁm:Afm+Afw.

Beweis:
i), i) +/
i) f=fIla+flz

Satz 5.4. Fiir f € M+ gilt

/fd,u =0< {we Q|f(w) >0} ist u-Nullmenge

~-
=: Trdager von f

Beweis: A :={w € Q|f(w) >0}
Ay ={weQ|f(w)>+} VneN
A, 1A
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=70 [ fdp=0
%IA,L <f VneN
1 1 Monotonie nach Vor.
0 < —p(A,) = /_]An dp < [ fdu™E=""0
n n

— ———
p ist MaB Integral iiber Indikatorfkt.

= u(A,) =0 Vn € Nund aus A4, T A folgt u(A,) T u(A) = 0 (Ste-

tigkeit von unten)

=" w(A) =0
f <001y
0< [fdu< [oo-Iadu=o00-pu(A)=0

Bemerkung: zu Satz 5.4: f € M+

/fdu:0<:>f:0 p-f.1.

Satz 5.5. Ser X : 2 — R" eine n-dimensionale reelle Zufallsvariable und
f:R" = R eine mefsbare Funktion, so daf fo X : Q — R integrierbar ist.

Dann gilt
/fd[PX:/fon]P).

Beweis: Ist f = 14, A € B", so ist

(foX)w) = f(X(w))

- {4 1
1 weX 1A ={weQX(w) e A}
= IX’l(A)(w) = {
T 0 somnst
:>/deP>X _ /IAdIPX
= Px(A)
= P(X7'(4))
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Fir f € T" folgt alles weitere aus der Linearitit und f € M™ iiber
Grenzwertbildung. O

Satz 5.6 (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Beppo Levi). Fiir
eine monoton wachsende Folge (f,)nen von Funktionen aus M™ gilt:

lim fndu:/ lim f,du.
n—oo

n—oo
Beweis:

"< f = lim f, 2™ sup f, (meBbar). Nach Vor.: f, < f Vn € N

n—00 n—00

(Monotonie) = [ f,du < [ fdu (Monotonie des Integrals)
und somit nh—>n;lof frdp < [ fdu

">": Sei (en)nen € T ey T f
Ap i=Aw € Qlefn(w) > er(w)} 19, ¢ > 1 beliebig (¢ = 1 wiirde bei
feTr ex=f VkeNund f, < f = e nicht reichen), k € N fest
cfn(w) = ex(w) - La, (w) T ex(w)

=
/ekd,u = lim /ek]An dp < ¢ lim /fnd,u.
n—00 n—00
WEeil ¢ beliebig ist, folgt auch
/ekd,ug lim /fndu Vke N
n—oo

(denn sonst wire ja [ e, du > lim, [ f, dp und somit gibe es auch ein
¢>1mit [epdp > clim, [ f,dp was ein Widerspruch ist) und

/fdu: hm/ekd,ug lim /fndu.
k—o0 n—00

Satz 5.7 (Lemma von Fatou). Fiir jede Folge (fn)neny € M™T gilt:

liminf/fn dp > /liminf fndu.
n—oo n—oo

Beweis: f :=liminf f,, und g, := inf fi,n € N.
n—00 k>n

= 9o 1 f und lim [ g,dp ™= [ fdp.
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Weiterhin: g, < f, Vk>n (f, € M™)
= [ gndp < inf [ fidp

= lim [ ¢g,dp < lim inf /fk dp O
n—00 n—o0 k>n
:f?du zlilrgior;frf fndu

Pierre Joseph Louis Fatou (28. Februar 1878 bis 10. August 1929).
Nach dem Studium 1898-1900 Arbeit im Pariser Observatorium, 1907 Pro-
motion in Mathematik; lieferte Grundlagen der Chaostheorie.
http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fatou

Satz 5.8 (Satz von der dominierten Konvergenz). Seien f, g sowie (fy), (9n)
mefibare numerische Funktionen auf einem Mafsraum (Q, F,u) mit f, —
frgn — g (punktweise) und |f,| < g, VYn € N. Sind g und g, Vn € N
integrierbar und gilt

lim gnduz/gdu,

n—oo

so sind f und f, Vn € N integrierbar und es gilt
lim [ f,du= /fdu.
n—0o0
Beweis: | f,] < g, und [ g dp < cound [ ¢~ dp < o0
= [ ffdu<ocound [ f~du < oo & f, integrierbar Vn € N.

|f| < g = f integrierbar.
Betrachte die Funktionen g, + f, > 0und g, — f, > 0

/gdu—i—liminf/fndu = liminf/(gn-l-fn) dp
n—00 n—0oo

Fatou (5.7)

5 / liminf (g, + f) dp
n—oo

= /g+fdu
= /gdu+/fdu

Durch Subtraktion von [ gdp auf beiden Seiten erhalten wir

liminf/fnd,MZ/fd,u
n—o0


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fatou
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Mit g, — f, > 0 gilt

/gdu—l—liminf/—fndu > /gdu—/fd,u
n—oo

< liminf | —f,du > —/fd,u

n—o0

& lim inf/—fkdu > —/fd,u

n—oo k>n

& lim—sup/fkdu > —/fd,u

n—o0 k>n

@—limsup/fkdu > —/fd,u

n—oo k>n

@—limsup/fndp > —/fd,u

n—oo

<:>1irnsup/fndu < /fdu

n—oo

zusammen also

/fd,u < liminf/fndu < limsup/fndu < /fd,u
n—00 n—00
& lim fndu—/fd,u
n—oo
O

Beppo Levi (14. Mai 1875 bis 28. August 1961). Italienischer Ma-
thematiker. Studium in Turin, Professor in Piacenza, Cagliari, Parma und
Bologna. Nachdem er seiner jiidischen Herkunft wegen Italien 1939 verlassen
muBte, baute er an der Universitdt Rosario in Argentinien ein mathemati-
sches Institut auf.

http://de.wikipedia.org/wiki/Beppo_Levi

Korollar 5.1 (zu Satz 5.6). Fiir jede Folge (f,)nen von Funktionen aus M

qilt: N .
/ZfidM:Z/fidﬂ-

Beweis: Wende Satz 5.6 auf g, = >, f; (Partialsummen) an. O


http://de.wikipedia.org/wiki/Beppo_Levi

Kapitel 6

Dichte und Verteilungsfunktion

6.1 Mafl mit Dichte

Lemma 6.1. Fiir jedes f € M ist
fou:F—=R
(f © (A /fdu [ f1adu

ein Maf3. Sei v = f ® u, so gilt fir alle g € M

/ng=/(gf)du

Beweis:
MI) Y
M2) Y

M3) Sei (Ap)nen € F mit |~ A, = A

Dann ist fIA = Zzozln?[An

(f@u = [ fLadu

_f n= lf‘[An dp

=> [ fla,dp (da fIa, € MT V¥V neN)
= 220:1 (f © p)(An)

]
Definition 6.1 (Mafl mit Dichte, Dichte). Sei (2, F, u) Mafsraum und f €

M™*. Dann heifit f © u Maf$ mit der Dichte f beziiglich . Die Funktion f :
Q2 — [0, 00[ heifit Dichte des Mafes f © p.

39



6.1. Maf3 mit Dichte 40

Definition 6.2 (absolute Stetigkeit). Sind p und v zwei Mafe auf (2, F),
so heifit v absolut stetig beziiglich p, wenn VA € F gilt:

wA)=0=v(A)=0
Kurz: v < p. Man sagt auch: p dominiert v.

Satz 6.1 (Satz von Radon-Nikodym). Ist (2, F, ) ein Mafsraum mit einem
o-endlichen Maf p und v ein weiteres Mafs auf (2, F), gilt

v < < 3 Dichte f e Mt :v=fOp.
Gibt es eine weitere Funktion g € M mit v =g ® p so gilt g = [ p-f.i.
Beweis:
7<": Sei A € F p-Nullmenge, d.h. u(A) = 0.

Esgilt Z :={w: (fla)(w) >0} CA= u(Z) <pu(Ad) =0= u(Z) =0.
Damit: v(A) = (f © p)(A) = [, fdp= [ fLadp =" 0

”=": sieche Meintrup and Schiffler [2005], Kap. 2.5.

]

Johann Radon (16. Dezember 1887 bis 25. Mai 1956). 1910 Pro-
motion in Wien, 1913 Beweis der Existenz von Dichten im R", Professor in
Hamburg, Greifswald, Erlangen und Breslau. Nach dem Krieg Professor und
Rektor der Universitdt Wien.
http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon

Otton Marcin Nikodym (13. August 1887 bis 4. Mai 1974). Stu-
dium der Mathematik und Physik in Lemberg, Promotion in Warschau, bis
1945 Professor in Warschau. 1930 Beweis des allgemeinen Falls. Nach dem
Krieg am Kenyon College in Ohio tétig.

Satz 6.2. Sei f : R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf$ genau dann, wenn f auf R integrierbar ist und /fd)\ =1.

Beweis: P([a,b]) = fdx €]0,1] Va,b
[a,b]

Insbesondere / fdx=1. O
R


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Radon
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6.2 Verteilungsfunktion

Definition 6.3 (Verteilungsfunktion). Ist P : B — [0,1] ein Wahrschein-
lichkeitsmaf$ auf R, so heif§t

F:R — [0,1]
r = Fp(x) :=P(] — oo, z])

die Verteilungsfunktion von IP.

Satz 6.3 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion). Fine Verteilungsfunktion
F]p 15t

i) monoton wachsend,

ii) rechtsstetig,

iii) und es gilt lim Fp(x) =0; lim Fp(x) = 1.
Tr—r—00

T—00

Bewezs:

i) a <b= Fp(b) — Fp(a) = P(Ja,b]) >0

i) x, }z=
ILm Fp(x,) = ILm P(] — 00, z,]) Stz 3.2 P(] — o0, z]) = Fp(x)

ii) x, | —oco0 =
lim Fp(z,) = lim P(] — 00, z,,]) “£** P(0) = 0

o /]\ o = n—00
lim Fp(z,) = lim P(] — 0o, 2,]) 2 P(] — 00, 0]) = P(R) = 1
n—o0 n—oo

]

Definition 6.4 (Verteilungsfunktion). Jede monoton wachsende, rechtsste-
tige Funktion
F:R—[0,1] mat
lim F(z)=0 und lim F(z)=1

T—r—00 T—00

heifst Verteilungsfunktion.
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6.3 Korrespondenzsatz

Korrespondenzsatz: Jede Verteilung ist durch die Verteilungsfunktion vollsténdig
festgelegt und umgekehrt.

Sei jetzt 2 = R™ und ]a, b[:= {z € R|a < x < b} ein offenes, beschrénktes
Intervall. Die Borelsche o-Algebra B ist die von O = {]a, b[|a,b € R, a < b}
erzeugte o-Algebra.

Satz 6.4 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafles). In jeder Di-
mension n € N gibt es genau ein Mafs

A" B — [0, 00],
sodafs fiir jedes n-dimensionale Intervall Ja,b] :=lay,b1] x ... X]a,,b,] C R"

qilt:

n

A" (Ja,b]) = T (b = a:)

i=1
A" heif$t (n-dimensionales) Lebesque-Mafs. Weiterhin gibt es zu jeder rechts-
seitig stetigen, monoton wachsenden Funktion F : R — R genau ein Maf

Ap B — R,
sodaf fiir alle Ja,b] C R gilt:
Ar(Ja ) = F(b) — F(a).

A heifst Lebesque-Stieltjes-Maf$ von F'.

Beweis: Siehe Anhang A.1. in Meintrup and Schiffler [2005] O

Thomas Jean Stieltjes (29. Dezember 1856 bis 31. Dezember 1894).
Seit 1873 Studium in Delft, dreimal durch Priifungen gefallen (da er lieber
die Arbeiten von Gauss und Jacobi las), danach Arbeit im Observatorium
in Leiden, dessen Direktor ihm freie Zeit fiir mathematische Untersuchungen
lief. 1884 wegen “mangelnder Qualifikation” erfolglose Bewerbung auf eine
Professur in Groningen.
http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Joannes_Stieltjes
Bemerkung: X := \!. Ist x € R, so gilt

A({z}) 2% lim A qx - %xD = lim x — (x - 1) — fim =0

n—00 n—00 n n—oo 1


http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Joannes_Stieltjes
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A(A) = 0 fiir jede abzéhlbare Teilmenge A C R, z.B. A(N) = 0 wegen o-
Additivitdt A(N) = X (Usen{i}) = D,en A{7})
=0
AR) > A(J0,n]) =n ¥YneN
= AMR) =00
Satz 6.5 (Translationsinvarianz des Lebesgue-MafBes).

AY(A) = \(A+v) YweR AeBr

3

)\n(A + U) = (bz + Ui) — (CL,‘ + Uz')

i
O

Beweis:

I
—=
s
|
8
I
>~
3

(4)

N
Il
—

Definition 6.5 (A-System). Fin Mengensystem D C P heifit A\-System iber €2,
falls

(L1) QeD
(L2) A, BeDmit ACB=B\AeD

(L3) 4t A= AeD, A=|JA

=1

Lemma 6.2. Ist D ein durchschnittsstabiles A\-System, so ist D eine o-
Algebra.

Beweis:

(S1) « (L1)

(S2) Sei B=Qund A € D beliehig = A =Q\ AeD

(S3) ABeD=AUB= AN B €D
€D €D
—_——
7-System nach Vor.
Sei B, = A eDfir A, eD,i=1,...
=1

endliche Vereinigung
00
B, C Byy1 C Byyo C ... und somit B, 1 U A; € D (L3)
i=1

(S3)v/
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]

Satz 6.6 (A\-m-System). Sei & ein w-System und D ein A-System mit € C D.
Dann gilt
o) cD

Beweis: Der Schnitt von A-Systemen ist wieder ein A\-System (vgl. Satz 2.3)
und somit definieren wir in Analogie zu Definition 2.7 das von &£ erzeugte A-
System als

e =) F

Fex

wobei X = {F|F ist A-System mit £ C F} das Mengensystem aller \-Systeme
sei, welche & enthalten. Sei 0.B.d.A D = A(E).

Zu zeigen ist, da3 D eine o-Algebra ist, wozu es nach Lemma 6.2 geniigt,
die Durchschnittsstabilitdt von D zu zeigen. Betrachte also

Dy,={Ae€DIANBeD VBeD}

und zeige, dafl D = Ds.
Schritt 1: Betrachte

Di={Ae€DIANEe€D VEcE&}
Fiir D, gilt:
o £ C Dy (denn fur alle A € € gilt A € Dy)
e D ist \-System:

(L1) QNE=EcéCD =0eD, VE€&
(L2) A, B € Dy, dann gilt auch (B\A)NE C BNE € D= B\A € D,.
(L3) geschenkt

und somit ist D; ein A-System, welches £ enthilt <= D; € ¥ und damit

wegen
ANE=(F
Fex
ist D =D;.
Schritt 2: Betrachte D,. Es gilt:

e £ECD=D=&CD,
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e D, ist A\-System (wie oben)

und somit ist Dy auch ein A-System, welches £ enthilt < Dy € ¥ und
damit wegen

NE=(F

Fex
ist D = D5 durchschnittsstabil und also eine o-Algebra, die £ enthilt. [

Satz 6.7 (MaBeindeutigkeitssatz). Es seien p und v zwei Mafle auf einem
Mefsraum (Q, F) und & ein durchschnittsstabiler Erzeuger von F mit folgen-
den FEigenschaften:

i) n(E)=v(E) VE€€&

i) Es gibt eine Folge (E,),n € N, disjunkter Mengen aus & mit u(E,) =
v(E,) < oo und

UE. =«
n=1
Dann sind beide Mafe identisch: p = v.

Beweis: Betrachte zu jedem n € N das Mengensystem
D(E,) ={Aec FluW(ANE,) =v(ANE,)}
D(E,) ist ein A-System, weil
(L1) Qe D(E,) : w(QNE,) =u(E,) =v(E,) =v(QNnE&,)

(L2) A,BeD(E,),ACB =
,u(B\AﬁE’n) Subtrzﬁtlvltat ,M((
= v((B\A)NE,)
= B\A€eDE,) +

(L3) 4; € D(E,), A T A= U2, A,
WANE) = p(UA)NE,)
= p(UainE))
=Y uANE,)

= 2 v(ANE,)
= V(ANE)
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&€ C D(E,,) durchschnittsstabil
Am-Lgnma o()=F CD(E, VYneN
= wWANE,) =v(ANnE, VAeF,neN
' OO(A N E;) ist disjunkte Zerlegung von A fiir alle A € F und also ist

A=

i=1
p(A) =v(A) VAe Fepu=v
O

Satz 6.8 (Korrespondenzsatz). Fir jede Verteilungsfunktion F ist p :=
Ar(Ja,b]) = F(b) — F(a) (siehe Satz 6.4) ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit
F, = F. Umgekehrt ist fiir jedes reelle Wahrscheinlichkeitsmaf$ P die Funk-
tion G := Fp eine Verteilungsfunktion und A\g = P.

Bemerkung: Ap(R) = lim Ap(] —oco,n]) = lim F(n) =1
n—oo n—0o0
= A\ ist Wahrscheinlichkeitsmaf.
Beweis:

"=": F Verteilungsfunktion, p = Ap
F,(z) = lim p(] —n,z]) = lim (F(z) — F(—n)) = F(z) VreR
n—o0 n—oo W—/
—0
<" P Wkeitsmafl, G = Fp
Aa(la, b)) = G(b) - G(a)
=P(Ja,b]) V Ja,bl,a<beR
m-System E;;euger von B
= Ag und P stimmen auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger von B
iiberein

Satz 6.7
P =\

O
Bemerkung: Wahrscheinlichkeitsmafle auf R sind durch Verteilungsfunk-
tionen vollstandig definiert.

Lemma 6.3. Sei P : B — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ und Fp seine
Verteilungsfunktion. Dann gilt

P({z}) = Fp(x) — Fp(z~) VzxeR

mit Fp(x™) = ltle F(t) Vx e R (linksseitiger Grenzwert)
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Beuweis: |z — 1, 1] ¢ {z} 32%
P({z}) = hm P dx —12]) =
= lim (Fe(r) = Fr (¢ =)

n—o0

= Fp(z) - ( 7) =

Korollar 6.1. Sei P : B — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl und Fp seine
Verteilungsfunktion. Dann sind dquivalent

i) Fp ist stetig

ii) P({z}) =0 VzeR.



Kapitel 7

Diskrete und stetige
Verteilungen

7.1 Diskrete Verteilungen

Definition 7.1 (diskreter W’keitsraum). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Gibt es eine abzihlbare (endlich oder unendlich) Menge T' € F mit
P(T) =1, so heifst (Q, F,P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, P diskretes
Wahrscheinlichkeitsmafl und T ein abzdhlbarer Trdager von P.

Bemerkung: €2 selbst muf nicht abzéhlbar sein, ist es dies jedoch, so ist
T =.

Satz 7.1. Ist (0, F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit Trager T,
so ist die Funktion

f:Q — [0,1]

P({w}) firweT
w = flw)= { 0 sonst

eine Dichte von P beziiglich des Zdihlmafles py (siehe Bsp. 3.3), also P =
f ® pz. Insbesondere gilt

IP’(A):/AfduZ: S fw) VAerF (7.1)

weEANT

Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion [ der obigen Gestalt genau ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (0, F), so daff (7.1) gilt.

Definition 7.2 (Zihldichte). f aus Satz 7.1 heifst Zihldichte.

48
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Beweis: Zunéchst zu zeigen:

/Agduzzzg(w); geM?

weA
Der Triger {w € Q|g(w) > 0} ist abzéihlbar!

Zunichst einfach: g = Ip

/gd,uz:/IBd,uZ:/IA-IBd,uZ:/]Ade,uZ:,uZ(AﬂB):|AﬂB|:Zg(w)
A A S~~~

weA —Ip!

etwas schwieriger: g =Y " ¢l € T

/ gdpz = / Z cilp, djy Hineariedt Z & / Ip, duy = Z C Z Ip,(w)
A A =1 Yy i=1 weA
= Y D alpw)=> gw)

w€eA i=1 wEA

ganz schwierig: g € M™ (Tridger immer noch abzihlbar)
mit Lemma 5.2 existiert eine Folge von Treppenfunktionen (g, )neny € T mit

gnTyg

/ g d/JJZ _ / lim In d,uZ monotone;{onvergenz lim n duz
A A A

n—oo n—oo
. nt
= Jlim D (@) =) g(w)
w€eA w€eA

f hat per Definition abzéhlbaren Trager und damit

wEA

/fduz => flw) VAeF.

Desweiteren

P(A) = PANT) "4 5 p(()) "L S f(w) = [ g (fonz) ()

weANT weA

& fist Dichte bzgl. uy und (f © pz) = P ist MaB mit der Dichte f bzgl.
Hz-
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Umgekehrt: Ist eine Zéhldichte f gegeben, so definieren wir P = f ® pz und
per Definition

P(A) = (f © jiz)(A /fduz—Zf

wEA

O
Bemerkung: Jedes diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf P hat genau eine Zéhldichte
f beziiglich pz. Dies folgt aus Satz 6.1.
Beispiel 7.1 (diskrete Gleichverteilung). Q = {1,...,n} endlich.

1
Zihldichte f(w) == 9] Vw € Q2

/fdMﬁW”IEZf }:1_ i L+ VA € P(Q)

weA weA
U=P

Beispiel 7.2 (Bernoulli-Verteilung). Q = {"Kopf”, "Zahl”} Q = {"defekt”, "OK”}

w1 w2

endlich

memwﬂ@:{lppifil
- — W2

p € [0, 1] 7Erfolgswahrscheinlichkeit” Parameter

A)= [fdpz =3 eaf(w) VAEPQ) = {{wi}, {wn},Q,0}
B(1,p) :i P
Beispiel 7.3 (Binomial-Verteilung). @ ={0,1,2,...,n} endlich
Zihldichte f(w) = (Z)p”(l —p)"Y YweQ
pel0,1],neN

P(A) = A/fduz => (w>p°’(1 -p)"" VAe F=P(Q)

weA
n w n—w & n w n—w DBin. Formel
P(Q)ZZ(w)p (1-p) =Z<w>p (1-p) =" (p+(1-
weN w=0
p))=1"=1
Achtung: n und p sind Parameter dieser Verteilung.
B(n,p) =P

Beispiel 7.4 (Poisson-Verteilung). © = Ny

) . )\we—/\
Zihldichte f(w) = O Yw € Q2
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A € RT Parameter

P(A):AfdMZ:Zf(w)ZZij!

weA weA
AWeA 2 \WemA I =\ 1 A
P(Q2) = = = —= T oo a1V

Po(X\) :=P

7.2 Stetige Verteilungen

Sei = (f ® A) ein Mafl mit der Dichte f beziiglich des Lebesgue-Mafles A,
also

M(A):/Afd)\ VA € B.

Satz 7.2. Sei f : R — [0,00[ und P = f ® A. Dann ist P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf$ genau dann, wenn f auf R integrierbar ist und /fd)\ =1.

Beweis: P([a,b]) = / fdx €10,1] Va,b
[a,b]

Insbesondere / fdx=1. O]
R
Satz 7.3 (Riemann & Lebesgue-Integral). Sei f : R — R mefbar und auf

[a,b] C R Riemann-integrierbar (Ober- und Untersumme konvergieren gegen
Integralwert). Dann ist f Lebesque-integrierbar und es gilt

/fd)\:/a f(z)dz .

[&/_/ Riemann
Lebesgue
Beweis: Satz 2.17 Meintrup and Schéffler [2005]. O

Berhard Riemann (17. September 1826 bis 20. Juli 1866). Studium
in Gottingen (u.a. bei Gaufl) und Berlin, wihrend der Revolution im Mérz
1848 im Studentenkorps in Berlin, Promotion 1851 und Habilitation 1854 in
Gottingen. Seit 1857 auBerordentlicher Professor in Gottingen.
http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Bemerkung: Etwas allgemeiner gilt auch

/Ifd)\:/lf(:c)d:c, IcR


http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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Siehe Satz 2.18 Meintrup and Schéffler [2005].

Bemerkung: Es gibt Funktionen f, die Lebesgue-integrierbar aber nicht
Riemann-integrierbar sind und vice versa.

Bemerkung: Wenn f Riemann-integrierbar ist gilt:

/f(:z:)dx:l und Fp(m):IP’(]—oo,x]):/f(y)dy

Bemerkung: Ist g : R — R stetig und f = g - o4, so heifit f stetige
Dichte, Fp ist auf ganz R stetig. P heifit stetige Verteilung.

Beispiel 7.5 (Stetige Gleichverteilung). Q =R, F =B, a<beR
1
flw) = —I]ab[( ) Yw €

b[NA
/ AN = —— /I]ab[mAdA (]Z_[S ) _1 4 =, b|
T < a
r—a , :
F(z) = 2 a<xz<b Verteilungsfunktion
—a
1 x>0b
Ula,b) :=P

Beispiel 7.6 (Normalverteilung). Q =R, F =B, y,0 € R, 0 >0
1 —

flx)y=—v (:1: ,u) Dichte der Normalverteilung
o o

1 2
olr) = N exp (—%) Dichte der Standardnormalverteilung (pn =
T
0,0 =1)
- / Fd\ VAEB
A

P(] — o0, x]) = / o(y)dy =: ®(z)  Verteilungsfunktion der Standardnor-

— 00

malverteilung

/ fly Verteilungsfunktion der Normalverteilung

2.7. ®(o0

[e.9]

2
Zundichst: /exp (—%) de = /7

0
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oo 2 o0 o0
/exp(—y2)dy /exp dy/exp dt
0 0 0

Fuﬁm"/ (/ exp(—y®) dy | exp(—t?)dt

0 \o0
20 [ [ expl-)dy exp(-ay?)y o
00
Fubini 2\,,2
= //y exp(—(1 +27)y*) dy dx
0 \() 7
11
21+ 2?2
1 1 1 o Lym T
_5/1+$2da:— —[arctan]g =35 (5—0) =7
0

= /eXp(—yz)dy = g
0

exp(—y?) symgtm’sch um y=0 /exp(—yQ) dy _ ﬁ

Weiterhin.: . .

2 o=
/exp (—%) dy =* /exp( AW2dr = V2
[ () - g
exp [ —= =
Vor ) p Y=
1 T — =24
/f(x)dxz/—w( ") e /
o o
Flz)=9® (:c — ) (nur numerisch zu approximieren.)
o
N(p,0%) =P
Sei (R, B, N(10,4)) unser Wahrscheinlichkeitsraum und A =]12,20] das

Ereignis 12 < w < 20.
Dann st
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P(A) = fd)\:/f(x)dg:: /f(x)dx_/f(x)dx:q)<20—10> B

= 0.99... —0.8413447 ~ 0.1586550

Beispiel 7.7 (Exponentialverteilung). Q =R, F =B
B 0 <0

flo) = { Aexp(=Az) >0

A € Rt Parameter

P(A) = /Afd)\

T x

f 1
Fa)= [ fw)dy= [ Nexp(-d)dy =2 [ exsp(-0) dy = > lexp(-A)l
—00 —00 0
=1—exp(—Az) firxz > 0,0 sonst
—1 firx— oo

7.3 Gemischte Verteilungen

Beispiel 7.8 (Gemischte Verteilung). Fin Smartphone-Hersteller verkauft
eine erweiterte Reparaturversicherung. Aus langjihriger Erfahrung ist ihm
bekannt, dass a% seiner Smartphones wihrend dieser Phase keine Reparatur
bendtigen. Die Kosten der Reparatur seien Ezxponentialverteilt mit Erwar-
tungswert B Furo. Sei X die zukiinftigen Reparaturkosten eines neu verkauf-
ten Smartphones. Wie ist X wverteilt.

Offensichtlich gilt:

EX)=a-0+(l-a)-f=F—a-f
Wir konstruieren uns ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, B). Es gilt:
- P ist auf RT absolut stetig,
- P(0) > 0.

P besitzt also einen absolut stetigen und einen diskreten Teil. P wird nicht vom
LebesquemafS dominiert und besitzt somit keine Lebesgue-Dichte (vergeiche
hierzu auch den Satz von Radon-Nikodym 6.1).
Wihle das Maf i, so dafi P = f*© p ein MafS mit Dichte f* beziiglich u
ist. Wihle
o= A+ d.
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i st ein o-endliches Mafs!
Wir zeigen

P < pu. (7.2)
Sei dazu B € B, so dass p(B) = 0. Also
AB) + 0o(B) = 0

und somit

Schliefslich folgt daher

B(B) " /Bﬂx) d(x) = / J(@)Ig(x) dr(w) "™ o,

Also ist

und damit existiert mit dem Satz von Radon-Nikodym auch eine Dichte f* €
M™* von P bzgl. ju. Es gilt

P(B) = /Bf(x) dA\(z) VBeB mit{0} ¢ B

und
P(0) =a> 0.
Setze nun
fr(@) = fle) Vze R\{0}
und
f(x) = « falls = = 0.
Dann st

ff: R—=>R, z+— f*z)
die Dichte von P bzgl. i = X+ &g, das heifit

P(B) — /B f(x)du(z) VYBeB

Bemerkung: Dank der in den letzten Kapitel erarbeiteten, einheitlichen
Theorie konnen wir alle erdenklichen Verteilungen behandeln. Léstige (und
verwirrende) Fallunterscheidungen (stetig, diskret,. .. ) sind damit nicht mehr
notig!



Kapitel 8

Bedingte Wahrscheinlichkeit
und Unabhingigkeit

8.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 8.1 (bedingte W’keit). Ist (2, F,P) ein Wkeitsraum und P(B) >
0 fiir ein B € F, so heifit

P(-|B): F — [0,1]

A v B(A|B)=DANDB)

P(B)

die bedingte Wkeitverteilung bzw. bedingte Wahrscheinlichkeit von A ge-
geben B.

Satz 8.1. P(-| B) ist W’keitsmaf auf (Q, F).

Bewezs:

M)

M2) B(|B) 20

M3) Sei A;,i € N € F disjunkt
P(Ua|B) LEx pAlD)

o6
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P ist Wkeitsmaf 1 '
= — P A;NB
si* (U )

Normiertheit P(Q|B) = P(B)/P(B) = 1.

Bemerkung:
Die Definitionen iibertragen sich auf Zufallsvariablen, also z.B.

P(X >, X > 0)
P(X > 0)
P{w € Q| X(w) >t A X(w) > 0})
P({w e Q| X(w) > 0})

Beispiel 8.1 (Gedichtnislosigkeit der Exponenentialverteilung). X ~ Ezp()\)

P(X >t|X>0) =

PX >t+s|X >t)=P(X > s),

denn: P(X >t) =1-P(X <t)=1—-Fx(t) =1—(1—exp(—X\t)) =
exp(—At) Vt>0.

= Vs, t >0

P(X >t+5s)
P(X >t)
exp(=A(t + 5))
exp(—At)
exp(—At) - exp(—A\s)
exp(—At)
= exp(=XAs) =P(X > s)

PX >t+s|X>t) =
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Satz 8.2. Sei (2, F,P) ein Wkeitsraum und A, B € F sowie A, € F,n € N.
Dann gilt

n—1
Ist P(ﬂ Ai) >0=
=1

P <ﬁ1 Ai) _P(A) P(4s| Ay) - ... P (An

n—1
N AZ-) .
i=1

n—1
Beweis: IP’(ﬂA)>O = ]P’(ﬂA)>OVj<n—1 da ﬂA C ﬂAZ,

=1

d.h. die bedlngten Wahrschelnhchkelten sind alle definiert.
Rest iiber vollstandige Induktion:

(IA) n = 1: trivial
n = 2: Sei P(A;) > 0. Nach Def. 8.1:
P(ATNA
Plald) = G e P(ANA) =Pl P4
1

(IV) Fiir ein n € N gelte

P (HAi) >0 =P (ﬂA) P(Ay)-P (Ay|Ay)-.. P (An

=1

n—1
N AZ-) :
i=1
(IS) n > n+1:

Sei P ((n] Ai> > 0. Dann

n+1 n n n
) )=

N+)
T p(A4,) P (4,]4,) - ( ) (Anﬂ -

ﬂAZ—>.

O]
Satz 8.3 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (2, F,P) Wkeitsraum.

Sei U A; = Q eine disjunkte Zerlegung von Q mit P(A;) >0 Vi € N. Dann

gzlt

ZIP P(A|A;) VAeF.
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Beweggz
A=JANA
=1

[e.9]

s P(4) = P <U (AN A)) =S B(A N A) = Y, B(A) - P(A| A)

=1

]

Satz 8.4 (Satz von Bayes). Sei (Q, F,P) Wkeitsraum mit |J A; = Q einer
=1

disjunkten Zerleqgung von Q mit P(A;) >0 Vie Nund B € F mit P(B) > 0.
Dann gilt

 P(B|A)B(A)
PN B) = = pla)p(B| 4)

Beweis: P(B) = >"° | P(A4;) - P(B| 4;) (totale Wkeit)

P(B|A) -P(A) P(AiNB)
P(B) - P(B)
——

= S B(A))..

— P(A;| B) =

(Def. 8.1) O

Beispiel 8.2. Population von n Personen.
1
(Q={1,...,n},P, U) Gleichverteilung U{w}) = —
n

K ={1,...,0.02 x n} Kranke
G={0.02xn+1,...,n} Gesunde

P(K) = 0.02

P(G) = P(K) =1—0.02 = 0.98

P ... Test positiv, N ... Test negativ mit

P(P|K)=0.95
P(P|G)=0.1
_ P(P|K) -P(K) _
P& P) = P(P|K)-P(K)+P(P|G)-P(G) 16.27%
—P(P)

P(G | P) = 83.8%
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8.2 Unabhéangigkeit

Definition 8.2 (Unabhingigkeit von Ereignissen). Ereignisse A; € F,i €
I # 0, eines Wkeitsraumes (Q, F,P) heiffen stochastisch unabhingig (stu),
wenn fiir jede endliche Teilmenge O # J C I gilt

(N, %) =TT70)

jed

Bemerkung:
Insbesondere P(AN B) =P(A) - P(B) fur A,B € F.

Satz 8.5.
a) A, B stu, P(B) >0=P(A|B) =P(A)

b) A, B stu= A, B stu.

Beweis:
a) P(A|B) = P(ﬁ(gf ) s P(AEZ ('BHJ;(B) — P(4)
b)
P(A) -P(B) = P(AN B)
= P(A)-(1-P(B)) = P(ANB)
= P(A) —P(A)-P(B) = P(ANB)
SPANB)+P(ANB) —P(A)-P(B) = P(ANB) |-P(ANB)
< P(ANB) = P(A) P(B)

]

Satz 8.6 (Borel-Cantelli-Lemma). Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und A;,i € N,
eine Folge von Ereignissen mit A; € F.

a) Ist 32 P(A;) < oo, so folgt

P(limsup A;) =0
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b) Sind die A; stu und ;- P(A;) = oo, so folgt

P(limsup 4;) =1

Beweis:

a) Sei B, :== U5, Aisn € N. B, | limsup A; und somit

P(limsup A;) = lim P(B,) = lim P (U, 4) < lim » P(4) =0.

n—00 -
i>n
——

—0 fiir n—oo

b) 1 —x <exp(—z) VreR

Damit

0<P( ., 4) = I a-Pu)

= —oo fiir m—oo

~~
=0

= P(M) =P (Uff;l ﬂizn AZ’) < E:Lil F (mz>n Ai) =0
%;_/

= P(limsup 4;) = 1.



Kapitel 9

Momente und erzeugende
Funktionen

9.1 Momente

Definition 9.1 (Erwartungswert). Ist X : Q — R eine quasi-integrierbare
reelle ZV, so heifit

E(X) = /Xd]P’: /IdIP’X(x)

der Erwartungswert von X.

Bemerkung: Sei Py = fx @ p (d.h., fx : R — R ist die p-Dichte des
BildmaBles von PP unter X) und g(x) = x (Identitéit). Damit gilt:

E(X) = /Xd]P:/gonP

S / gdPx = / gd(fx ©p) T / g+ fxdp
> xfx(z) i = pyz (diskret)

zeT
70 rfx(x)dr p= A\ (stetig)

—00

Letzteres vorausgesetzt, dafl entweder T' abzéhlbarer Trager von fx (diskreter
Fall) oder fx Riemann-integrierbar (stetiger Fall) ist.

62
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Bemerkung:

E(g(X)) = /(g o X)dP wenn go X quasi-integrierbar

= /gdPX

ZO:OQ(JU) fx(z) P diskret

- /g(x)fx(x) dx P stetig

—00

Bemerkung: Alle Eigenschaften des Lebesgue-Integrals iibertragen sich
auf den Erwartungswert, insbesondere

E(aX +b) =aE(X)+b

X <Y = E(X)<E(®Y)

Definition 9.2 (Varianz einer ZV). Ist X eine ZV mit E(| X]|) < 0o so heifit
V(X) = E((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)"
Varianz von X.

Bemerkung: Px = fx © A = V(X) = /(x —E(X))* f(x)dx
Px = fx Oz = V(X) =) (¢~ E(X)) f()

Beispiel 9.1.

V(X)=0 = {weQ(X(w)—E(X))?*>0} ist P-Nullmenge
= X =E(X) P-fast-sicher

Beispiel 9.2 (Bernoulli-Verteilung). (2, = {"Kopf”, "Zahl”}, P(21), B(1, p))
Wkeitsraum

(Qy = {0,1},P(Q)) Mefiraum

X Ql — QQ
0 w= "Kopf”
w X(w) = { 1 we ”Zaff;’ (mefsbar)
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Py(A) = B(Lp)(X '(A), dh 2B.
Px({0}) = B(1,p)(X '({0})))
= B(1,p)({"Kopf"})
= [ Jine=1CKop =p
Weiterhin:
Px = fx © pz mit fx : &/1_}; — [0,1]

! nicht Q
Ix(@) =p*(1 —p)'™ x € Q0 sonst

(Q2, P(22),Px) ist Wkeitsraum.

Dann:

E(X) = / X = [adby(o) = [wd(fs @ uz)e) = [ 2uo)duzta)

— - fx(@)=1-p+0-(1—p)=p,
we{Ol}
v = f <X—E<X>>2dP
= > 2’ fx(a 2p+0?-(1—p) —p*=p(l-p).

xzeT
Beispiel 9.3 (Binomialverteilung). (2; = {0,...,n}, P(1), B(n,p))
(Qo = Q1, P(Q))

X Ql — QQ
wr X(w)=w Identitdt
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B(X) = nox(”)pm e

Index x=1 u n—1 -1 n—x
p— 1 —_—

|
3
3
N
S
SE
[a—
N~
3
8
—
|
=
7
8
L

Vv
Binomische Formel

np (p+(1—p)" =np,

.

n n .
v = (M) o
=0
¢:=1-p - n—1 z—1 n—zx 2
= np;x<x i 1)79 ¢ — (np)
— n—1 r n—1l—zx 2
= np) (z+1) p°q (np)

V(X) = bia/bﬁdx— (a;rb): (bIQC‘)Q.

a

Definition 9.3 (Momente). Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und
n € N, so dafy X™ quasi-integrierbar ist. Dann heifst

mey(X) = E(]X]") n-tes absolutes Moment
m,(X) =E(X") n-tes Moment und
m?(X) =E(X —E(X))") n-tes zentriertes Moment von X

n
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Bemerkung: E(X) heifit erstes Moment.
V(X) ist das zweite zentrierte Moment.
E(X — E(X)) = 0 = m{(X)

Bemerkung:

e mI(X) =m3z(X) — 3my(X)mo(X) + 2m3(X) ist die Schiefe von X.

X
o K = ma )2 Kurtosis oder Wélbung von X.

(m3(X))
o myy <oo = my<oo Vj<k(vglSatz 9.11)

Bemerkung:

X diskret
=m(X) = > (v —m(x)" f(x)

= Zxk flz —my(x))

X stetig

o

S md(X) = / (z — ma(@)) f(z) de

= 79&’“ f(@ = my(x)) de

Definition 9.4 (symmetrische Verteilung). Sei P Verteilung auf (R, B).
P heifit symmetrisch uma € R < P(] —00,a — z]) = P([a + x, 00|)

Satz 9.1. Sei P eine um a symmetrische Verteilung auf (R, B); X ~Px =P
und g eine integrierbare Funktion. Dann gilt

i) ge L' = /ngP’X :/g(:l:) dPx () :/g(Qa—:E) dPx (x)
ii) m(X)=a
i) my, 1(X)=0 VneN.

Bewes:
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i) Px_y = P_(x_q) (da P symmetrisch)

SP(X—-a)<t) = PX<a+t)

:,/gonP:/gdPX = E(g(X))

Kreagiveo Ega—i—(X )))

’ Blgla+ (X —a
T E(g(a - (X —a)))
(920 = X))

&=

—

9(2a — z) dPx(z)
i)
ml(X)_/XdIP’ Kreative 0 %{/XdIP’Jr/@a—X)dIP}

N /
-~

2a

12
2

iii)

/(X—a)’fdp = (X—a)de+/(2a—X—a)kdIP’]

:\\\

(X —a)fdP + / (—1)*(X —a)* dIP’}

k ung_erade

N = N = N =

]

Beispiel 9.5. X ~ N(u,0?) symmetrisch um p.
= my(X) = E(X) = u Bekannt: V(X) = o2. Wie kénnen wir das zeigen?
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9.2 Momenterzeugende Funktion

Definition 9.5 (momenterzeugende Funktion). Ist X eine reelle ZV und
D = {s € R|E(exp (sX)) < oo}, so heifit die Funktion

M:D — R
N E(eXp(sX)):/exp(sx)dIPX(x)

momenterzeugende Funktion.

Satz 9.2. Sei X eine ZV mit momenterzeugender Funktion M : D — R. Ist
| — a,alC D fiir ein beliebiges a > 0, so gilt

i) E(X") < oo,
ii) M(s) =307 57 B(X"),

"M
i) a@TS(S) . =E(X").
Bemerkung:
o ajn
exp(z) = Z 7
n=0

Beweis: M momenterzeugende Funktion

2 E(exp(sX)) < oo Vs €] —a,a]

d.h. exp(sz) ist bzgl. Py integrierbar

= exp(|sx|) = Z
k=0

|sz|® . .
o ist bzgl. Py integrierbar

Betrachte Folge von Partialsummen

fu(X) = Z (S;()Z nze exp(sX)

In(X) = exp(|sX])

|[fn(X)| < gn(X)

SUAE im / fodPy = / lim f, dPy = / exp(sX)dPx existiert und
n—oo n—ro0
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M(s) = E(exp(sX))

= Bl s
— lim E(f,) = ZZ—T:E(X”) s €] - aydl

Wegen der Darstellung

M(s) = ZS—T]E(X”) =0+ S E(X) + 2 E(X?) +

$3
3!

n=0

ist dies eine Taylorreihe der Form

o=

0" M (s)

=
o"s

— E(X")

s=0

E(X?) + ...
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Beispiel 9.6 (Normalverteilung).

X ~ N(0,1) }
M(s) = \/LQ_W / exp(sz) exp <—%2) dx
- ()
— Lew() / ey (52
Lo () / )
- ()
Uy () o ()]
=EX)=0
E(X?) =1
V(X)=EX?) -E(X) =1
Y ~ N(u, o)
Ry =0 (1)
Fx(x) = ®(x)

<Y und 0 X 4 p haben dieselbe Verteilungsfunktion

&Y und o X + p haben gleiche Verteilung: Y = o X + p
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= EY) = E(oX+pu) =cEX)+pn=n
= E(Y?) = E((cX +p)?)

= E(0’X* 420X+ 1?)

— 2 +M2
= V() = E(Y?-EY)

— ot 2 =P

9.3 Charakteristische Funktion

Definition 9.6 (Charakteristische Funktion). Sei X eine Zufallsvariable.
Die Funktion ¢ox : R — C mit

ox(t) = E(exp(itX)) = / exp(it X )dP

heif$t die charakteristische Funktion von X.

Bemerkung: Mathematisch gesehen ist die charakteristische Funktion die
Fourier-Transformierte der Verteilung.

Beispiel 9.7 (Charakteristische Funktionen). i) X ~ B(n,p):
ox(t) = (1+p+pexp(it))"
ii) X ~ Po(\)
ox(t) = exp (=A(1 — exp(it))

iii) X ~ N(0,1)
px(t) = exp(—1*/2)
Satz 9.3. Seien px und py charakteristische Funktionen und a,b € R. Dann
qilt:
©x :Qﬁy@PX :Py.

Beweis: Beweis zu 16.4.7 in Schmidt [2011]. O

Satz 9.4. Seien px und py charakteristische Funktionen und a,b € R. Dann
gilt:
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i) Gaxo(t) = explith)px (at).

ii) Sind X undY unabhdngig, dann ist
PX+Yy = PXPY-
Beweis:
i) Linearitdt des Lebesgue-Integrals.
ii) Wegen Unabhéngigkeit gilt:
oxiy(t) = E(exp(it(X +Y)) = E(exp(itX) exp(itY)) (9.1)
= E(exp(itX))E(exp(itY)) = ox(t)py(1). (9.2)

Satz 9.5. Sei px eine charakteristische Funktion. Dann gilt:
i) @x ist eine gleichmafig stetige Funktion.

i) Ist E(|X|*) < oo, dann ist fir alle k € N

E(x* = P 0),

ik
Beweis: Beweis zu 16.4.5 in Schmidt [2011]. 0

Satz 9.6. Sei px die integrierbare charakteristische Funktion von X. Dann
gilt: Die Verteilung von X hat die Dichte

Ix(x) = %/exp(—im)wx(t)dt.

Beweis: Die Funktion fx ist wohldefiniert und stetig, da die charakteris-
tische Funktion stetig ist.

Fiir alle a,b € R mit a < b, die Stetigkeitspunkte von F'y sind, gilt:

/ab fx(z)de = /ab% </_O; exp(—ita:)ng(t)dt) dr

_ % /_ h ( / b exp(—itx)gox(t)da:) dt (Fubini)

1 00 b

= — (g@X(t)/ exp(—itx)dx) dt
27r —00 a
1 [ exp(—ita) — exp(—itdb
T ) oo it

= Pla< X <b).
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Differentieren ergibt die Behauptung. O]
Bemerkung: Satz 9.6 gilt analog auch im multivariaten Fall.
9.4 Ungleichungen

Satz 9.7 (Markow- und Tschebyschow-Ungleichungen). Sei X :  — R eine
reelle ZV. Dann gilt fiir jedes € > 0:

1
P(|X|>¢) < E—n/|Xn|I{IXlze}dP

1 n
< E—nE(|X| )-

Insbesondere (n=1)

| =

P(|X| >¢€) < -E(|X|) (Markow-Ungleichung)

€

und fir E(|X]) < oo

P(IX-E(X)| >¢) < E((X ~E(X))7) = VX) (Tschebyschow-Ungleichung).

€2 €2

Beweis: Sei Y >0 ZV. Dann gilt fiir jedes o > 0:

@ Iy>a} SY - Iiysay <.

J monoton /a Miysay dP = - /I{Y>a} dP = o - P{Y > a}) < /YI{Y>a} dP

g/ywzmm
| 1 1
= PY>a)<-— YdP < —E(Y)
[0 (6%
{Y>a}

Mit Y := | X|" und o = €" folgt
n n 1 n
POX[" 2 €") < S E(X]").

Markov: Spezialfall fiir n = 1.
Tschebyschew: n =2 und X = X — E(X). O
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Andrei Andrejewitsch Markow (2./14. Juni 1856 bis 20. Juli 1922)
in Ruflland geborener Mathematiker, 1885 verteidigte er seine Habilitati-
onsschrift an der Universitdt Sankt Petersburg und wurde dort 1886 Pro-
fessor an der Fakultét fiir Mathematik und Physik. Er berechnete 1913 die
Buchstabensequenzen in russischer Literatur, um die Notwendigkeit der Un-
abhéngigkeit fiir das Gesetz der grofien Zahlen nachzuweisen. Aus diesem
Ansatz entwickelte sich der Markow-Prozess.
http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Andrejewitsch_Markow

Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (14. Mai/26. Mai 1821 bis 26. No-
vember/8. Dezember 1894) entstammte einer russischen GroBgrund-
besitzerfamilie und wurde 1850 Professor in Sankt Petersburg. Zahlreiche
Beitrage zu Interpolation, Approximationstheorie, Funktionentheorie, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, Zahlentheorie, Mechanik und Ballistik.
http://de.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Lwowitsch_Tschebyschow

Satz 9.8 (Jensen’sche Ungleichung). Sei f : [ — R eine konveze Funktion
auf einem Intervall I C R und X : Q0 — I eine integrierbare ZV. Dann gilt

FE(X)) <E(f(X)).
Beweis:

f:I—=Rkonvex & flaz+(1—-a)y) <af(z)+(1—a)fly)
Vaeyel, aeclll]

= f(z)= iggv(:r)

mit V ={v|v(z) =a+bxr < f(z) V€ I} die Menge aller linearen Funktionen
unterhalb f
YvoeV

= E(f(X)) = E(supv(X)) = E(w(X)) = vo(E(X))

veV

= supE(f(X)) > sup v (E(X))
—————

E(f(X) = [fEX))
O

Johan Ludwig William Valdemar Jensen (8. Mai 1859 bis 5. Mérz
1925) war ein ddnischer Mathematiker und leistete wichtige Beitriage bei
der Erforschung der riemannschen Vermutung. Er arbeitete bei der Bell Te-
lephone Company und spéter der Kopenhagener Telephongesellschaft.
http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Ludwig_Jensen


http://de.wikipedia.org/wiki/Andrei_Andrejewitsch_Markow
http://de.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Lwowitsch_Tschebyschow
http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Ludwig_Jensen
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Beispiel 9.8. o E(X?) > E(X)? mit f(z) = 2* konvex

&I»—*

.P(X>0)=1:>E()—1()>—mztf()

Definition 9.7 (Norm). Sei f : Q@ — R F-B-meflbar auf (2, F,u). Dann

heufst
= (1) < 0.

die "p-Norm” von f.

Satz 9.9 (Ungleichung von Holder). Es sei 1 < p,q < oo mit % +% = 1.
Dann gilt fir zwei mefbare Funktionen f,g: Q — R:

1= gl < A f1l - Mlglly-

Bewezs:
o [[f[,=00der[[gll,=0=f-g=0ptfi. /
e (|lfll, = oo oder |g|l, = c0) und || f|l,llgll; >0 +/

o 0.<|[[fllp, llglly < oo
Sei z,y >0, o, 8 > 0 mit a + = 1. Dann gilt
2%y? < ar+ By , denn:

Konkavitéit

In(z®y?) =alnz+ Blny < In(az+ By)

1P |9/ 1 1
S ai= g Y= o a=—, =
(Al g1l p q

ol LI T ol
ol * PSR ol

[fl lgldp _ 1
~ [ il <5 Hpr s g f 1o
p q

follp =llglig

SISl lgldn 1 1
Iflpllglle —p 4

& [ Ufgldu < 1511l
& lalh < 1Ml

V.

+-
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Otto Ludwig Hélder (22. Dezember 1859 bis 29. August 1937).
1882 Promotion in Tiibingen, seit 1890 Professor in Tiibingen.
http://de.wikipedia.org/wiki/0tto_HY%C3%B61lder

Satz 9.10 (Ungleichung von Minkowski). Sind f,g : Q@ — R mefbar und
p=>1, so qult

1f+glly < 1 Fllo + gl (Dreiecksungleichung)

Beweis: p =1 oder ||f||, = oo oder ||g||, = oo oder || f +g|,=0 /
p > L[fllp < o0, lgll, < oound |[f+gl,>0
q::(l—%)_1:>%+%:1
Damit

el = [IfeoPds
= /|f+g| |+ gl du

Dreiecksungleichung

< / (7] + 19D 1f + gl du
- / I+ gl dut / gllf + g du

zweimal Holder

< (£l + gl + gl g

Mit (p — 1)g = p gilt

1 P
I1f+glP g = (JIf+gPdu)s = |If + gl
und somit zusammen

1+l < (Lflls+ llglls) 1 + glls
1f+gllollf +glls ™ < (Fllp+llall) 1 +allz 1 f + gl
If +glls < 1flls+ llglly
(dennp —p-¢~' =p—p(1-1)=1) O

Hermann Minkowski (22. Juni 1864 bis 12. Januar 1909). Studium
in Konigsberg zusammen mit Hurwitz und Hilbert. Lehrtatigkeit in Bonn,
Konigsberg und Ziirich (dort u.a. Lehrer von Einstein), 1902 Ordinarius in
Gottingen.

http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski


http://de.wikipedia.org/wiki/Otto_H%C3%B6lder
http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski
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Definition 9.8 (LP-Raum). Firp > 1 sei
LP = LP(Q, F,p) = {[fIf : @ = R, f mefbar, || f[|, < oo}

Satz 9.11. Ist u(Q) < oo und ¢ > p > 1, so ist LY C LP und es gibt ¢ > 0,
so daf

Ifllp < cllflly Vfe L

Beweis: r = % 5= (1 — %)_1, so daf (% + l) =1.

1z = / P da =117 - Tals
Holder . % s %
< /If\” i /um "

= IfIF - p()s < o0

<oo

und die p-te Wurzel liefert die Behauptung. O]



Kapitel 10

Mehrdimensionale Verteilungen

10.1 Definition

Definition 10.1 (Produktmafiraum). Seien (€, F1, 1) und (Qq, Fo,v) zwei
Magfrdaume. Dann heifit der MafSraum

(Q X Qo, Fi @ Fo, p @ v)
mit Basismenge
Q1 x Qo,
Produkt-o-Algebra
Fie@F,=0c({Ax B|A € F,B € F})

(wobei {Ax B|A € Fy, B € Fy} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von Fy ®
FQ ZSIf)
und Produktmafs

pRVv(Ax B)=u(A) -v(B) VYAeF,BeF
Produktmafiraum.

Satz 10.1 (Satz von Fubini fiir das Lebesgue-Integral). Seien (£, Fi, i)
und (g, Fo,v) zwei Mafsraume mit o-endlichen Maflen p und v. Ist f :
Qy x Qy — R eine nicht-negative, (Fi; @ Fo)-B-mefibare Funktion oder eine
(u @ v)-integrierbare Funktion, so gilt

/fd(M®V) - /(/f(wl,wz)du(wl)> dv(ws)
= [ ([ reneaanten) aue

(Vertauschung der Reihenfolge der Integration).
Beweis: Satz 2.24 Meintrup and Schéffler [2005] O

78
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Guido Fubini (19. Januar 1879 bis 6. Juni 1943). Studium und Pro-
motion in Pisa, 1908 Professor in Turin. Emigrierte 1939 in die U.S.A.| lehrte
bis zu seinem Tod in New York.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fubini.html

Bemerkung: Die Definition 10.1 und der Satz von Fubini erstreckt sich in
gleicher Weise auf Produktmafiraume

<H Q, ® Fis ® Mi)
i=1 i=1 i=1

basierend auf den Mafirdumen (§2;, F;, 11;),a = 1,...,n.

Definition 10.2 (n-dimensionale ZV, Verteilungsfunktion). Sei (2, F,P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 0 — R" eine n-dimensitonale reelle
ZV, X = (X1,...,X,). Dann heifst die Funktion

Fx :R" — [0,1]
r=(x1,...,2,) — PX <ux)
P(X; <z, Xo <@9,...,X, < ,)
P{we Q| Xi(w) <a;Vi=1,...,n})

—

die n-dimensionale Verteilungsfunktion von X.

Bemerkung: Fiir « € R" und h € R sei (x + h) := (x1 + h,...,z, + h).
Dann gilt

i) Fx(x) ist monoton wachsend in jeder Komponente von z.
ii) Fx(x) ist rechtsstetig

iii) lim Fx(z)=0furalle ke {1,...,n}, lim Fx(z+h) =1.
Tp—>—00 h—o0
Satz 10.2. XY n-dimensionale ZV, X ~ Fx,Y ~ Fy.
Fxy = Fy = Px =Py.

Beweis: Satz 4.30 in Meintrup and Schiffler [2005] O
Bemerkung: Wahrscheinlichkeitsmafle auf R™ sind durch die zugehérigen
n-dimensionalen Verteilungsfunktionen vollstédndig definiert.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fubini.html
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Bemerkung: (R™,B",P = f ® \") mit ZV X(w) =w € R"

= Py(ab) _ / J Doy dA”

b1 bn
f Riemann-integrierbar, Fubini
= v | flag, o xy) degdry . dxy
a1 an

Satz 10.3. Sei X : Q — R" eine n-dimensionale ZV und g : R* — RF
B*-B*-mepbar (Baire-Funktion). Dann ist

goX:Q—=RF,  wis g(X(w))
eine k-dimensionale reelle ZV mat Verteilung
Py (A) = P(g(X) € A) = P({w € Q| g(X(w)) € A}).
Beweis: Satz 4.3 (MeBbarkeit der Komposition) O

Definition 10.3 (Randverteilung). Ist g : R* — R mit g(z) = z; fir ein
festes j € {1,...,n} (Projektion auf j-te Koordinate), so gilt:

9(X) = X
Px,(A) = Px({zr eR":z; € A}) =P(X; € A) fir A€ B.

Px, heifst Randverteilung oder marginale Verteilung von X;.

Beachte neue Schreibweise | f(z)dv(z) fr Lebesgue-Integral.

Bemerkung:
Besitzt X die Dichte f, so hat X; die Dichte

T /.../f(xl,:cz,...,xj1,y,:cj+1,...,xn)dy(xn)...dl/(:cj+1)dy(a:j1)...

mit z.B. v =\ oder v = uy

f; heifit Randdichte von X;.

dv(zy)
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10.2 Transformationssatz fiir Dichten

Satz 10.4 (Dichtetransformationssatz). Sei X : Q — R ZV mit stetiger

oF
Verteilungsfunktion Fx und Dichte fx(z) = g(x) beziiglich des Lebesque-
x
0
Mafles A. Weiterhin sei g : R — R bijektiv und stetig differenzierbar, (g;@ =+
x

0 mith =g 1.

= go X hat Dichte  fuox(y) = fx(h(y)) - '82—?)' beziiglich A.
Beweis:
Fallunterscheidung:
(A) h monoton wachsend: ag—;‘y) >0
(B) h monoton fallend: af(;_;y) <0
(A)
Feox(y) = P(go X <y)
= P(X<g'(y)) (h=g ' monoton wachsend)
= P(X < h(y)) = Fx(h(y))
_ OFypex(y) _ 0Fx(h(y)) Oh(y)
froly) = ) BB ) 2
>0
(B)
Foox(y) Plgo X <)
P(X > g '(y)) (h =g ! monoton fallend)
= PX =h(y)
TR P > hy)
= 1—Fx(h(y))
_ OFgx(y) _ ah_(y)
= feox(y) oy =0 X))
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zusammen (A) und (B):

fxlo) = £t - |2

Beispiel 10.1. X ~ Exp()) Gesucht: Verteilung von X>

h(y) ): g (y) = VY (da fx(x) =0 fir x <0 keine Fallunterscheidung
notig

Ohly) _ 1
dy 2y
Fealy) = Fx(v/A)- %
= Xexp(—A \/ﬂ) . % : [[0,00[(\/@)

Fra(r) = / Fray) dy

Satz 10.5 (Trafo fiir injektive g). Sei X : Q — R mit Verteilungsfunktion Fx
und stetiger Dichte fx sowie g : R — R eine Baire-Funktion. Sei R D I =

U L. eine disjunkte Vereinigung offener Intervalle (I, =|am,by[) derart,
meM

daf$ gult:
a) Fyx ist stetig differenzierbar auf I:

G

fx(z)

b) P(X €1) =1,
c) Sei gm =9l1.;  Gm : Im — R die Einschrinkung von g auf I, mit
1) gm ist stetig differenzierbar und bijektiv,

 20sl0)
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Dann gilt: g o X hat die Dichte

Foox() = > vm(y),

meM
Ol (y)
ot () = | Tx(m)-[Z22 g
0 sonst
und hy, = g\
Beweis:

Sei Vi, (y) :=P(X € I,,,,g o X < y) die gemeinsame Verteilungsfunktion
der Indikatorfunktion I;, o X und der Komposition g o X.

7 zeigen:

V,, ist Stammfunktion von v,, < v, ist Dichte von V,,

Fallunterscheidung:
Ohpm(x) B
pe >0 V€ L, =|am, byl
(B) ahg;@ <0 V€ I =|am, bl
(A)

Vin(y) = Plap < X <by, gnoX <y)
= Plan < X <bp, X < hp(y))
= Pla, < X < hy(y)) well hy(t) € Ly, = hp(t) < by,

Ex(hm(y)) — Fx(am)

OVn(y) Ohm(y)

oy fx(hm(y)) oy Um(y)
>0
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Bleibt zu zeigen: fgox ist Dichte von Fjyx

/y foox (t)dt

Linearitét

I=UIm,R=10T
m

Beispiel 10.2. X ~ N(0,1).

g(x) = 2°
I =] — 00,0]
IQ —}0,00[

g =9ln =My =-Vy

92 = gln, = ha(y) = V¥

lahi(y)' _ 1
y 2\/y

Fallunterscheidung:

i=1,2

D P(X €L goX <y)

meM

P(Xel,goX<y)+PX ¢I goX<y)

=0 nach Voraussetzung

P(X el goX<y)
P(go X <y) = Fypox(y)

Gesucht: fx-
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y<0: fx2(y) = 0
1 1
y>0: fx2(y) = fX(\/@'ﬁJer(—\/@)'m
o &

7o ()
= exp (—=
=TI D

Dichte der x*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

1

Satz 10.6 (Verallgemeinerungen auf den n-dimensionalen Fall). Sei X : Q —
R™ ZV mit Dichte fx bzgl. \™.

Sei g : R® — R"™ Baire-Funktion.

Ferner sei G, € B",m € M derart, dafs

i) [P’(Xe U Gm) =1,
meM
i) gm = g|a,, bijektiv und stetig differenzierbar.

8hm(y) ) -1
- und hy, = g,," -
010y - - - Oy, g g

=:J Jacobi-Matriz von hpy,

foox(W) =D vm(y)

meM

mit v () = { Fx(han()) - |det (Hou(y))| falls hyn(y) € G,

sei ) = (

[\

Dann gilt

N 0 sonst.
Bewezis: geschenkt. [

Beispiel 10.3. Sei X = (X, Xy) eine zwei-dimensionale ZV mit Dichte fx
bzgl. \2. Gesucht ist fx, x,.

g(w1,39) = (X1 + Xy, Xp) € R?
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= g bijektiv und damit

hMy) = g ' (y1.92) = (y1 — Y2, ¥2)
gOX == (X1+X2,X2>
——

=Y
ag—l Oyi—y2  Oyi—y2
det H = det(8 )zdet % %
Y Oy1 0y2

ng>fo

fyixo (s 22) = fx(yn — @2, 22) - 1

=

fr(®) Randdichte /fY’XQ(y,@)de (Bemerkung zu Definition 10.3)
neyr /fX(y—mg,xQ)da:Q " Faltungsformel”

Falls X; und Xy stu:

fx(z1,m9) = fx,(x1) - fx,(x2) (kommt noch!)
und damit
Frl) = [ frly = 22) Frafas) dos
Beispiel 10.4. X; ~ N(0,1), X5 ~ N(0,1)  stu.

X
Yi=— Y5:=X
1 X, 2 1

X2
T1,%9) = | —,x
g(z1,72) (331 1)

9 (1, y2) = (y2, 1 12)
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0 1
det J = det = —
¢ e(y2 3/1) b2

stu

fY17Y2(y17y2> = le <y2) ’ fX2 (yl y2> ’ ’det Jl

1 1
= |-yl o exp <—§ (yS + (1 92)2))

1 1
~ el g e (=5 68 (1+))

Randverteilung von Yi:

fY1<y1) = /fY17Y2(yl>y2>dy2
Symmetrie T 1 1
= 2-/—-eXp —= s (1+97) ) -y dys
2 2
0

i 1
= - '/eXp <—§y§(1+y%)> “ Y2 dyo

0
Stammfkt. bilden 1 1, 5 -1 1=
= Z. — 421 )
- {GXP ( 5 Yz (1 + 1) 1+ 472 -
1 -1 1, >\ 1%
= — - -lexp | —= 1+
Ty { p( 5 Y2 ( y1)>]y20
=
1 1
= - 5 = Cauchy-Verteilung
T 1 + Y1

Augustin Louis Cauchy (21. August 1789 bis 23. Mai 1857) war
ein franzosischer Mathematiker. Jede Kurzfassung seines Lebenswerkes muf3
scheitern, deshalb sei an dieser Stelle auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

verwiesen.

10.3 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Definition 10.4.

i) Eine Familie von Mengensystemen F; C F, i € I # 0, heifst
stochastisch unabhdngig, wenn dies fir jede Familie von Ereignissen
A€ Fi, 1 €1, firallev € I gilt. Vgl. Definition 8.2



http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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ii) Eine Familie von Zufallsvariablen X; :  — €, auf einem Wkeitsraum
(Q, F,P) heif$t stochastisch unabhingig, wenn dies fir die Familie der
von den Zufallsvariablen X; erzeugten o-Algebra

o(X)) = o(X7W(F)) iel

i

gilt.
Bemerkung:
o(XTNF)TEY XNF)CF
X; ismn:efsbar
Bemerkung:

Xi,..., X, sind reelle ZV auf (R, B,P). Dann gilt:

n

X1, Xystu & P(X,€By,...,X,€B,)=][[P(X;€B) VBi€B,

i=1

denn o(X;) = X, *(B) C B und nach Definition 10.4 mufl obige Gleichung
fiir alle moglichen Ereignisse B; gelten.

Satz 10.7. Ist X = (X4, ..., X,,) reelle n-dimensionale ZV, so sind X1, ..., X,
stu & VeeR" gilt

PX<c¢) = PXi<cr,..., X <)

bzw. Fx(c) = HFX(cz)

Ist X diskret, so gilt: X1,...,X, stu << VreTyxTyx....xT, (T;
Trager von X;) gilt

P(Xl =T1,..., Xy an) = HP<Xi = xz)
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Beweis: X diskret

P(X1<eci,.., Xp<¢,) = Yoo Y PX=m,. X, =
X1€T1, 71501 Xn€Th,zn<cn
SR o) | A
r1<c1 xn<cp =1
= (Z P(X, :x1)> (Z ]P’(Xn:xn)>
z1<c1 Tn<cCn
= ]P)(Xl < Cl) e P(Xn < Cn)
X stetig: Weise die Unabhéngigkeit der Mengensysteme {w € Q| X;(w) <
¢, ¢ € R} nach und nutze {] — o0, ¢||c € R} als durchschnittsstabilen Erzeuger
von B. Details Satz 5.9/5.10 Meintrup and Schéffler [2005]. O
Satz 10.8. Sind X1,..., X, reelle unabhdingige ZV mit Dichten fx,,..., fx,
bzgl. A, dann und genau dann ist die gemeinsame Dichte von X = (Xy,...,X,)

das Produkt der einzelnen Dichten, d.h.

SC) = Hsz(x

st Dichte bzgl. \™.

Beweis: Sei Fx die Verteilungsfunktion von X und ¢ € R™. Dann gilt fiir
I.:=(—00,¢1] X ... % (=00, ¢,] nach Definition:

Fx(e) = Px(L) = [ fdx"

I,
Unabhéngigkeit der X1, ..., X, ist nach Satz 10.7 éiquivalent AR

Fx(c)=P(Xy <ecpy..., Xn <) = HIEDX <¢) = / Fx,dA
(—o00,¢i]
Fubini / / H Fed---dA Fubini / H Fr.d\"
(—o0,c1] —00,¢n] le =1

Mit Satz 10.2 folgt daraus f © A" = H fx, © A" und mit dem Satz von

Radon-Nikodym (Satz 6.1) erhélt man:

=11 x-fi

i=1

d.h. die Dichte fx von X bzgl. A" ist das Produkt der Einzeldichten. O

Tn)
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Satz 10.9. Seien X; : Q — R™ und X9 : Q — R™ zwei n;-dimensionale
stochastisch unabhingige Zufallsvariablen (i = 1,2) und h; : R™ — R™

Bagre-Funktionen.
= Y =hoX; und Yo = hy 0o Xy stu.
Beweis: Nach Voraussetzung gilt
o(X)) =X (B™) und o(Xy) =X, (B™) stu

z.2.
Y H(B™) und Yy Y(B™2)  stu.

Yfl(Bmi) — (hioXi)—1<Bmi>
= X' kB )
N—_——

C B™i da h Baire-Funktion

c X8

= wg.  X;{'(B™), X;'(B™) stu,
auch Y, Y(B™), Y, 1(B™)  stu.

Satz 10.10 (Erwartungswert des Produkts unabhéngiger ZV). Sind X, . ..

unabhdngige integrierbare ZV, so folgt

E (ﬁ Xi> = ﬁE(XZ-).

(Die Umkehrung folgt nicht!)

Beweis: Betrachte n = 2
Sei  fx = fx, fx, (stu) und

Py = fx © (11 ® pi2) = fx, - fx, © (12 ® piz)
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Betrachte g : R*> = R 1z g(z) =z - 19
E(goX) = /gdPX

_ /gd(fXG)(m@Mz))

stu und 6.1

/9 (fx) - [xo) d(pn @ po)
Fubi / / 22 f, (1) - fa(2) dpos (1) dpia ()

= /xl Ix, (z1)dp (z41) /1’2 fxa(w2)dpia(22)
=  E(X)y) E(Xy)

[]

Satz 10.11. Seien Xq,..., X, unabhdingige reelle ZV, deren momenterzeu-
gende Funktionen My, ..., M, alle auf dem Intervall | — a,a| definiert sind.
Sei Sy = > | X, so ist auch

M(s) = E(exp(s Sn))

auf | — a, a[ definiert und es gilt

Beweis: Nach Satz 10.9 sind exp(s Xi),...,exp(s X,) als Komposition
stochastisch unabhéngiger ZV wieder stu und, nach Voraussetzung, auf | —
a, a[ integrierbar.
=exp(s-> X;) =exp(sXy)-... exp(sX,) ist integrierbar

= M(s) = E(exp(s $,)) ™" =" [T, Eexp(s - X,)) = [T, Mi(s) O

10.4 Mehrdimensionaler Erwartungswert und
Kovarianzmatrix
Definition 10.5. Sei X : Q — R", X = (X4,...,X,) eine n-dimensionale

ZV, dann heifit
E(X) := (E(Xy),...,E(X,))
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der (n-dimensionale) Erwartungswert von X und

V(X) =E((X - E(X))(X —E(X))")

die Kovarianzmatriz von X.

Cov(X,)Y) = V((X,Y))2
= V{(X,Y))as
= E((X —E(X))- (Y —E(Y)))

heifst Kovarianz von zwei Zufallsvariablen X und Y .

Bemerkung:
X eR™ = XXT e R

Satz 10.12. Sei X : QQ — R" n-dimensionale ZV, A € R™"™ und b € R™.
Dann gilt

i) E(AX +b) = AE(X) +b
i) V(AX +b) = AV(X) AT
iii) V(X)) positiv semi definit (psd).
Beweis:
i) Linearitit des E-Wertes
ii)
V(AX +b) = E(AX +b—E(AX +0) (AX +b—E(AX +0b))")

(
— E((AX +b— AE(X) —b) (AX +b— AE(X) —b)")
— E((AX - ABCO)(AX — ABCO))

(

= E(A(X —E(X)) (X —E(X))" A7)
= AE((X ( ) (X —E(X))") AT
- AV(X)

iii) z.Z. 2" V(X)z >0 VzeR"HA

Satz 10.13. XY ZV, X4,..., X, ZV
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i) Cou(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
i) XY stu = Cou(X,Y)=0

i)
\Y (i Xi) = zn:V(Xi) +2 ) Cou(X;, X))
Xl,...i(n stu ZV(XZ)
Bewers:
i)
Cov(X,Y) = E((X -E(X)) (Y —E()))

= EXY)-EY)EWX)-EWX)EY)+EX)E®Y)
= E(XY)-EX)E(Y)

i) X,YVstu = EXY)™IEX)E®Y)

(O R ()

_E (Z (X — E(X) (X, - E(Xm)

0]

iii)

= Y E((X; - E(X) (X; - E(X))))

— ~
J Cov(X;,X5)

]

Definition 10.6 (Korrelationskoeffizient). Seien X, Y ZV mit V(X) < 0o, V(Y) <

oo. Dann heifit
Cov(X,Y)

VX)V(Y)

der Korrelationskoeffizient von X und 'Y .

p(X,Y) =
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Satz 10.14.
p(X,Y)] <1
Bewers:
|Cov(X,Y)| < E(|(X - E(X)) - (Y = E(Y))]

Holder-Ungleichung

_ V(X)z-V(Y)2 = /V(X) V()

Satz 10.15 (Standardisierung). Sei X = (X3,...,X,,) n-dimensionale ZV
mit B(X) = p und positiv definiter Kovarianzmatriz V(X) = X. Dann exis-
tiert eine invertierbare Matrix B € R™™  mit Y =B X —pu) und
E(Y)=0, sowie V(Y)=1,.

Beweis: ¥ ist nach Voraussetzung positiv definit. Damit existiert die
Cholesky-Zerlegung

Y =BB' mit BeRY™, B! existiert.

Also
E(Y) = E(B'(X — 1)) = B (E(X) — ) =0,

VY)=B'V(X)B' =B 'BB"B ! =1,(B'B) =1,1,=1, O
Bemerkung: Fiir n = 1 gilt: (V(X) = 0?)

X —
y=""" pat E¥)=0 und V()=L1




Kapitel 11

Spezielle Verteilungen und
deren Eigenschaften

11.1 Diskrete Verteilungen

Satz 11.1 (Erwartungswert und Varianz der B(n,p)). Seien X, ..., X, stu
mit X; ~ B(1,p), it =1,...,n. Dann gilt fir X =% | X;
E(X) = n-p
V(X) = n-p-(1-p)
Beweis: E(X)=E(} ", X;)=> 1 E(X;))=n-p
——

=P

p(1-p)

Satz 11.2 (Zusammenhang zwischen B(1, p) und B(n, p)). Seien Xq,. .., Xn
stu mit X; ~ B(1,p). Dann gilt:

X = iXi ~ B(n,p).
i=1

Beweis: P(X; = 1,Xy = 1,..., Xm = 1L, X1 =0,..., X, =0) =
[[P(Xi=1) [ P(X;=0)
i=1

1=m-+1
=Ilp Il A=p)=p"Q—p" ™
=1 i1=m+1

95
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Da es (n) Mboglichkeiten gibt, die 1/0 zu permutieren, folgt
m

P(??xzzwgzz(;)wwl—M”m

=> " X;~B(n,p) O

Korollar 11.1. X; ~ B(ny,p), Xo ~ B(ns,p) stu. = X1+ Xs ~ B(ny+na,p)
Summenstabilitat

Definition 11.1 (Hypergeometrische Verteilung). Modell: Ziehen ohne Zuriicklegen
X ~ Hyp(n, K, N),

K\ (N-K

(k) ( n—k )
()
Satz 11.3 (Erwartungswert und Varianz von X ~ Hyp(n,K,N)). X ~
Hyp(n, K, N)

P(X =k) =

SAPEps

] K N —n
(-%)- (1)
Bemerkung: E(X) ist analog zu B(n, p), da &£ der Erfolgswahrscheinlich-
keit p entspricht.
V(X) ist fiir n > 1 kleiner als die Varianz von B(n, p)
= Endlichkeitskorrektur
Beweis: Wir betrachten die einzelnen Ziehungen mit Y;,...,Y,, X =
v, Y, Y, bindr.
Betrachte gemeinsame Verteilung der Y; z.B. k=2, n =4,

K

— 1
N—

P(Yi=1,Y,=1,Y3=0,Y; =0) = 1R T
N

ZIN ZIN

K=
" N-—
N—
N

P(Kzlynzo,}%zo,n:l) If Kl‘ﬁ—

—K— 1
N-2 -3

Wahrscheinlichkeit ist fiir alle Varianten mit ) Y,, = k identisch.

‘ ‘ Ko K—k4+1)(N—K)-(N—K—(n—k)+1) =
P(Yy=1dy,...,Y, =1,) = ( J;V()J(V_l)”?(]\;_nﬂ)( )*D gy ZJ (i=k

= gemeinsame Verteilung von Y7, ...,Y, ist vertauschbar,
dh V(Yi, ..., Y) = VYo, - Yem)
= Alle Randverteilungen sind identisch
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Y; ~B(1, £)
n n K
E) V) = Y EY)=n- %
i=1 i=1
VYY) = > V) + > 2-Cov(Y;,Y))
=1 i=1 1#£5,i<]
Es gilt

Cov(Y;,Y;) = Cov(Ys, Ya) = E(Y;Ys) — E(Y:) - E(Ya)

£ (1- )+ 2o (5 - )

]
Satz 11.4 (Zusammenhang zwischen B(n, p) und Hyp(n, K, N)). Seien K,,, N, €
N mit 0 < K,, < N,,, Folgen (m € N) mit K,, - oo, N,,, — 0o und

p € [0,1],n € N fest. Dann gilt mit N—m — p fiir m — o

m

lim P(H, =k)=P(B=k) VkeN

m—0o0
fiir Hy,, ~ Hyp(n, K,, N,,) und B ~ B(n,p).
Beweis: Dichte
() ™)

()

P(H,=k) = h(k,n, Kn, Ny)=

| Km! | (N —Km)!
_ o =R (Na—Km)—(n=F)!
- |
k! (n — k)! (NZTZ}«L)!
N\ K Kn—1 K,—(k—1)
~ \k/ N, N,—1 N,—(k—1)
—p —Dp —p
(Njw — Kp) Npp—Kpp—1  Npy— Ky —(n—k—1)
No—k  Ny—-k—-1 Ny — (n—1)

-~ -~

—1-p —1-p —1-p
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e (Z) o (1= )" = b(k, m,p) = P(B = k) =

Satz 11.5 (Zusammenhang zwischen B(n, p) und Po())). Seip, € [0,1],n €
N, eine Folge und A\, =n-p, = XA > 0 fiir n — oo. Dann gilt

k

n o0 — )\
b(k,n,p,) "= e Aﬁ Vk € N.

Bewes:

b(k,n,pn) = (Z) ph(L—pa)" "

k! n ( _A_n)k

k (11 _ k=1
n—_>>oo %e—)\ 1 ( n) S gc n)

S (1-22) )

—1dal . 2n0
= —e¢e "= f(k) = Dichte der Poissonverteilung mit Parameter \.

O

Definition 11.2 (Geometrische Verteilung). Die diskrete Verteilung mit Pa-
rameter p € [0, 1] und Dichte

PX=2)=(1-p)*'p z€N

heifit geometrische Verteilung, kurz X ~ Geom(p), und beschreibt die Wahr-
scheinlichkeit der Anzahl von Versuchen bis zum ersten Erfolg.

Satz 11.6 (Eigenschaften der Geometrischen Verteilung). X ~ Geom(p)
(a) B(X) = und V(X) = =°

p

(b) Geddchtnislosigkeit P(X = x + xo| X > x0) = P(X = 2)
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Definition 11.3 (Negative Binomialverteilung). Die diskrete Verteilung mit
Parametern p € [0,1] und n € N sowie der Dichte

P(X =2x)= (x_l)p”(l—p)x_" firz e Nz >n

n—1

heifit negative Binomialverteilung, kurz X ~ NegBin(n,p).

Bemerkung: X beschreibt die Anzahl von Versuchen, die zur Erreichung
von n Erfolgen notwendig sind, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg
gleich p ist. Die Dichte kann folgendermafien hergeleitet werden. Sei Y die
Anzahl von Erfolgen bei x — 1 Versuchen; Y ~ B(z — 1, p). Die Wahrschein-
lichkeit, n — 1 Erfolge bei x — 1 Versuchen erzielt zu haben, ist

n—1

- (00

Die Wahrscheinlichkeit, im xten Versuch einen Erfolg und damit insgesamt
n Erfolge zu erzielen, ist p, also

-1
PY=n—-1) = blz—1,n—1,p) = (w )p”_l(l —p)x_l_(”_l)

P(X=2)=P(Y =n—1)p= (gj

n—1

)p”(l —p)" "

Satz 11.7 (Zusammenhang zwischen Geom(p) und NegBin(n,p)). Seien
Xi,..., X, stumit X; ~ Geom(p),i =1,...,n. Dann gilt

X = ZXi ~ NegBin(n, p).
i=1

Korollar 11.2. X ~ NegBin(n,p) = E(X) = 2

X =>" X, X;~ Geom(p) stu.

E(X) =n-E(X;) =2 und V(X) = "052)

Negative Binomialverteilung ist nicht geddchtnislos.

Beweis: Zunachst n = 2.

il z2) = 1=p)™tp-(1=p)=t-p
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P(X1+X2:JI) = P({WGQ|X1(CU)+X2(W) :[E})

= IP’(U{w€Q|X1(w):xl/\XQ(w)::v—qu})
x1EN
= ZIP’({wEQ\Xl(w):xl/\Xg(w):x—asl})
x1EN
= ZIP(Xlle,nga:—xl)
x1EN
alles diskret Z fx1.x, (21,2 — 1) "Faltung” im diskreten Fall
x1€EN
= ZfX1(x1)'fX2(x_x1)

x1EN

z—1

z—x1)=0 fir x<z
Ixo( 1): 71 Z (1 _p):mfl p2 (1 . p)xf:mfl

r1=1

— P (1 _p)xl—l-i-(x—rl—l)

i

= Dichte der NegBin(2, p)

Rest: VI O

Definition 11.4 (Multinomialverteilung). Sein € N und py,...,py € [0,1]
mit Z?lej =1. Sei Y = (Y1,...,Ys) eine k-dimensionale diskrete ZV mit
Dichte

frly) = PY=y; Vi=1,... k)
n! " " .
= { gt gt Pk falls 325 y; =n
0 sonst.

Dann heifit die zugehérige Verteilung Multinomialverteilung mit Parametern
nund py,...,pr: Y ~ MNn,pr,...,px)-
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Bemerkung: Es gengt, pq,...,pr_1 anzugeben, denn

k-1
p=1- ij-
j=1

Satz 11.8 (Eigenschaften der Multinomialverteilung).

i) E(Y)=n(p,...,pr)

p(l—p1)  —pip2 o —DiDk

—p1P p2(1—p2) -+ —p2p

i) V(Y) =n 1Pz p2(1-p2) 2o

—D1 Pk —popr o+ P (1 —pk)
Beweis:
i)
PYi=y:) = PYi=y, » YVi=n—y)
i
MN(n,p;,1—p;) n! v n—y;
= ——p; (L= p;)""
y;! (n - yi)! ( )

_ n Yi n—1y;
= pi (1 —p)"
(yi)

(E(Y1),E(Ya), ..., E(Y,))
= n(py, k)
iii) Y; ~B(n,p;) = V() =np(1-p)

VY:+Y;) = V() +V(Y;) +2Cov(Y;,Y;)

= npi(1—p)+np; (1 —p;)+2Cov(Y;,Y;)
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Es gilt: Y; +Y; ~ B(n,p; + p;), denn

(YiaYJwZ => Yk) ~ M(n, pi,pj, (1 = (pi + p;5)))

ki,
und die Randverteilung von Z ist Z ~ B(n,1 — (p; + p;)). Somit ist
die Verteilung von n — Z =Y; +Y; ~ B(n,p; + p;) und V(Y; +Y;) =
n(pi +p;) (1= (pi + pj))-
Somit gilt (nach Cov auflosen):
Vi +Y)) —n(pi (1 =p:) +p; (L= p;))
2

n(pi+p;) (1= @i+p;) —npi(1—pi)+p;(1—pj)))
2

(pi (1= (pi +p) +p; (1= (pi+p;) —pi (1 —pi) —p; (1 —p;))

(pi (1= (pi +pj) = 1+pi) +p; (1= (pi +p;) — 1 +pj))

Cov(Y;,Y;) =

O3 3I0]3

n
(—pip; —pipi) = b 2pip; = —np;p;

11.2 Die Normalverteilung

11.2.1 Univariate Normalverteilung
Bekannt: X ~ N(p,0?) = E(X)=p, V(X)=o?
Satz 11.9 (Lineare Transformation).

X ~ Nup,0*) = Y =aX+b~ Nap+b,a*c®) fira,beR,a#0.

—b
Beweis: y = g(z) =ax +b =g (y) = y—2 bijektiv
a
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0g'(y) _1
dy a
raro _b ].
W = i (Y0)
a ) |a
2
1 1 yT*b H
_ ox sl
V2mo|al Pl o
B 1 ox 1 /y—(ap+b) 2
2wo2a? Pl ao
=Y ~ N(ap + b,a*0?) O

Korollar 11.3.

X ~ Nu,0*) = Y= —~ N0, 1).
Satz 11.10. X ~ N(u,0?) =
mB(X):{ 1-3-5-...0- (r—1)c Zozjk,kEN
Beweis: 1 = 2k + 1 >mrerig S 1 mi(X) =0

Sei U ~ N(0, 1). Dann gilt

&gf) = —zp(zr) und
E(U") = /x\rjmgo(x) dx

v /

U oo, - [~ - e ds

= 0+(r—1) /xr_an(x)dac.

. /

BU™-2)

=EU") =(r—1)E(U?)

Wegen E(U) = 0 folgt E(U") =0 Vr ungerade und wegen E(U?) = V(U) =
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1 folgt fiir r gerade, r = 2k,

E(U’") = (r—1)EU™?
"2k - 1) EU*EY)
= (2k—1)(2k = 3)EU**2) .
= (2k—1)(2k—3)---(3) E(U?)
~——

=1

= 1-3-5---(2k—1).
Wegen E((X —p)") =E((cU)") = o"E(U") folgt
mA(X)=E(X —p))=1-3-5---(2k—1) 0"
[l

Satz 11.11 (Additivitit der Normalverteilung). Seien X, ~ N(uy,0?) und
Xy ~ N(po,03) stu

= X1 4 Xy ~ N(py + p2, 07 + 03).

Bewezs:

X1+ Xo — (p1 + p2)

\Voi+ o3

X1+X2 NN(/“—F/Q,O’%—FO’%) A NN(Oal)

Weiterhin:

X1—|—X2—(,u1+,u2): X1 — n Xo — g
Voi+ o3 Vol+o: \Joi+ o}

X1 X2

~N(0,1)

~ o
V(X,) = L .= )2
(X3) ol + o3
VR = T gy
Yoottad

Es reicht also zu zeigen:

X1~ N(0,22) und Xo~ N(0,1 - A?) stu = X; + Xo~ N(0,1)
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f~ N Faltung /f Z—l’ ( )dlE

X1+X2
1 (z—2\° 1 1 2?
- \/WGXP<_§( A )) 2m(1— \%) eXp(_§1—A2
1 1,
)

1 1 1 ((z—x)? x? 9 p
Norawser sl IO T D AR e Ryl B

[ X J/
A_(l—)\2)z —2(1=M)zz+ (1 =222 + X222 =M (1 - )\?)
B A2 (1—)\2)
T —2(1—)\2)233—1—[(1—)\2)2]2: (x—(1—X?)2)2
(1= ) (1= )

(z) ist Dichte von N((1 — A\?) z, A2 (1 — \?))

:/ =
Korollar 11.4. Xi,..., X,, stu, X; ~ N(u;,0?) firi=1,...,n. Dann gilt
i) D Xi N(Zz L His iy OF)

W) 1= ... =l = W,08 =... =02 =10
= X:%Z?leiNN@»%z)
Korollar 11.5. X1 ~ N(ul,al) Xy ~ N(ps,03) stu. = aX;+bXy+c ~

N(apy + bus + ¢, a*0? + b*03)

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung:
Sind X und Y stu und X + Y normalverteilt, so sind auch X und Y normal-
verteilt.

2

11.2.2 k-dimensionale Normalverteilung

Definition 11.5 (k-dimensionale Normalverteilung). Sei X : Q — RF.
X = (Xy,..., Xx) heif$it k-dimensional (multivariat) standardnormalverteilt,
wenn X eine stetige Verteilung mit Dichte

Fi(z) = (#)k exp (—%2:&) v = (z1,... ) € RY
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besitzt: X ~ Ni(0, Iy,).
Satz 11.12.
X ~Ne(0, 1) <=  Xi,..., Xy stu, X; ~NO,1)Vi=1,... k.
Beweis:

10.8

Xi,..., Xpstu & fx(z) = fo(ﬂiz)

Definition 11.6. Sei X ~ N(0,1,) und A € RP** sowie u € RP. Dann
heifst
Y=AX+pu

p-dimensional normalverteilt:
Y ~ Ny, 8) mit £ =AA".
Satz 11.13.

Y~ N1 S) = E(Y)=p
V(YY) =3

Beweis: Satz 10.12 O

Satz 11.14. Wenn A € R¥* invertierbar, dann hat Y ~ Ny (1, X) die Dichte
fy - RF — R

1

)= e P (_

(y—p)' 2" (y - u))
9

mit ¥ = AAT.
Beweis: Mit Satz 10.6 gilt fiir allgemeine Y = A X + p

Sy (W) = fx(A™" (y — ) - | det(A)|" vgl. Ubung
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Also wegen

gilt

fr(y) = fx(A7H(y —p) - [det(A)[
_ ldet()T LT AT g,
= oy p( 5y —p) AT AT (y u))

sd
und wegen A-1TA! = (AAT)_1 — ' und 0 < det(X) = det (ATA) =
det(A)? folgt

1 — )X (y —
Frly) = o (_(y 1) - (v u)) |
[
Satz 11.15.
a) Y ~ No(1,8) = Yi~ Np,Sy) Vi=1,... k
b)) Y ~ Np(p1,2) & oY ~N(v'p,v'3Sv) VoeRF
o) (V1Y) ~ %) it o= (g ) wna 5 = (21 5% )
Y. stu & X=X =0
Beweis:
a), b) Meintrup and Schéiffler [2005] Seite 197
c) HA
[

11.3 Weitere stetige Verteilungen

11.3.1 Gamma-Verteilung
Definition 11.7 (I'-Funktion).
r:R" — R

o

I'(z) = /t'z_le—tdt

0
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Satz 11.16 (Eigenschaften der I'-Funktion).

e I'(1) =

S T(}) -

e I'm+1)=m! meN

o I'(EH) =t1. 3. 3.1 /x falls k gerade.

Definition 11.8. Eine ZV X mit stetiger Dichte

(@ kb, A) = ﬁ (A2)*" exp(=Az) - g ()

mit k > 0 und X\ > 0 heifft Gamma-verteilt: X ~ Ga(k, \).

Satz 11.17.
Ga(k =1,)) = Ezp()\)
Beweis: Kklar. ]
k k
Satz 11.18. X ~ Ga(k,\) = E(X) = T V(X) = v und Mx(s) =
A\ F
<>\ — s) fiir s < A.
Beweis:
My(s) =  E(exp(sX))
_ [ A k-1
= /m (Ax)*" exp(—Ax) exp(sz) dx
0

- /—:L'k_l exp((—A+s) x) dz

k L s
= A mx exp(—(A — s)x) dx

Kreative 1 >\k (>\ — S)k -
i o N0 "1 exp(—(\ — s) x) dx

-~

Dichte Ga(k,A—s) =1
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OMx (s) k —k—1
TSZO = k’)\()\—S) ’s:O
k-2 k
= =~ EX)
0?Mx (s) k k-2
Tszo = k’(k+1))\()\—3) |s:0
k(k+1)
= e RO
_ ) s k(k+1) k? k
Zusammen: V(X) =E(X?) —E(X)” = — e e % O
Bemerkung:
00 ooxg_1
/fx(x)das = F(%) / o exp (——;E) dx
0
1 [1 b z
G / 5 (5)" ee(-g)
0
t:%ﬁ:dt.Q 1k . /tg—l eXp(—t) dt — 1
re) J
r(s)

11.3.2 Chi-Quadrat-Verteilung
Definition 11.9. Eine ZV X mit stetiger Dichte

fx(z k) = ﬁ (%) " exp (—%x) (0.00)(7)

heifst x?-verteilt mit k Freiheitsgraden: X ~ x* (k).

Bemerkung:

SIS

Satz 11.19. X ~ x? (k) = E(X) =k,

V(X) =2k, Mx(s)= (1 _123)

1
2

s <
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Beweis: Satz 11.18 mit k = % und A\ = % O]

Satz 11.20. X;,..., X, stu mit X; ~ N(0,1). Dann

Y:ZXENXQ(n).
i=1

Beweis:
My(s) = E(exp(sY))
= E (exp (s ZX?))
= E (H exp(s Xf))
X stu HE (exp (s Xf))
Aber

E (exp(sX})) =

— ﬁ‘»—t
3

/T\
N | —
+

V)
~~_
8

[\
~~
QL

=

D
>4
i)
| —

I
| | |
8 ~—g 8 "—g 8 T—g3
%
3
D
4
3
e R T N

—_
ﬁ
=)

\/i/? exp (—% (1—2s) :c2> dx

J/

~
, da der Integrand die Dichte von N(0,(1—2s)~1) ist.

Kreative 1

é\g

Il
—

— —
L= I
[\ [\
w 9
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Zusammen:

My(s) = J]E(exp(s X7)

i=1

N3

n
= :
, 1—2s 1-—2s
=1
Momentengenerierende Fkt.
von x2(n) nach Satz 11.19

11.3.3 Fisher-Snedecor-Verteilung

Satz 11.21. Sei U ~ x%(m) und V ~ x* (n) stu. Dann hat die Zufallsvaria-
ble

_U/m
~ V/n
eine stetige Verteilung mit Dichte
I () m\ 'z A
[x(zsm,n) = ﬁ <—> mm 1(0.00) ()
FEITE) /g (z).2)™

stu 1 m=—s n—2 1
Beweis: fuy(u,v) = - o U 2 "7 - exp (—§(u+v)> :

T10,00) (1) - L(0,00) (V)

u/m
g(”a“) - Wa\ v,
—~—

x

h(z,y) = (l’y %y>
y

33
o

_ Oh(z,y)
 Oxdy

m

8
313
—_
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Trafo
=
fovley) =™ ! (Zay)™
R n T
1
o (g ()
fX(x) = /fXY(Iay)dy
0
1 m % m—2
= — J— T 2
U(%)T(5) 2% ()

m+n
div. Umformungen r ( )

Definition 11.10 (F-Verteilung). Eine ZV X mit Dichte fx wie in Satz
11.21 heifit F-verteilt mit Freiheitsgraden m und n: X ~ F(m,n).

Satz 11.22.

X ~F(m,n)=EX) = nizfdrn>2und
2n? -2
V(X) = m7(7jn<—7712;7(1n—4)1) firn > 4.

Beweis: B(X) = E () = <T>1 E(U) - E (é) — <T>1 m -

n n
1 n

()= :
——

:ﬁ 0.B.

Bemerkung:
1
X ~F(m,n) = —=—~F({n,m
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11.3.4 Student-t-Verteilung
Satz 11.23. Sei Z ~ N(0,1) und U ~ x* (k) stu. Dann hat

x__ 2
U/k

ewne Verteilung mit Dichte

() 1

1
FOSTE Vi )T

. o 1 ]_ 1 g %71 _1 _1 9
Beweis: fZ,U(Z,u) = _\/ﬁ T (g) (2) U exp < 5 u) exp < 5 A ) [(0700)(@6)
z
zou)=(z,y) = [ —,u
9(z,u) = (z,y) ( T )
= |J| = y/k und
/ fxy(z,y)dy = fx(z) wie oben angegeben. [

Definition 11.11 (¢-Verteilung). Eine ZV X mit Dichte fx wie in Satz
11.23 heifst t-verteilt mit k Freiheitsgraden: X ~ t(k).

Satz 11.24. X ~ t(k) = E(X) =0, V(X)=—.

Beweis:
a) Symmetrie in x

b) geschenkt.



Kapitel 12

Konvergenz

12.1 Konvergenzarten

Definition 12.1 (Konvergenz p-f.ii.). Sei (2, F, u) ein Mafiraum. Eine Folge
fn : Q@ — R mefbarer Funktionen heifit (u-) fast iberall konvergent, wenn es
eine mefbare Funktion f : € — R und eine u-Nullmenge N gibt, so dafs

fo(z) = f(x) Vo€ N.

Kurz: f, = f p-f.i.

Definition 12.2 (Konvergenz in LP). Eine Folge (fn)nen € LP heifit in
L? konvergent, wenn es ein f € LP qibt, so dafs

[fn = fllp =0 firn— oo
Kurz: f, = f.
Korollar 12.1 (zu Satz 9.11). Ist¢q>p > 1, f, f, € LY, n € N, so gilt:
for f=fa > f
Beweis: || fo — flly < ¢ [[fa = fllg = 0 O
Beispiel 12.1. X; ~ B(1,3) i=1,2,... stu.

Y, =>",Xi~B(n3)

Wie grof$ ist der Abstand %Yn —

N =
D

Z; # X; aber Z; und X; haben die gleiche Verteilung.

114
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Definition 12.3 (Konvergenzarten). Sei (Q, F,P) Wkeitsraum und X; :
Q=R ZV,i=1,2,.... Dann konvergiert die Folge (X, )nen gegen eine ZV
X: Q=R

a) fast sicher, wenn
P{w e Q| X, (w) = X(w) firn — co}) =1;
Schreibweisen:

X, %X X, X, X, "X, X, > X wp L.

b) im r-ten Moment, r > 1, wenn

E(|X,]") <ocoVn wund E(|X,—X|")—=0 firn— oo

Schreibweise:
X, > X

¢) in_Wahrscheinlichkeit, falls

P(| X, — X|>¢€¢) =0 firn— oo Ve >0

Schreibweise:
X, 5 X

d) in Verteilung, falls

lim P(X, <z)=P(X <ux)

n—oo

und alle Stetigkeitsstellen von Fx(x) = P(X < z); Schreibweise:

X, 2 x

Bemerkung:

a) Q@ ={w e Q| lim, o Xn(w) = X(w)} =: A ist uninteressant, da keine
W’keit vorkommt. Konvergenz fast sicher meint, dal A eine Nullmenge
bzgl. P ist. Vgl. Def. 12.1

b) Schreibweisen: X, 23 X heift

E(|X, — X|*) = 0 Vgl Def. 12.2 LP-Konvergenz
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c) P(|X,, — X| >¢) :/IA”d]P’

mit A, = {w € Q]| X, (w) — X(w)| > €}
d) X,(w) # X(w) YweQ,Vn

aber X, B X st erlaubt.

Beispiel 12.2 (Fortsetzung). o 7; Y X1 denn Z; ~ B(l,%) , X1~
B(1,3)
aber Z; # X,

1 1
E(—Yn) =-np=p
n n

:E((%Yn—p>2> :V(%Yn> :%np(l—p):%p(l—p)%o

1 r=
und damit  —Y, =3 P
n

1 1 1
E(_Yn) =-EY,)=-np=p
n

n n
1 1 Tschebyschev lYn Lan(l = (1=

n n 62 62 62
0
fiirn — oo

R S
und damit =Y, = p= =
n 2

Satz 12.1. Sei (X,)nen, Folge von ZV X; : Q@ - R und X : Q - R ZV.
Dann gilt

o)) X, 52X = X,3X

f.s. P
b) X, = = X,— X
)Xo 5 X = X,5X firr>1

d) X, > X = X,>X r>s>1
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Beweis:

a)

Es gilt fiir e > 0

Folx)=P(X,<z)=PX, <z, X<zx+4+¢)+PX, <z,X >x+¢€)
< Flx+¢€)+P(X, — X]|>e¢)

und

Flz—e)=P(X <z—¢) =P(X <z2—¢,X, <2)4+P(X <z—€ X, > 1)
< Fo(z) + P(| X, — X| > ¢)

Zusammen:
Flx —¢) —P(|X, — X|>¢€) < F,(x) < Flx+¢e) +P(|X,, — X| > ¢)
Fiir n — oo gilt

F(lx —¢) —P(|X, — X|>¢€) < F,(x) < Flx+¢e) +P(|X,, — X| > ¢)
=0 0

= F(z —¢) <liminf F,(x) < limsup F,,(z) < F(x +¢€)

n—oo n—00

Falls F' stetig ist, gilt

F(z) <liminf F,(x) < limsup F,(z) < F(z)

n—oo n—oo

= F(z) = lim F,(z)
n—oo
=X, > X
d) Korollar 12.1

¢) r =1 reicht. Dann

E(1Xn — X])

€

P(|X, — X| >¢) < (Markov fiir X,, — X)
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b) Sei
An(e) ={w € Q]]X,(w) — X(w)] > €}
und
Bm(€> = UanAn(E)
: C={weN|X,(w) = X(w) fir n - oo}

Ale) =N, U, An(e) = {w € Q|w € A,(e) fiir unendlich viele n}
Xp(w) = X(w) < wgAle) Ye>0
somit: P(C) =1=P(A(e)) =0 Ve>0

Falls P(A(e)) =0 Ye>0 =

€)= P ) =7 (1 (1)) = Sp (3 (4)) -

m=
N

-~

=PC)=1 < P(A())=0 Ve>0
Weiterhin B,,(¢) | A(e) =
P(A(e)) =0 <« i P(B,,(e)) =0

Zusammen:
X, X o P(Bnle) =0 fiirm— oo

Weiterhin

X, B x = > . P(A,(e)) < oo Ve >0, denn

P(Ba(e) < 3 P(A,(€))

(Borel-Cantelli) SchluBlendlich: A, (e) C B, (¢)

= P(An(e)) < P(Bn(e))
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& B(|X, - X| > 0) < B(B.(6))
=P(|X, - X|>¢) =0 falls P(B,(¢e)) =0

X, 5X <« X,BX <« PBu)) =0 firn— .

Bemerkung: Andere Beziehungen gelten so allgemein nicht.

e X, 32X 4 X,5X r>s>1
Betrachte

v _Jn mit Wahrscheinlichkeit 7=z "+5)
"7\ 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — n—z "+9)

E(|X,]*) = n®: n~z (r+s)
= n%(s””)l—> 0 weil s <r
E(|Xn|r> — n-n"2 (r+s)

= n%(r_s) — 00 weillr>s
und somit X, = 0 aber nicht X, — 0

e X, 5 X # X,5X

Betrachte

¥ _ n3 mit Wahrscheinlichkeit n =2
"7 1 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — n=2

P(|X,|>€)=n220 < X,50

Aber E(|X,|))=n*>n?=n—
Satz 12.2.

a) X, B¢ konstant = X, L

b)) Xp 5 X und P(X.|<k)=1 Vn und ein k € R*

=X, 5 X vr>1
c) Po(e) =P(|X, — X[ >¢€) mit Y Pn,(e) <oo Ve>0

=X, x
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Beweis:
a)

P(|X,—c|>¢) = PX,<c—¢)+P(X, >c+e)
PX,<c—¢e)+(1-P(X, <c+e)
PX <c—e)+(1-P(X <c+e)
— 0+(1-1)=0

LA

b) X, = X, P(X,|<k)=1 = P(X|<k) =1
weil P(|X|<k+e¢)=limP(|X,|<k+e)=1 Ve>0
Sei  An(e) = {w € Q| Xn(w) — X(w)| > €}

Dann gilt:

| Xp(w) — X(w)|" <€ we Aye)

bzw.
[ Xn(w) = X(W)]" < (2k)" w € Ane)
jeweils mit Wkeit 1. Also
|Xn — X|r < €’ IAn(e) + (2]{,‘)T IAn(e)

E(1X, = X[") < € P(A,(e)) + (2k)" P(An(e))
= ((2k)" —€") P(A,(¢)) +€"

—0
‘s

— € furn — o0
— 0 fiirelO
= X, 5 X

c¢) Siehe Beweis zu Satz 12.1 b)

12.2 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Satz 12.3 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen). Seien Xi,..., X, un-
abhingig und identisch verteilt mit E(X;) = p und V(X;) = 02 < 0o Vi =

1,...,n. Dann gilt

1 o« p
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Beweis: X > i denn

_ 1 1
E(X) = - S EX) = Snp =
und ; ) ] L1,
E(|X—,u|)—V(X):ﬁn0 =_0c —0
Satz 12.10) & L 0

Beispiel 12.3. X; ~ Po(\) stu. = E(X;) = A\, V(X;) = \i=1,....n
I~ »
d—>» X;—= A
Bemerkung: V(X;) = 0? < oo ist nicht notwendig, 0> = oo funktioniert
auch (sog. Satz von Khinchine).

Satz 12.4 (Eindeutigkeit der Konvergenz).

~

X, 5 X und X, 5HX = PX=X)=1

Beweis: Sei € > 0, dann

0 < P(IX—X |26 =P(X - X, +X,— X | > ¢)
< P(X = X+ X —X,| > ¢)
< P(IX - Xl 2 5)+P(1 X ~X,l 2 5)
—>0\:1.V. —>0‘:1.V.
— 0 Ve
~ - ~ 1
POCAR) = P (URiIX- X |2 )
< iIP |X—)N(|>l
- — k
k=1
= 0=0
k=1

]

Satz 12.5. Seien A,, und B,, Folgen von ZV mit A, 5 a und B, L b, Dann
qilt
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a) A+ B, S a+b
An—Bnga—b
b) A, B, > a-b

A, p a
— = - Y
Bn—>bv7é0

Beweis: Vorarbeit:

Seien E, und F), Folgen von Ereignissen (E, € F, F, € F), dann gilt:
P(E,) -1 und P(F,)—>1 = PE,NF,)—1
weil
1-P(E,NF,)=P(E,NF,) =PE,UF,) <P(E,) +P(F,) — 0.

Hauptteil:

P(|A, —al <€) = 1
P(|B, —b] <€) =1

= P(|A, —a| <eN|B,—0b| <€)

< P(|A, —a+ B, —b| <e)
= (4t Bo) — (a8 <) = 1

O

Satz 12.6. Sei X,, eine Folge von ZV mit X, 5 ¢ und f:R —= R emnein
c € R stetige Funktion

= [(X.) = f(c).

Beweis: f stetigine < |f(z)— f(¢)] < a,a>0 fiir ein b mit |z —
c| < b.

P(|f(X,) — f(c)] <a) >P(|X, —c| <b) =1 Ya>0

P

= f(Xn) = f(o) O
Bemerkung: Die Ergebnisse lassen sich im Wesentlichen auf den k-dimensionalen

Fall iibertragen, siche Lehmann [2001].

Bemerkung: X, £ ¢ konstant # E(X,) —c
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1 mit Wkeit 1—p,

2B Xa :{ n mit Wkeit p,

Wenn p, — 0, dann auch P(|X,, — 1| >¢) -0 = X, 51
Aber

]E(Xn>:(1_pn)+npn:1+(n—1)pn—>00 fiir Pn = z.B.

1
7n
Beispiel 12.4. X,, ~ N(u,02),n=1,...

Xng,u & 02—0. Denn

X, — _
P X, —pul <e¢) =P Pl S| 51 wenn = — oo und somit
On o On
——
~N(0,1)

o, — 0

12.3 Konvergenz in Verteilung

Beispiel 12.5. X,, ~ N(0,02) mit Verteilungsfunktion H, mit 02 — oo

1
Mit 02 — oo folgt L 50 und somit H,(z) — ®(0) = 3 Va € R. Deshalb

n

lim H,(z) = H(z) =

n—oo

N | —

und somit ist H keine Verteilungsfunktion und X, konvergiert nicht in Ver-
teilung.

Satz 12.7. Sei (X,,)nen €ine Folge von ZV mit Verteilungsfunktion X,, ~ F,.

Dann existiert X ~ F mit X, 2 x genau dann, wenn Ye > 0 eine Konstante
k € Rt und ng € N existiert, so dafs

P(| X, <k)>1—€¢ Yn>ny.
Beweis: Sei F' derart, daf
lim F,(z) = F(z) VzeR.
n—oo

z.Z. F ist Verteilungsfunktion, also
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o F(z)€[0,1]

F monoton wachsend +/

F rechtsstetig  /

e lim F(z)=0, lim F(z)=1

T——00 T—00

Fo.(z)=P(X, <z)>1—¢ fiirx>k,n>nound Ve >0

also lim F,(x) = F(z) >1—¢ firz>kund Ve >0

n—o0

und lim F(z) =1 firel0 O
Tr—00

Beispiel 12.6. X ~ U(0,1)

Y X n gerade
"l 1-=X n ungerade

Dann
X, 2 X und
D .
X, = 1 — X namlich
X, 3 U(0,1)  (d.h. jede ZV, welche gleichverteilt auf [0, 1] ist).

D
Yy ~ N(0,1) ;) Y ~NQO.1) Grenzwert nicht eindeutig!
— =Y ~ N(0,1)

Beispiel 12.7. X, ~ N(,,02)  pn — 0,02 — 1

= X, B N0, 1) weil

X, ~ H, mit
Xn_ n - HMn - HMn
Hn(x):]P< Hn 2 ’LL>:<I><x “)
On On On
Wegen N folgt aus der Stetigkeit von ® auch H,(x) — ®(x) und

. n
somit

X, 3 N0,1)
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Satz 12.8.
XngX, a,b# 0 € R konstant = bXn+a2>bX—|—a.

Beweis: Sei 0.B.d.A b > 0.

P(bXn—i—agx):IP’(Xngx;a) :Fn(x_a>

T —a Tr—a
F =Pl X< O

Satz 12.9. X, 2> X < E(g(X,)) = E(g(X))

Y beschrinkten und stetigen Funktionen g : R — R.
Beweis: ohne Beweis O
Lemma 12.1.
X, DX & px(t) o ex(t) Wt

Beweis: 1.W. Konvergenz der E-Werte E(X]) — E(X") O

Bemerkung: Die momenterzeugende Funktion ist hier eigentlich ungeeig-
net, weil alle Momente E(X), r > 1, existieren miissen. Besser wire die cha-
rakteristische Funktion ¢x(t) = E(exp(itX)). Siche Meintrup and Schéffler
2005).

Satz 12.10 (Slutsky’s Theorem).
X, DX, Ay aund B, b = A+ B, X, >a+bX
Beweis: (Skizze)

Sei Y, 2y unabhéngig von X,,, X. Dann

stu
O(xnvn) (5) = ©x,(5) - oy, (5)

Lemma 12.1
g

x(t) - oy (t) = vy (t)

Mit Y, % @ und Faltung folgt X,, + Y, — X + a, analog fiir Y, L. m
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Evgeny Evgenievich Slutsky (7. April 1880 bis 10. Mirz 1948)
Ukrainischer Okonom und Statistiker.
http://en.wikipedia.org/wiki/Eugen_Slutsky

Beispiel 12.8. X, ~ Po(\) E(X,)=X=V(X,)
X, -1 En:X- 5

Was passiert mit X, — \ ?

X, - A50

mit E(X,, — ) =0 und

V(X, — \) = V(X,) = %V(in) - %m: % =0

Xn—A

VA/n

Was ist die Verteilung dieser Grifie?

Aber

hat Varianz 1.

Satz 12.11 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X;,i = 1,... unabhingig und
identisch verteilt (u.i.v.) mit E(X;) = p und V(X;) = 0> < oo Vi =1,....
Dann gilt -
X —
2 NO,1)

=

bzw.

Vi (X = p) 5 N0, 0%)

Beweis:(Skizze) bekannt:

Y; stu -
My vi(s) =" ][ Mw(s)

Xi—

Jetzt: Y; =

Gt y Taylc;reihe

1
1—|—ty—|—§t2y2—l—Rest
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= My,(s) = E(e*™)

1
= 14+ sE(Y)+ 5 s E(Y?) + E(Rest)

1
= 1+ 3 s* + E(Rest)

1 n
= Mxvy,(s) = {1 +3 s* 4+ E(Rest)
1, Rest\ 1"
g = et e n(R)
mit E (Rest) — 0 (0.B.)
n
und damit

1g2\" 1
M. =(1+2—) — —s*)  fiir n — oo.
ﬁzyi(s) ( + - > exp (23) ir n — 0o

2

Die Behauptung folgt aus Myo,1y(s) = exp (%) . Um den Beweis vollstandig

zu haben, mufl man von der momenterzeugenden Funktion zur charakteris-
tischen Funktion iibergehen. O]
Bemerkung: Der ZGWS gilt fiir alle X; mit beliebiger Verteilung!

Beispiel 12.9 (Bernoulliverteilung). X; ~ B(1,p),i = 1,...,n mit p =
0.5. Die Verteilung des standardisierten Mittelwertes konvergiert nach dem
Zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung

-1 n XZ -
Jne izt P2 N, 1)
p(1—p)

Beispiel 12.10 (Poissonverteilung). X; ~ Po(\),i =1,...,n mit A\ = 5. Die
Verteilung des standardisierten Mittelwertes konvergiert nach dem Zentralen
Grenzwertsatz gegen eine Normalverteilung

Ty Xi— A
m =
vn I

Beispiel 12.11 (x*Verteilung). X ~ x2 mit E(X) = n und V(X) = 2n.
Betrachte die Dichte der standardisierten ZV

X —n
V2n

2 N0, 1)

Y —
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n=>5 n= 10 n= 15
o o o
— - -
=] =] ©
S S ] S ]
= 24 = g = 3
VI Vi \4
z z o z o
a g__ o I o [
B(1,p=0.
N i0B(1,p=0.5) o o
(<3 7_p =] S
Y =4n-
o {p(1-p) S S
=} T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
y y y
n= 20 n= 100 n= 200
o o o
e b p
(=] © ©
S 7 S ] S ]
= g = 2 = 3
\4 Vi \4
z z z
T 3 T 3 T A
N N o~
s S ] S ]
o | o | o |
e T T T T T T T e T T T T T T T e T T T T T T T
3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
y y y

Abbildung 12.1: Approximation der Binomialverteilung durch die Normal-
verteilung.

also die Transformation y = g(z) = (z —n)(2n)~"2. Mit dem Transformati-
onssatz folgt

fr(y) = fX%(y\/%-i- n)v2n

Da X die Summe von unabhdingigen standardnormalverteilten ZV ist, folgt
mit dem ZGWS, daf$ die zugehérigen Verteilungsfunktionen konvergieren,

und zwar Fy(y) — ®(y) <= Y 2 N0, 1).
Beispiel 12.12. X;,..., X, iid mit E(X;) = 0, V(X;) = 0% und V(X?) =
7% < 00.
Vi(s?—a% B 7
1 .
S == Z(XZ - X)? 5 0° (siehe HA)

n <
i=1
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n=1 n=2 n=>5
o o o
— - -
o | o | @ |
o o (=}
= 3 = 3 = 3
VI Vi VI
Z o z o z o
[ & S & o
X, OP(A=5)
o o ~
o 7 X-A =} o
i
o | Ry o | o |
S T T T T T 71 R e e T S T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
y y y
n= 10 n= 20 n= 50
o o o
< S 4 e
@ [ee) [ee]
S S S
= 3 = 3 = 3
VI Vi VI
< < z < < <
T I+ T I A T I
o o ~
o o (=}
o | o o |
S} IS (S}

w -

Abbildung 12.2: Approximation der Poissonverteilung durch die Normalver-
teilung.

S? héingt nicht von u ab, also 0.B.d.A. =0

ZGWS:  /n (% ZXE - 02) 2 N0, 2)
i=1

Gesetz der grofien Zahlen:  X? 50

1 .
Damit folgt: — \/n(S* —0?)=+/n (ﬁ ZXE - X? —02> 2 N0, 72)
=1 —0

Satz 12.12 (Berry-Esseen). Es seien X1, ..., X, w.iv., X; ~ F mit E(X;) =

M, V(Xl) = 027 E(XE) < =

3 ¢ (unabhingig von F') mit
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0.6
|

0.5

0.4

f(y)
0.3

0.1

Abbildung 12.3: Approximation der y2-Verteilung durch die Normalvertei-
lung.

wobei  Gp(z) =P (\/ﬁ (X; “) < x) .

Beweis: geschenkt O
Bemerkung: Satz 12.12 gilt fiir alle n, nicht nur fiir n — oo! ¢ ist un-
abhéngig von F' und es ist bekannt, daf ¢.,;, < 0.7975.
F' darf ohne zusétzliche Annahmen nicht von n abhéngen!

Beispiel 12.13. Xy,..., X,,, X;~ Po (%)

= Z?:l Xl ~ PO(].)

X-1 X;—nt

Aber \/ﬁ( 2 _ X " =) X;i—1 ~ Po(l)—1+#
1 Vn =

N(0,1) Vn

Satz 12.13. Es seien Xq,..., X, wiv. mit X; ~ F, E(X;) = p, V(X)) =
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02, E(X?) < oo und k-tem zentralen Moment 1 = E((X; — u)*). Dann gilt:

our 28 (552) )
. +§U’;%/ﬁ (=) plo) +o (%)

~
erste Edgeworth-Korrektur

Bemerkung:

0 (\/Lﬁ) meint eine Folge, die wie \/Lﬁ — 0 fiir n — o0, aber schneller

1
als T

e fiir symmetrische Verteilungen ist 3 = 0 und damit ist z.B. fiir die ¢-
Verteilung die Approximation durch N(0, 1) schneller als \/iﬁ Die erste

Edgeworth-Korrektur ist also fiir schiefe Verteilungen, etwa x? (n) von
Interesse.

Satz 12.14 (A-Methode). Falls /n (X, — v) 2 N(0,72)

dann auch  /n(f(X,) — f(v)) o N(0,7'2 ) afa(s) )

falls f : R — R in v differenzierbar ist und %@) #0.
v
Beweis: Entwickle f in Taylorreihe
_ 0f (x) A" 0" f(x)
flz+A)=f(z)+ A 9 x:x—k T e I:z—i-Rest
mit A = X,, — v und =z = v folgt
0
F%) = 1)+ (%0 - ) L) | Rest
_ of(v)

= VA(X) = f0) = Vi (X, =) L0 Res

” I:erar — 0 ohne Beweis

2

80 Va (10 - 100) BN (0,72 2200 a

Beispiel 12.14. X;,..., X, u.iv. X; ~ Po()\)

P (X =\ B N0, A)
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Problem: Varianz der Grenzverteilung hdngt von unbekanntem A ab.

Suche f mit ,
V() = £00) B 8 (0. 220
wober A - 8f8()\)\)2 = konstant.
o Of() e
zum Beispiel o = ey

:>f()_20\/_ dennc/—d)\c 2vA

und damit (c=1)

20/n (\/X - \/X> B N0, 1)
Beispiel 12.15. Xi,..., X, u.iv. X; ~ N(0,0?)
= E(X?) =02, V(X?) =20"

7ays ( Y XP-0 ) 2 N(0,2(0%)?)

0f(e*) ¢
80'2 N \/50'2

f= / (902 = % /% do* = % log(o?)

Setztc=1 =

Gesucht: f mit

1 2
n n Z i D
3 log( — ) — N(0,1)
Definition 12.4. Seien X1,..., X, w.i.v. mit Verteilungsfunktion F'. Dann
heifst
1 n
=1
die empirische Verteilungsfunktion von Xq,...,X,.

Satz 12.15 (Satz von Glivenko-Cantelli).

o) F(z) 3 F(z) VzeR
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b) /i (Fo(z) — F(z)) B N0, F(z)(1 - F(z))) VzeR

¢) sup |F(z) — F(z)] 550

z€R

Beweis: Ix,<, ~B(1, F(z)) wiv. Vi=1,...,nund z € R.

LN (% S I - F<x>) = N0, F()(1 = F(x)))

J

= /11 (Fu(2)—F(x))
= b)

~

Fu(2) =1 Yy o, = E(lx,<) = P(X; < 2) = F(x)

= E,(z) 5 F (x)  (f.s. braucht ein starkes Gesetz der grofien Zahlen mit
I statt 5).

¢) ohne Beweis O

Waleri Iwanowitsch Gliwenko (2. Januar 1897 bis 15. Februar 1940).
Russischer Mathematiker und Logiker.
http://de.wikipedia.org/wiki/Waleri_Iwanowitsch_Gliwenko
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Beispiel 12.16. (Glivenko-Cantelli)

n= 10 n= 20 n= 30
< - S — S p—
S S e
—_— —_ 7 <
_” «© N L] i
, @ R @ L
%r’ - Iﬁ
i . o | — o | el
2 ’ g ° L g ° s
= —_, = — = o
w 4 - o it o Id
/’ o - o d
- — I
. 2 o~ N o~
1 .~ Xi0x5 s - s1 #
o 7. o .7 o |~
e T T T T T T T < T T T T T ° T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 12 14
X X X
n= 50 n= 100 n= 200
o ] Rp— S o —]
Pe— - —
_ ,;:{ @ | @ |
o o
&
, £ < | o |
2 § g ° g °
= £ = =
£ | ¢ A R—
£ S S
H
, ¢ o~ ~
[ S s
o | & o | o |
e T T T T T < T T T T ° T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 0 5 10 15
X X X

Approzimation der Verteilungsfunktion der x*(5) Verteilung durch die
empirische Verteilungsfunktion.

n= 10 n= 20 n= 30
e 4 — e 4 — e —
= S = ~%=
_ - P
@ | — o | = o | "
<] gl = = S -—
| | !
i = © | - - @ | Ry
g ! gz ° 1 gz °
= I = — =
o i - L o=t tos f‘
| © ._J‘ o ‘R
4 = % 0P(5 ~ — o —
. 10P(s) ° .ot e —
O_7I77 o,,-'_J 077",7_
S S S
T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10 12
X X X
n= 50 n= 100 n= 200
o —— o p—— o — -
= 3 = S —
= = =
@ | — o | ) @ ]
.- 5 - 5 —
] !
| = o | = o | -
g . gz ° 1 gz ° !
z ! g . - g o =
. ' o ~— o |
— o ]
e ~ o~ —
. — S ! S ] :
-
o | o | . o | .1
S S S
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 5 10
X X X

Approzimation der Verteilungsfunktion der Po(5) Verteilung durch die
empirische Verteilungsfunktion.
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Diverses

Satz .16. Seienp > 1 und f, f, € LP, n € N, so daf$ f, — f f. 4. Dann gilt

I fully = I fllp & fo = f.

Bewezs:
- A-Ungleichung fiir Normen
<7 [ ally = (11l | < [fn = fllp =0
"= g = 2| ful? +[fIF), n €N
g =2 P

gn — g L. und [ g,dp — [gdu.
wegen x,y € R

[z —ylP < 2°(lzP + [y[?)

folgt

|fn - f|p S |gn|

~——

—0 p f. 1.
somit (Satz 5.8 von der dominierten Konvergenz)

Tim [ |fo = fIdp = ||fn = F} =0
& lfa— flly =0

O

Satz .17. Ist (Q, F) ein Mefiraum und f : Q — R eine mefbare numerische
Funktion. Dann sind auch

a) f+:=max(f,0) Positivteil

b) f~:=max(—f,0) Negativteil

c) |fl:==f"+f" DBetrag
mepbar. (Bemerkung: f = f+ — f~)

Bewezs:

137
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a) Betrachte die Folge (0, f, f,...)
sup f, = max(0, f) = f ist meBbar

b) Betrachte die Folge (0, —f,—f,...)
sup f, = max(0, —f) = f~ ist meBbar

¢) |fl=fT+ f ist meBbar (Satz 4.4)
[

Definition .5 (vollstindiges MaB, Vervollstandigung). FEs sei (2, F, i) ein
Mafsraum. Ein Maf$ o heifst vollstindig, wenn gilt:

Ae F,u(A)=0und BC A

= B e F.

Die o-Algebra Fo := {AUN|A € F,N Teilmenge einer u-Nullmenge} heifst
Vervollstindigung von F.

Bemerkung: Durch pg(AU N) := u(A),AU N € Fy entsteht ein neuer
MaBraum (€2, Fy, 4o) mit einem vollstdndigen MaB py.
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