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6. Tutorium Generalisierte Regression

L Problemstellung

Problemstellung

@ bisher:
Betrachtung des linearen Pradiktors n = x' 3, als
Linearkombination aus Kovariablen und Parametern

o jetzt:
Betrachtung einer allgemeineren, unbekannten funktionalen
Form des Pradiktors:

n="fh(x)+...+ fo(xp)
— semi- oder nonparametrische Regression!

@ Schitzung von f(x) mithilfe sogenannter Glattungstechniken!
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L Regressionssplines

Truncated Power Series Basis
Gegeben:
(a) Hauptknoten 71, ..., 7m
(b) Randknoten 79 bzw. 7py1

(c) geordnete Beobachtungen x; < xp < ... < X,
f(x) =6 1 +61_x +b2 X2 4o+ 8 XK —|—Z§k+,- (x — T,-)f‘i_
Po(x) Py (x) Pa(x) Pu(x) =1 Prri(x)
k+m
= Z 0iPi(x) = s(x) (Spline-Funktion)
i=0
mit (x — 77)+ = max{0,x — 7;}

— truncated power series
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L Regressionssplines

Truncated Power Series Basis

Eigenschaften von s(x):

Polynom k-ten Grades auf [7;, 7j41]

]

@ s(x) (k — 1)-mal stetig differenzierbar auf [1g, Tm1]

o Gewichtete Summe aus m + k + 1 Funktionen

e Natiirliche kubische Splines auf [79, ..., Tm+1], falls k = 3:
— s(x) 2-mal stetig differenzierbar auf [1g, Tm1]

Parameterschatzungen mittels linearer Regression
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L Regressionssplines

B-Splines

@ Voraussetzungen wie zuvor, aber zusitzliche Randknoten
T_kwu,ﬂ)bZW.Tm+1V”,Tm+1+k
e Basisfunktion 1. Ordnung (0-ten Grades):

B . — 1, X € [77777—F1]
i1 =
0, sonst.

e Basisfunktion (k + 1)-ter Ordnung

X—Ti B; (x) + Titk+1 — X

Bikt1(x) = ——
’ Tit1 — Ti Titk+1 — Ti+1l

Bit1.k(x)
— rekursiv definiert!

8/21



6.Tutorium Generalisierte Regression

L Regressionssplines

B-Splines

@ Jede Spline-Funktion ist als Linearkombination von B-Splines
darstellbar:

m+k+1

f(x) = s(x Z 6iBi k(x

@ Prinzip von Regressionssplines:
Approximiere die gesuchte Funktion f(x) durch gewichtete
Basisfunktionen!
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L Regressionssplines
B-Splines

Eigenschaften von B-Splines k-ten Grades/(k + 1)-ter Ordnung:
@ k + 1 Polynomabschnitte vom Grad k (Ordnung k + 1)

@ positive Funktionswerte der Basisfunktionen in einem durch
k + 2 Knoten aufgespannten Bereich, Null an allen anderen
Stellen

k + 1 B-Splines # 0 ¥x (ausgenommen Knotenpunkte)

Vorteile gegeniiber truncated power series:

e numerisch stabiler
o hohere Genauigkeit durch lokale Wirksamkeit

Genauigkeit vom Polynomgrad abhingig
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L Regressionssplines

Beachtenswertes

@ Grundkonflikt zw. Bias und Varianz

Glattheit <= Datentreue

wenige Knoten viele Knoten
niedrige Variabilitdt, d.h. | hohe Variabilitat, d.h.
var(f(x)) eher klein var(f(x)) eher groB
hoher Bias geringer Bias

e Wichtig:

Anzahl und Lage der Basisfunktionen
o Zweitrangig:
Konkrete Form der Splines
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L Glattungssplines

Allgemeine Darstellungsweise

o Ziel:
Finde bei der Schitzung von f(x) einen Kompromiss
zwischen Glattheit und Datentreue der Funktion

@ Penalized-Least-Squares (PLS)

Glattungsparam.

= f(x1)5--,f (Xn)
i—f(x))? i A f
DU w + a0
i=1 bek. Gewichte Funktional

A=0 = f(x)=y; (Datentreue)
= f(x;) sehr starke Glattung
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LGIéttungssplines

Glattungssplines ohne Gewichtung (w; = 1)

Vor.: x1 <xp < ...<Xp
f" und f” existent und quadratisch integrierbar

PLS-Ansatz:

n

2 =G+ A / {F"(u)y? du ") i

i=1
Losung: natiirliche kubische Splines, d.h. Vi

— f Polynom 3. Grades auf [x;, xj1+1]
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LGIéttungssplines

Glattungssplines ohne Gewichtung (w; = 1)

PLS-Ansatz in Matrixform:

PLS(f):(y—f)T(y_f)+)\ w 5 min

quadratische Form

2 f(xa)
mty=| : |, f= : und K=D"C™ 1D
Yn f(Xn)

C und D abhingig von Distanzen xj11 — X;

(vgl. Green und Silverman, 1994)
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LGIéttungssplines

Glattungssplines ohne Gewichtung (w; = 1)
PLS-Schatzer:
F=(+AK)ly=Sy

Eigenschaften der Smoothing-Matrix S, :
@ (n x n) - Matrix entsprechend der Hat-Matrix
H=X(XTX)71XT im linearen Modell
o direkte Berechnung nur mit hohem numerischem Aufwand
moglich
= Losungsansatz iiber Bandstruktur in C und D
(vgl. Reinsch, 1967)
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L P-Splines

Bildung von P-Splines

@ Prinzip:

P-Splines = B-Splines + Penalisierung

@ Vorgehen:

@ Entwicklung von f in B-Splines:

Parameter bekannt

U U e
f(X,.):Z 5 Bilx) = _f =_B -4
Jj=1 (nx1) (nxm) (mx1)

hier: m = Anzahl der Basisfunktionen
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L P-Splines

Bildung von P-Splines

@ Penalisierung aufeinanderfolgender Koeffizienten durch
Minimierung von

n m 2 m 2
Z Vi — Z 6iBi(xi) | wi + A Z (Adéj)
i=1 Jj=1 Jj=d+1
mit
Al(;j = & —di-1 Differenz 1. Ordnung
A25j = A(dj — 6j—1) Differenz 2. Ordnung

= 0 — 61— (dj-1—dj-2)
0j —26j-1+dj—2
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L P-Splines

Penalisierung in Matrixform

gZ_gl 2
() d=1: X75(6—d-1)* = :
S — Sm_1
0 ... 2
1. 41
82
=0"D/ D16 = 6T K6
m

—1 1

) Analoger Strafterm fiir alle d = 1,2,.

6T D] Dy 6 = 6T Kyo

(Ixm(mxm—1)(m—1x m)(mx1)=(1xm)(mx m)(mx 1)

(mx m)
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- P-Splines

Penalized-Splines-Schatzung (PS)

PS(8) = (y — Bé)T(y—Bd)HaT&a %5 min
f DID,

§=(B"B+AKy) BTy

Eigenschaften von P-Splines:
@ Form des Strafterms dhnlich wie bei Glattungssplines

@ Regressionssplines, da Knotenvorgabe nétig

@ A =0 = reiner Fit von Basisfunktionen (B-Splines);
keine Glattung

@ A > 00 & d=k+1= Fit eines Polynoms vom Grad k
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