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Aufgabe 1

Gegeben sei ein homogener Poisson-Prozess {N (t),t > O} mit der Rate A > 0. Dabei
seien t und s zwei verschiedene Zeitpunkte, also t # s, und ¢ € Ny ein Zustand.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher der Prozess zum Zeitpunkt ¢ und
zum Zeitpunkt s im Zustand ¢ ist. Interpretieren Sie das Ergebnis.

b) Wie lassen sich Pfade von N(t) auf dem Zeitintervall [0, s] mit s > 0 simulieren?
Beschreiben Sie das Vorgehen in eigenen Worten, als Pseudoalgorithmus oder geben
Sie R-Code an.

¢) Warum handelt es sich beim Poisson-Prozess um einen Markov-Prozess? Geben Sie
fir den Poisson-Prozess (schematisch) die Intensitdtsmatrix A und die Ubergangs-
matrix Q der eingebetteten Markov-Kette an.

Losung Aufgabe 1

a) Gegeben: {N(t),t > 0} Poisson-Prozess mit Rate A > 0
Seio.B.dA s<t

P(N(t)=1i,N(s)=14) = P(N(t)=1i|N(s)=1) - P(N(s) =1)
= P(T,, >t—s)- P(N(s) =1)
— (1= P(T, <t—s)- P(N(s) = i)

= (1= 1+ exp(=A(t—5))) - == exp(—As)
= exp(—\(t —5)) - (A;)i exp(—As)
= O peats+ (=) = 2L exp(-a)
Alternative:
P(N(t) =i,N(s) =1) = P(N(t) =i |N(s) = i) - P(N(s) = i)

N = =
— P(N(t) = N(s) = 0) - P(N(s) = 0
= P(N(t—s)—N(s—s)=0)-P(N(s) =1)
=N(0)=0
= P(N(t—s)=0)-P(N(s)=1)
(A(t — 5))°

== exp(—A(t — 9)) );! exp(—As)

Q)
i

exp(=A(s + (I = 9))) = ~—=

Interpretation:

o Falls s = ¢, dann ist P(N(t) =i, N(s) = i) = P(N(s) = i) = &0 exp(—As).
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e Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(N(t) = i, N(s) = i) ist am grofiten fiir
s =t und wird immer kleiner, je grofler die Differenz ¢t — s wird, d.h. je weiter
der Zeitpunkt ¢ von s entfernt ist.

b) Als Pseudoalgorithmus (siehe Ubung):

° Ubergeben von Parametern: A, .«
e Vorgehen:

Simuliere T; s Exp(X), berechne S,, = > | T; und brich ab, falls S,11 > tmax
e Riickgabe: Zeit Pfad

0 0
0.03 1
0.42 2

4.9 n
brnax n

Als R-Code:

# Festzulegende Parameter fuer die Funktion:
pp <- function(lambda, tmax){

# Vektor mit Ereigniszeitpunkten initialisieren
zeit <- 0

#Laufindex definieren in Vorbereitung auf die while-Schleife
i<-1

# Solange neue exponentialverteilte Verweildauern ziehen
# und summieren, bis die Summe tmax ueberschreitet
while(zeit[i] < tmax) {

zeit <- c(zeit,zeit[i] + rexp(l, rate = lambda))

i <= i+l

# Anzahl der simulierten Verweildauern bestimmen
n <- length(zeit)

# Den letzten Zeitpunkt umdefinieren und die zugehoerigen
# Zustaende als Pfad des Poisson-Prozesses definieren
zeit[n] <- tmax

pfad <- c(0:(n-2),n-2)

pp <- data.frame(zeit=zeit,pfad=pfad)
return(pp)
}

¢) Ein Poisson-Prozess { N(t),t > 0} ist ein diskreter Markov-Prozess, denn:

e Der Parameterraum bzw. die Zeitachse ist stetig (¢ > 0).
e Der Zustandsraum S = Nj ist diskret und es sind nur Spriinge von ¢ — ¢ + 1
moglich.
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e Die Verweildauern in den einzelnen Zustédnden sind izd exponentialverteilt mit

dem Parameter ), also T}, ~ Exp()\). (Beim allgemeinen Markov-Prozess sind
sie unabhéngig und hingen vom aktuellen Zustand ab, also T), |Y,_1 = i ~
Ezp(X;).)

(Alternativen zu diesem Punkt:

(1) Der Poisson-Prozess hat unabhéngige Zuwichse. Oder:

(2) Beim Poisson-Prozess gilt die Markov-Eigenschaft.)

Alternative Argumentation: Ein Poisson-Prozess ist ein Spezialfall eines Geburtspro-
zesses (mit Begriindung...) und damit auch ein Spezialfall eines Markov-Prozesses.

Struktur der Intensitatsmatrix:

0 1 2 - -ooom o n+1
O/=Xx X 0 oo 0 0
1fro -=x x 0 - 0 0
200 0 =X A :
A= : : : .. . :
0
nl 0 0 0 =X A 0

Struktur der Ubergangsmatrix der eingebetteten Markov-Kette:

0 1 2 n n+1
0/0 1 O 0 0
1170 0 1 0 0 0
210 0 O 1 :
0 - . ) - :
0
n{ 0 0 0 0 1 0
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