Beispiel Shrinkage

Betrachte das Random-Intercept-Modell ohne Kovariablen:
itd 2 iid
yiiji-i-Eij, biNN(O,T ), Eij NN(O )

j=1,...,n5,t=1,...,N.

1 KQ-Schatzer fiir die b;
Behandeln wir die b; wie feste Effekte 5;, so ist das Modell
y=Xb+e

mit festen Effekten b,

X = ., Cov(e) = R=0%I,.

Es ergibt sich der KQ-Schétzer

) ) n1y1 1
=(X'R'X)"'X'Ry = (2 diag(ni))_lg : = | :
NNYN YN

b
mit g; = n% Z;”:l Yij, also l;f(Q = g;. Damit ist
e E(b ): L -2 L1 bi = b; (kein Bias)

oVar( @) = QZJ 10——102

o MSE(b'?) = E[(b]*? — b;)?] = Bias(b} ?)? + Var(h} ?) = 0+ Lo? = L52.

ng

2 BLUPs fiir die b;

Behandeln wir die b; als zuféllige Effekte mit Verteilungsannahme b; JN (0,7%), so ist das
Modell
y=2Zb+e



mit zufilligen Effekten b, Z wie X oben und G = 72Iy. Es ergibt sich der BLUP fiir b als

n1Y1 Y1
n;

_ n; + 02/7'2) _

NNYN YN

~BLUP

1 1 1
b = (ZR'Z+G Y 'ZR 'y = (g diag(n;) + ﬁIN)_l—

= = diag(

z < 1 (Shrinkage). Damit ist

pBLUP _ n;
also b; = miol/T

#3/7237@- =cy; mit 0 < ¢; :=
[ ] E(Z;iBLUP’bi) = Cin% 271:1 bi = Cibi 7& bi mit ’Czbz’ < |bz‘ (Bias durch Shrinkage)
Die BLUPs streuen also weniger als die KQ-Schétzer.

o Var(bPLUP|p,) = cf% i 0% = ¢?Lo? < Lg% Die Varianz ist also kleiner als beim
i 1 1
KQ-Schatzer.

e Der MSE betrachtet einen Kompromiss aus Varianz und Bias:
MSE(BPIUP) = B[(BPEUP — 1,)?)
= By [Var(bP" VP [b;) + (B(BPUT bi) — bi)?]

1 1
=20 + By[(1 — ;)7 = C?;U2 + (1 — ;)
(3

o
- nia2 N (02/7_2)27_2
(i +02/t2)2 7 (n; + 02/72)2

o?(n; + o?/72) o? 1 5

= < P
(n; + 02 /72)? n; + o2/72 nia ’

da 0?/7%2 > 0.
Im MSE wird also der Bias des BLUP durch die kleinere Varianz mehr als aufgehoben.

3 Zusammenfassung

Fiir den BLUP """ und den KQ-Schiitzer b~ <, der b als feste Effekte schiitzt, gilt

BBLUP ISKQ Kommentar zu BBLUP
b; #E/Tzﬂz Yi Shrinkage
EOilb) | pyesrm=bi bi Bias
Var(l;i\bi) (ni+7;i2/72 )27%.02 %02 Varianz kleiner
MSE(l;z) mJ:,izsz %f MSE kleiner trotz Bias

Dabei ist der Unterschied zwischen den beiden Schétzern grofer, je kleiner n; ist und je grofer
o?/72. Fiir diese Fille ist die Information in den Y;j pro ¢ am geringsten und man gewinnt am
meisten durch den Shrinkage-Effekt. Der KQ-Schétzer (¢; — 1) ergibt sich als Grenzfall des
BLUPs fiir 72 — oo.
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