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Motivation: 100-Meter-Lauf

Drei 100-Meter-Laufe mit 10 Mannern und 10 Frauen. Die Zeiten sehen so aus:
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Laeuferin
Wie kénnte man diese Daten mit bekannten Methoden (lineare Modelle)

modellieren? — Diskussion
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Motivation: 100-Meter-Lauf

Wir wollen ein Modell, das uns ermdglicht:
o die Schitzung des Geschlechtseffekts (Populationsparameter)
o die Schatzung der Lauferlnneneffekte (individuelle Effekte)
@ die Schitzung der Korrelationsstruktur

o valide Inferenz.
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100-Meter-Lauf: Ein lineares gemischtes Modell

Uberlegung: Hitten wir pro Person ihre Durchschnittszeit ji; (d.h. ein Wert pro
Person), ware ein sinnvolles Modell (iid = unabhingig identisch verteilt)

pi = Bg; + bi, b N(0,72), (1)

da die Durchschnittszeiten einzelner Personen um das Geschlechtsmittel g,
gi € {1,2}, variieren.

Die beobachteten Zeiten pro Lauf streuen um die individuelle Durchschnittszeit:
jid
yi=piteg, o ej~ N(0,0%). (2)
Zusammen genommen ergibt sich damit das Modell (L = unabhingig)
iid iid

Yij = Bg;, + bi + i, b; =~ N(0,72), ;i ~ N(0,0?), bi L ej. (3)
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Das lineare gemischte Modell = Motivation

Ein Blick auf das Modell

Vi =Bg +bitey,  bBENO,T), e N(O,0?), (3)
Die Effekte b; sind

o die ,Fehler‘terme in (1)

@ Teil des Erwartungswertes in (2)

e sogenannte zufdllige Effekte in Modell (3). Sie spiegeln hier wieder, dass die
Lauferlnnen aus einer Population kommen (in der wir die individuellen
Durchschnittszeiten als normalverteilt um das Geschlechtsmittel annehmen).

Ein Modell mit zufilligen und festen Effekten nennt man gemischtes Modell.

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 4



Das lineare gemischte Modell = Motivation

Interpretation der Parameter

Vi =B +bi+ei bR NO,7), g5 N(O,0?). (3)

b1, B2 die Durchschnittszeiten fiir Manner / Frauen (Populationsparameter)

@ b; die Abweichung der Durchschnittszeit von Person i vom Mittel der
Geschlechtsgruppe (individuelle Effekte)

e 72 die Varianz der Durchschnittszeiten pro Geschlechtsgruppe (in den zwei
Gruppen als gleich angenommen)

o ¢ji die Abweichung der j-ten Laufzeit von der Durchschnittszeit fiir Person i

e o2 die Varianz der persdnlichen Laufzeiten (fiir alle i gleich angenommen)
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Bedingte Sicht

Vi =B +bi+ep bR N0, e R N(O,0?). (3)
Betrachte die Verteilung von yj; bedingt auf b; (— iiberlegen):

iid

yilbi = N(Bg + bi, o)

b; modelliert individuelle Effekte im Erwartungswert (EW) analog zum linearen
Modell mit festen Effekten
iid
Yi = Bg +Bitej ey~ NO,0?).
Aber:
o Die Geschlechtseffekte sind identifizierbar (nicht kollinear mit den ;).
o Das Modell ist bei 1-2 Messungen fiir einige i schatzbar (mehr spiter).

@ Da wir im Wesentlichen 72 schitzen (zur Vorhersage der b; mehr spiter),
wichst die Zahl der Parameter nicht mit der Anzahl der Lauferlnnen.
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Marginale Sicht

Yij = 5&' + b + Eijs bi L,g N(07T2)7 Ejj ’rlg N(0702)' (3)
Betrachte die marginale Verteilung der y;; (— iiberlegen):
yi1 Be; 72 + o2 72 T2
iid 2 2 2 2
yi=| ye |~ N(| Bs |- T T to g ) (4)
Yi3 Bg,- T2 T2 T2 + 02

b; induziert eine Kovarianzstruktur analog zum allgemeinen linearen Modell
Vi =Bg +eij €= (e, ci2,€i3) ~ N(0, V). (5)

Hier:
@ Begriindung fiir eine mogliche Kovarianzstruktur V; (auch unbalanziert).
o Vorhersage individueller Effekte méglich (mehr spéter).

(3) impliziert das allgemeine lineare Modell (5), aber nicht umgekehrt!
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Wozu gemischte Modelle?

Anhand des Beispiels zeigt sich bereits: Gemischte Modelle werden gerne
verwendet fiir die Analyse korrelierter Daten. Z.B.

@ Longitudinaldaten: Wiederholte Beobachtungen in zeitlicher Abfolge an
denselben Subjekten/Beobachtungseinheiten. (z.B. Patienten uber die Zeit)

o Clusterdaten / gruppierte Daten: Gruppen (Cluster) mit mehreren
Beobachtungen pro Gruppe. (z.B. Lauferdaten, Daten fiir Familien)

@ Hierarchische Daten: Gruppierte Daten mit mehreren geschachtelten Ebenen.
(z.B. Schiiler in Klassen in Schulen, Patienten in Arzten in Krankenh3usern)

o Gekreuzte Designs: Gruppierte Daten mit mehreren gekreuzten Ebenen.
(z.B. alle Personen bearbeiten die gleichen Aufgaben)

Daten vom gleichen Subjekt/Cluster/Beobachtungseinheit sind sich tendenziell
dhnlicher als Daten verschiedener Subjekte/Cluster/Beobachungseinheiten.
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Das allgemeine lineare gemischte Modell (LMM)

Definition: In allgemeiner Form ist das lineare gemischte Modell gegeben durch

y=XpB+2Zb+ c. (6)

nx1 nXp px1 nXr rxi

Mit € ~ N(0, R), b ~ N(0, G) und der Annahme, dass die zufilligen Effekte b
und die Fehler £ unabhdngig sind, ist die Verteilungsannahme gegeben durch

(D) (52) o

Die Kovarianzmatrizen G fiir b und R fiir € werden als positiv semi-definit bzw.
positiv definit angenommen.
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Das lineare gemischte Modell  Das allgemeine lineare gemischte Modell (LMM)

Zu den Verteilungsannahmen

o Die Normalverteilungsannahme der Fehler ¢ ist nicht fiir alle Aussagen
zur Inferenz in LMMs notwendig. Da Likelihood-basierte Schatzung iiblich ist,
nehmen wir sie jedoch in die Definition mit auf.

o Fiir die zufélligen Effekte b ist die Normalverteilungsannahme nicht
zwingend. Alternative Verteilungen, z.B. Mischungsverteilungen, mdglich.
I.d.R. werden dann die Algorithmen zur Berechnung der Schatzer komplexer.

@ ¢ und b sind als unabhdngig angenommen.
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Das lineare gemischte Modell  Das allgemeine lineare gemischte Modell (LMM)

Vorteile der Analyse mit gemischten Modellen

Zufillige Effekte kénnen als Platzhalter fiir die Effekte von unbeobachteten oder
unzureichend gemessenen Kovariablen dienen, die Korrelation zwischen
Beobachtungen an den gleichen Beobachtungseinheiten verursachen.

Im Gegensatz zum linearen Regressionsmodell mit unabhingigen Fehlern fiihrt die
Berlicksichtigung dieser Korrelation

@ zu einer verbesserten Schitzgenauigkeit (kleineren wahren
Standardfehlern) — Ubung

@ zu validen modellbasierten Standardfehlern und damit Konfidenzintervallen
und Tests — Ubung
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Das lineare gemischte Modell  Das allgemeine lineare gemischte Modell (LMM)

Vorteile der Analyse mit gemischten Modellen

Im Gegensatz zum linearen Regressionsmodell mit festen Effekten fiir die
Beobachtungseinheiten

@ konnen Effekte fiir Kovariablen (z.B. Geschlecht), die nur zwischen
Beobachtungseinheiten variieren, geschatzt werden.

o werden die festen Effekte wegen der kleineren Anzahl von Modellparametern
effizienter geschatzt

Im Gegensatz zum linearen Regressionsmodell mit allgemeiner Kovarianz

o erlauben die Vorhersagen fiir die zufélligen Effekte individuelle Prognosen.
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Das lineare gemischte Modell  Das allgemeine lineare gemischte Modell (LMM)

Weitere Annahmen in gemischten Modellen

Auch wenn die zufilligen Effekte die Effekte von unbeobachteten Kovariablen
auffangen, so kénnen Sie nicht Confounding durch solche Kovariablen verhindern.

Dies liegt daran, dass die zufilligen Effekte (marginal, siehe spater), die
Kovarianzstruktur beeinflussen, nicht jedoch den Erwartungswert.

Streng genommen, lautet in (7) die Annahme an € und b:
E(e|X,b) =0, E(b|X)=0

(Regressionsannahme und Random effects-Annahme), so dass E(y|X) = X 3.
Dies ist insbesondere verletzt, wenn Confounding vorliegt.
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Beispiel Confounding

Betrachte das Modell

iid

id
i = xiB + ugy + bi +e5, b~ A
J)

N(0, 72), ;i ~ N(0,0?).
yij misst den Schulerfolg von Kind j in Schule i; uj ist a) Forderbedarf des Kindes
oder b) Familieneinkommen. Beispiele fiir mégliches Confounding wéren
a) Bei Forderbedarf wahlen Eltern Schulen mit unterstiitzender Schulkultur, die
sich auch im Schulerfolg wiederspiegelt (Random effects-Annahme verletzt).
b) Familieneinkommen korreliert mit Sprachkenntnissen, Ziele der Eltern fiir ihre
Kinder etc., die mit Schulerfolg korrelieren (Regressionsannahme verletzt).
Ein Modell mit festen Effekten b; wiirde den Bias durch a), jedoch nicht den Bias
durch b) verhindern. Ziel muss auf jeden Fall sein, in x;; mogliche Confounder
moglichst gut abzubilden.

Frei nach Clarke, Crawford, Steele & Vignoles (2010): The Choice Between Fixed and Random
Effects Models: Some Considerations for Educational Research. 1ZA Discussion Paper No. 5287
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Das lineare gemischte Modell ~ Spezialfslle

Beispiel 100-Meter-Lauf

Das Modell fir die 100-Meter-Lauf-Daten
Vi=Bg +bi+ei bR NO7T, g5 CNO,0%), b Ley,
|3sst sich in die Form

y=XB+2Zb+c¢, b~ N(0,G), e ~N(O,R), b Le

bringen mit

y=011-,¥203) b= (by,...,bx)
1 ...10 ...0Y

XZ(O 01 1) G =7l

B= (ﬂ1752)/ €= (511, R 7E20,3)
111 ...000)\

Z= R = 2%l g.
o 00 ... 1 11
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Spezialfall Longitudinal- und Clusterdaten

Wiederholte Beobachtungen yj; der Zielvariablen — Beispiel in Ubung
@ von Subjekt i zum Zeitpunkt t; bei Longitudinaldaten
o fiir das j-te Objekt aus dem Cluster i bei Clusterdaten

Y, i=1,....,N,j=1 ... n;.

mit jeweils Kovariablenvektor (xfj,z&

Verschiedene Variabilitdtsquellen in den Daten:

@ Zwischen den Subjekten/Clustern, Abweichungen vom Populationsmittel.

@ Innerhalb des Subjekts/Clusters, Abweichungen einer Messung vom
Mittelwert des entsprechenden Subjekts/Clusters.
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Spezialfall Longitudinal- und Clusterdaten

Das lineare gemischte Modell auf Beobachtungs- bzw. Cluster/Subjekt-Ebene ist

vi = xpB+zibi+e; j=1,...,nmi=1...,N bzw.
Yy, = XiB+Zbi+e, i=1... N

wobei X; und Z; die n; Zeilen xf-j bzw. zf.j enthalten und y; = (yi1,- - Yin;)-

Annahmen:
@ Unabhingig und identisch normalverteilte zufallige Effekte b; ~ N(0, D),
@ unabhangig und normalverteilte Fehler g; ~ N(0, X;),
@ by,....,by,e1,...,eyn unabhingig,

@ D positiv semi-definit und X1, ..., Xy positiv definit.
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Spezialfall Longitudinal- und Clusterdaten

Yy, = XB+Zbi+e, i=1,... N
o B3=(B1,...,5,) entspricht den (festen) Populationseffekten.

o b; = (bi,...,by)" entspricht den (zufillligen) subjekt- /
clusterspezifischen Effekten.

e X, = : , Zi= : sind die Designmatrizen fiir die p

! z
mn;j n;
populationsspezifischen bzw. g subjektspezifischen Kovariablen.

Dabei kénnen die Kovariablen mit j (bzw. tj;, zeitvariierend) variieren oder nicht.

Falls die Variablen z;; in xj; enthalten sind, lassen sich die b; mit E(b;) = 0 als
individuelle Abweichungen vom Populationsmittel interpretieren.
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Spezialfall Longitudinal- und Clusterdaten

Das lineare gemischte Modell fiir Longitudinal- und Clusterdaten ist ein Spezialfall
des allgemeinen LMMs

y=XB+2Zb+c¢, b~ N(0,G), e ~N(O,R), b Le

mit
o y=(yi,--.,yN) und e = (g},...,e)) der Linge n= vazl n;,
@ 3 der Lange p,
e b= (by,...,by) der Linge r = Ng,
@ X = (X7|...|X}) der Dimension n x p,
o Z = blockdiag(Z1,...,Zy) der Dimension n x Ng,
o G = blockdiag(D,...,D,..., D) der Dimension Ng x Ng,
@ R = blockdiag(Xy,...,X;,...,Xy) der Dimension n X n.

Die blockdiagonalen Kovarianzmatrizen resultieren aus der Unabhidngigkeits-
annahme fiir Beobachtungen an verschiedenen Individuen / Clustern.
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Das lineare gemischte Modell ~ Spezialfslle

Spezialfall hierarchische Struktur: Beispiel

Die Lesefdhigkeit von 875 achtjahrigen Schiilern in 29 Klassen in 11 Schulen wird
anhand eines standardisierten Scores y gemessen. Mogliches Modell:

Yik = o+ b+ bj+ €k,
bi % N(0,72), by " N(0,72), ek < N(0,52), by, byj, jjx unabh.
wobei
@ yji: der Lesescore des k-ten Kindes in der j-ten Klasse der i-ten Schule
@ fp: die allgemeine mittlere Lesefdhigkeit von Achjihrigen

o b;: die Abweichung der mittleren Lesefihigkeit in Schule i vom allgemeinen
Mittel

@ bj: die Abweichung der mittleren Lesefdhigkeit der Klasse j vom Mittel ihrer
Schule i

@ ¢jj: die Abweichung der Lesefdhigkeit von Kind k von der mittleren
Lesefahigkeit seiner Klasse.
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Das lineare gemischte Modell ~ Spezialfslle

Spezialfall hierarchische Struktur: Beispiel

Das Modell lasst sich wieder in die allgemeine LMM-Form

y=XB+2Zb+c¢, b~ N(0,G), e ~N(O,R), b Le

bringen mit
oy = (y17171, e ,y1173730)/ und g = (617171, . ,61173,30)/ der Léinge n = 875,
e X =(1,...,1) der Dimension 875 x 1,
° 8= o,
e b= (bl7 e b11|b171, e b1173)/ der Lange r = 11 4+ 29 = 40,
o Z = (blockdiag(Z1, ..., Z11)| blockdiag(Z1,1,...,Z11,3)) der Dimension

875 x 40, wobei Z; bzw. Zj; Einservektoren sind mit Lange gleich der Anzahl
der Schiiler (bzw. der Schiiler in Klasse j) in Schule i,

o G = blockdiag(72111,72129) der Dimension 40 x 40,
R = 621475 der Dimension 875 x 875.
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Spezialfall gekreuzte Struktur: Beispiel

In einem Phonetik-Experiment sprechen 9 Subjekte 140 Worte, in denen s- und
sch-Laute vorkommen, je 5 mal. Ein akustischer Index y misst, ob der
gesprochene Laut einem s oder sch niher ist.

Méogliches Modell fiir yj (ite Person, jtes Wort, kte Wiederholung):

Yiik = XJ'B + b; + G + d,'j + Eijk,
bi % N(0,72), ¢ % N(0,72), dy & N(0,73), e = N(O,0?),
bi, ¢j, djj, €jjx unabhangig, i=1,...,9; j=1,...,140; k=1,...,5,
mit
o (3 Effekte von Wortmerkmalen wie Betonung etc.
o zufillige Effekte b; fiir Person i, ¢; fiir Wort j und dj; fiir deren Interaktion.

Ein einfacheres Modell wére das Modell ohne Interaktion dj;.
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Das lineare gemischte Modell ~ Spezialfslle

Spezialfall gekreuzte Struktur: Beispiel

Das Modell lasst sich wieder in die allgemeine LMM-Form
y=XB+2Zb+c¢, b~ N(0,G), e ~N(O,R), b Le
bringen mit

oy = (y17171, e ,yg714075)/ und g = (617171, . ,69714075)/ der Léinge
n=29-140-5 = 6300,
@ X der Dimension 6300 x p enthdlt x; zeilenweise,

0 Z = Iy ® 1405|119 ® l140 ® 15|l9.140 ® 15) der Dimension 6300 x 1409,
wobei 1, der Einservektor der Linge / ist und ® das Kroneckerprodukt.

e b= (b17. . .,b9|C17. . .,Cl4o|d1’1,. . .7d9,140)/ der Léinge
r=9+4140+ 9 - 140 = 1409,

o G = blockdiag(72lg, 721140, 7319.140) der Dimension 1409 x 1409,
@ R = 0?lg309 der Dimension 6300 x 6300.
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Das lineare gemischte Modell  Die Kovarianzstruktur

Die Kovarianzstruktur

@ G und R modellieren die Abhangigkeitsstruktur von b bzw. €. Zusatzliche
Annahmen (z.B. Diagonalmatrix) - unabhangig fiir G und R - ergeben
Modelle verschiedener Komplexitat und Flexibilitat.

@ G, R und Z implizieren zusammen die Kovarianzstruktur fiir y,
V =Cov(y)=ZGZ +R.

@ Zb zusammen mit G modelliert Unterschiede zwischen
Beobachtungseinheiten - z.B. zwischen Schiilern und Klassen.

@ ¢ ist der Fehlerterm. R fingt moglicherweise verbleibende Autokorrelation
auf, die nicht durch Zb erklart wird.
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Das lineare gemischte Modell  Die Kovarianzstruktur

Die Kovarianzstruktur - longitudinales Beispiel

>_
S —— average evolution
N subject 1
fffff subject 2
Time
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Das lineare gemischte Modell  Die Kovarianzstruktur

Conditional Independence Model

Die starkste Annahme fiir die Fehler ist, dass sie unabhangig und identisch
normalverteilt sind, R = o21,, oder

e 8 N0,0%),i=1,....n & e~ N(0,021,).

Aus der Unabhingigkeit der Fehler folgt die bedingte Unabhangigkeit der y;
gegeben b, also von y;|b, ..., y,|b.

Die Korrelation zwischen den Beobachtungen y; wird im Conditional
Independence Model nur durch den Vektor b der zufdlligen Effekten erzeugt.

Werden die zufilligen Effekte zusitzlich unabhdngig angenommen, (bei
Longitudinal-/Clusterdaten D = diag(7{, ...,72) diagonal) so spricht man von
einem Varianzkomponentenmodell.
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L Do lineare gemischte Modell PDie Kevaramzstuukeur
Spezialfall Random Intercept Modell

Bei Designvektor zj; = 1 ergibt sich das Random Intercept Modell

yi = XyB+ b +e5. b N0, 72)

mit individuellen Interzepten (Beispiel 100-Meter-Lauf mit x},3 = 3,,).

In Kombination mit &; ~ N(0,021,,) fiihrt dies zur marginalen Kovarianzstruktur
Cov(yj, yix) = 72 + 0% 0
72

= Corr(yjj, yik) = =:p>0, j#*k

02472

(mit Kronecker-Delta ¢ = 1 fiir j = k, djx = 0 sonst.)
Block-konstante Korrelationsstruktur der Zielvariablen (Compound Symmetry).
p groll wenn interindividuelle Varianz grol relativ zur intraindividuellen Varianz.
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Random Intercept-Random Slope Modell

Beim Random Intercept-Random Slope Modell

T12 T2

o X! bo:i & byt - en (bor. b)Y M N (0 T
yl_]_xij/@+ oi + lltl_/—i_gl_]) (017 1/) ~ 5 2

unterscheiden sich individuelle Interzepte und Steigungen, z.B. liber die Zeit. Bei
e; ~ N(0,021,,) ergibt sich eine quadratische Varianzfunktion:

Var(y,-j) = T12+2’7'12t,'j+7'22t§+0'2 und
Cov(yy,yixk) = 7'12 + T12tjj + T12tik + Tzztijtikv J# k.
Bei zusatzlichem quadratischen Term b2,-t§ ergibt sich ein Polynom 4. Ordnung.

Nicht-longitudinales Beispiel: t;; Dosis eines Medikaments - by; beriicksichtigt
individuelle Unterschiede in der Reaktion auf das Medikament.
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Allgemeines R

Manchmal ist die Annahme R = 21, zu vereinfachend.

Autokorrelation
Bei Longitudinaldaten (— ALD) z.B. wird R block-diagonal gewihlt, mit (bei
balanzierten Daten) unstrukturierten Kovarianzen X; oder

Cov(ejen) =  otdu  + org(|ty — tul)
. Messfehler  Autokorrelation

fiir eine monoton fallende Funktion g(-) mit g(0) =1 und |i_>m g(u)=0.

Haufig nur entweder unabhangiger oder autokorrelierter Teil gut schatzbar.

Heteroskedastizitat
Bei den 100-Meter-Lauf-Daten kénnte man z.B. zulassen, dass die Varianz 0’; der
individuellen Zeiten vom Geschlecht abhangt.
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Das lineare gemischte Modell = Konditionale und Marginale Perspektive

Konditionale und marginale Perspektive

Konditionale oder bedingte Perspektive auf das gemischte Modell:

ylb~ N(XB+ Zb,R), b~ N(0,G). (8)

Interpretation: Die zufilligen Effekte sind individuelle Effekte (von Beobachtungs-
einheiten), die in der Population variieren und unter Normalverteilungsannahme
geschitzt werden.

In dieser hierarchischen Formulierung des LMM wird der Erwartungswert von y;
als Funktion von Populationseffekten und individuellen Effekten modelliert.

Marginale Perspektive auf das gemischte Modell:
y~N(XB,V) mit V=ZGZ +R (9)

Interpretation: Die zufilligen Effekte induzieren eine Korrelationsstruktur und
ermoglichen so eine valide statistische Analyse korrelierter Daten.

In der marginalen Formulierung des LMM wird der marginale, iiber die Population
gemittelte Erwartungswert von y; als Funktion von Populationseffekten modelliert.
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Das lineare gemischte Modell = Konditionale und Marginale Perspektive

Konditionale und marginale Perspektive

@ Aus der hierarchischen Darstellung (8) folgt die marginale Darstellung (9).

@ Bezeichne mit p die Dichten der entsprechenden Verteilungen. Dann ist
einfach zu zeigen, dass die Dichte der marginalen Verteilung

ply) = / p(y|b)p(b)db

die Dichte einer Normalverteilung (NV) mit EW X3 und Kovarianz
V=2ZGZ +Rist.

e Im LMM, wenn y|b normalverteilt ist, ldsst sich diese Integration analytisch
durchfiihren. Dass dies fiir andere Verteilungen der Exponentialfamilie nicht
geht, ist ein wesentlicher Grund dafiir, dass die Inferenz fiir generalisierte
lineare gemischte Modelle (GLMMs) schwieriger ist als fiir LMM:s.
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Das lineare gemischte Modell = Konditionale und Marginale Perspektive

Konditionale und marginale Perspektive

@ Aus der marginalen Verteilung von y alleine folgt nicht die bedingte
Verteilung fiir y gegeben b und die Verteilung von b.

o Das marginale Modell fiir sich betrachtet nimmt keine zufilligen Effekte an,
um Heterogenitaten darzustellen.

@ Nicht jede Kovarianz V erlaubt hierarchische Interpretation, V = ZGZ' +R.

Hierarchisches und marginales Modell sind also nicht dquivalent. Beispiel:

@ Random Intercept Modell hierarchisch: 72 als Varianz muss nicht-negativ sein.

@ Marginal Compound Symmetry: 72 als Kovarianz kdnnte negativ werden.

Dennoch gleiche Interpretation der festen Effekte 3 in hierarchischer und
marginaler Formulierung des LMM. Dies ist aber i.A. fiir GLMMs nicht der Fall!
(Mehr dazu in Kapiteln 6+47.)
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Das lineare gemischte Modell = Konditionale und Marginale Perspektive

Konsequenzen fiir die Schiatzung

@ Hauptinteresse nur an festen Effekten 8
= Verwendung des marginalen Modells.

@ Interesse an festen und zufalligen Effekten 3, b sowie den

Varianz- /Kovarianzkomponenten in der Kovarianzmatrix D
= Verwendung der hierarchischen Darstellung.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Schatzung der festen Effekte

Fiir die Schatzung der festen Effekte 3 verwenden wir die marginale Verteilung
(9). y ~ N(XB, V).

Wir nehmen zunichst an, dass die Kovarianzen Cov(b) = G und Cov(e) = R,
und damit Cov(y) = V = ZGZ' + R, bekannt sind. Dann ist (9) ein allgemeines
lineares Modell. Das verallgemeinerte Kleinste-Quadrate (KQ)-Kriterium

min (y = XB)'V "} (y = XB)
fiir 3 ergibt den verallgemeinerten KQ-Schéatzer (Aitken-Schitzer)
B=(X'VIX)T X'Vl (10)

. . . _ _ -1 ..
(Wir nehmen hier an, dass die Inversen V' und (X'v 1X) existieren.
Verallgemeinerungen mit generalisierten Inversen existieren.)
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Schatzung der festen Effekte

Dies ist gleichzeitig der Maximum-Likelihood (ML)-Schatzer, wenn wir die
Normalverteilungsannahme treffen: Die log-Likelihood fiir 3 aus dem marginalen
Modell (9) ist

I(8) =~ log(2r) — 2 log |V| — S(y ~ XBY' V" (y ~ XB). (1)

T 1B =XV y-XB) L0 = B=(X'VX)T X' Vly.

@/
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Optimalitat des Schatzers fiir 3

,B' ist der BLUE, der beste lineare erwartungstreue Schitzer (best linear unbiased
estimator) fiir 3. Beweis:

Erwartungstreue E(Z\")’) = (X/V71X)71 X'V7IXB =3 ist klar.

Sei B8 = a+ By ein anderer linearer erwartungstreuer Schatzer fiir 3.
= E@B)=a+BXB=8Y8 = a=0und BX = I,
= Fiir alle ¢ € R” gilt

Var(c'B) — Var(c'B3)
= BVB'c—c/(X'V X)) IX'Vlvv-iX( X'V X)) lc
= ¢BVB'c—-'BX(X'V'X)"1X'B'c
= BVY?[l,— v 2X(X'VIX) X'V Y2 v2B ¢ > 0,

da die mittlere Matrix eine Projektionsmatrix (idempotent) und damit positiv

semi-definit ist. Damit ist ,@ der lineare erwartungstreue Schitzer mit der kleinsten
Varianz. ]
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Optimalitat des Schatzers fiir 3

@ Unter der Normalverteilungsannahme kann man sogar zeigen, dass 3 der
beste erwartungstreue Schitzer ist.

o Mit der Transformation X* = V™Y/2X, y* = V~12y e = V" V/%(Zb +¢)
gilt y* = X"B+¢e* mit e* ~ N(0, I,,).

Somit kann das marginale Modell y ~ N(X3, V) auf das gewdhnliche lineare
Modell y* ~ N(X*3, I,) zuriickgefiihrt werden.

Die Optimalitatseigenschaften von B ergeben sich dann unmittelbar aus dem
GauR-Markov-Theorem fiir das gewdhnliche lineare Modell.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Pradiktion der zufilligen Effekte

Oft ist es von Interesse, auch Vorhersagen fiir die zufilligen Effekte b zu erhalten.

Dazu benétigen wir die hierarchische Modellformulierung (8).

Unter der Normalverteilungsannahme ist der bedingte Erwartungswert
b := E(b|y) von b, gegeben die Daten y, die beste lineare erwartungstreue
Vorhersage (BLUP, best linear unbiased prediction) fiir b.

o bist wegen des Satzes vom iterierten Erwartungswert unverzerrt:
E(b) = E(E(bly)) = E(b) = 0.

Fiir die zufilligen Effekte wird hierbei Unverzerrtheit als E(B) = E(b)
definiert und nicht etwa als E(b|b) = b fiir alle b.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Pradiktion der zufilligen Effekte

o b= E(bly) minimiert E[(b — b)'(b — b)] in der Klasse der unverzerrten,
linearen Schatzer b:

da E[(b — b)'(b — b)] = E, Egy, [(b — b) (E(bly) — b)] = 0.
Gleichheit gilt fiir b = b.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Pradiktion der zufilligen Effekte

Um b explizit zu bestimmen, betrachte die gemeinsame Verteilung von y und b.
Diese ergibt sich aus dem zweistufigen hierarchischen Modell fiir y|b und b zu

(3)=#((%) (62 &) @

Herleitung fiir Interessierte: — Extrablatt.

Klar: Aus (12) folgt wiederum (Satz B.4, Fahrmeir et al., 2009)
e b~ N(0,G)
o ylb~ N(XB+Zb,V—-ZGG 'GZ' =R).

Aus (12) folgt (Satz B.4, Fahrmeir et al., 2009) der bedingte Erwartungswert
E(bly) = GZ'V ™} (y - XB). (13)

In der Praxis wird der unbekannten Vektor 3 in (13) durch den verallgemeinerten
KQ-Schéatzer B aus (10) ersetzt,

b=GZ'Viy-XB)=(ZR'Z+G ) 'ZR  (y - XB3).
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Henderson’'s mixed model equations

BLUE und BLUP (gemeinsam auch mit BLUP bezeichnet) 3 und b sind die
Losung der sogenannten Henderson's mixed model equations

X'RIXB+X'R'Zb = X'Rly (14)
ZR'XB+(ZR'Z+GY)b = Z'R'y
Fiir diese Schitzgleichungen gibt es mehrere Herleitungen, u.a. folgende drei:

Q B und b haben minimale erwartete quadratische Abweichung unter den
linearen erwartungstreuen Schatzern/Vorhersagen

(Analog: Linearkombinationen, z.B. y = XB—|—Zb)
@ Eine bayesianische Herleitung (mehr in Kapitel 4).

@ Die Schéatzgleichungen ergeben sich bei simultaner Maximierung (bzgl. 3 und
b) der sogenannten gemeinsamen Likelihood L(3, b) basierend auf der
gemeinsamen Dichte von y und b.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Gemeinsame / penalisierte Likelihood
Wegen p(y, b) = p(y|b)p(b) ergibt sich (bis auf additive Konstanten)
(3, b) = log (3, b) = 3 (y ~ X3~ ZbY R (y - X3~ Zb)— , b'G 1. (15)

Diese kann als penalisierte Likelihood aufgefasst werden mit Strafterm b'G'b.
Die Maximierung ist dquivalent zur Minimierung des penalisierten KQ-Kriteriums

KQpen(B,b) = (y — XB — Zb)R™*(y = XB — Zb) + b'G™'b.  (16)

@ Der erste Term entspricht einem verallgemeinerten KQ-Kriterium.

@ Der zweite Term beriicksichtigt die Verteilungsannahme fiir b und bestraft
(b'G™'b > 0 wegen G > 0 als Kovarianz) Abweichungen von E(b) = 0.

o Fiir G =0 gilt b=0.
o Fiir G™* — 0 geht b'G*b — 0 und b wird wie ein fester Effekt geschitzt.

Differenzieren von KQpen(3, b) und Nullsetzen der Ableitungen ergibt (14).

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 43



Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Definiert man € = (X|Z) und die partitionierte Matrix

(90),

so lasst sich die Lésung der Schiatzgleichung (14) auch in der folgenden
kompakten Form schreiben

( % ) =(C'R'C+A)IC'Ry. (18)

In dieser Form erkennt man die enge Beziehung zur Ridge-Schatzung.
Ebenso besteht ein enger Zusammenhang zur (empirischen) Bayes-Schatzung
(mehr dazu spater).
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Shrinkage

b ist ein Shrinkage-Schatzer fiir b, d.h. seine Komponenten haben eine geringere
Streuung als sie hatten, wenn b als feste Effekte behandelt wiirden.

Dies scheint auf den ersten Blick der Eigenschaft der Unverzerrtheit des BLUP zu
widersprechen. Erwartungstreue bedeutet hier jedoch

und nicht

E(b|b) = b fiir alle b.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Shrinkage

y = XB+Zb
= XB+ZGZ'Vl(y — XB)
= (V-ZGZ)V 'XB+2GZ'V'ly
= RV XB+2ZGZ'V'ly.

Der BLUP fiir y ist also ein gewichtetes Mittel des Populationsmittels X,B' und
der individuellen Daten y. Die beobachteten Daten werden gegen das
Populationsmittel ,,geschrumpft” (“borrowing of strength™).

Beachte, dass V=R + ZGZ'.

@ Wenn die Varianz der Residuen R imA\/erhéltnis zu ZGZ' groR ist, wird viel
Gewicht auf das Populationsmittel X3 gelegt.

@ Wenn R klein ist, gilt das Gegenteil.
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Likelihood-Schatzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Shrinkage: Varianz-Bias-Tradeoff
Beispiel Random-Intercept-Modell (ohne Kovariablen)
iid 2 iid 2
yij = bj+ ¢, bi ~ N(0,7%), 5 ~ N(0,07),
j=1,...,mi=1,...,N.

Fiir den BLUP BBLUP und den KQ-Schitzer BKQ, der b als feste Effekte schatzt,
gilt

BBLUP BKQ
b;
E(bi|b))
Var(b;|b;)
MSE(b;)

MSE(b;) = E, E,p[(bi — b;)?] = Es[Var(bi|b;) + (E(b;|b;) — b;)?].
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Schatzung der Kovarianzstruktur

Sei 1 der Parametervektor, der alle unbekannten Parameter in den
Kovarianzmatrizen R = R(¢), G = G(¢) und V = V(9) enthilt.

Indem man einen (konsistenten) Schitzer 9 einsetzt, erhilt man die geschitzten
Kovarianzmatrizen

R=R(®), G=G(d), V=V(@D)

die fiir die Berechnung der BLUPs von 3 und b verwendet werden kénnen.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Maximum-Likelihood (ML)-Schéatzung von 9

Die ML-Schéatzung von ¥ basiert auf der Likelihood des marginalen Modells

y ~ N(XB, V(9)).
Die log-Likelihood fiir 3 und 1 ist bis auf additive Konstanten gegeben durch

1(8.9) =~ {Iog\v 9+ (y = XB)V(®) "y - XB)}.
Maximiert man /(3,9) fiir festes 9 beziiglich 3, so erhélt man (wieder)
B9) = argmax (18, 9)) = (X' V() X) " X' V()"
Einsetzen von B(ﬁ) in I(8,9) liefert die nur von ¥ abhangige Profil-log-Likelihood

Ip(9) = 1(B(9), 9) = 5 {log|V(®)| + (y — XB&) V(9) (v ~ XB(9)}

Maximierung von Ip(9) beziiglich 9 liefert den ML-Schatzer 5/\//1_-
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Motivation REML-Schatzung

ML-Schétzer fiir Varianzen sind (nach unten) verzerrt, da der Verlust von
Freiheitsgraden durch die Schitzung von 3 unberiicksichtigt bleibt.

Beispiel lineares Modell Y ~ N(X3,021,)

o ML-Schitzer ist 52 = 1&g, aber E(?) = P2,

n

. ey - . . ~ S~
@ Benutzt wird iiblicherweise der erwartungstreue Schitzer 52 = 1 TEEE

Dies ist der restringierte Maximum Likelihood-Schétzer. Er berucksmhtigt den
Verlust an Freiheitsgraden durch Schitzung von 3.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

REstringierte Maximume-Likelihood (REML)
Schatzung von ¥

Grundidee: Basiere Likelihood nicht auf y, sondern auf (n — p) linear
unabhangigen Fehlerkontrasten Ay, deren Verteilung von 3 unabhingig ist.

Teile die log-Likelihood in zwei Teile auf fiir Ay (fiir ) und By (fiir 3) mit
@ A von Rang n— p und B von Rang p.
@ Die zwei Teile sind statistisch unabhangig, also hier Cov(Ay, By) = 0.

@ Ay sind Fehlerkontraste, d.h. E(Ay) = 0.
@ BX hat Rang p (= By schitzt eine eineindeutige Funktion von 3).

Geeignete Matrizen: A= I, - X(X'V'X)"1 X'V, B=(X'V'X)1x'v!

— Englischer Name residual oder restricted maximum likelihood estimation.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Aus den ersten zwei Punkten folgt, dass die log-Likelihood / = I' + I* ist (bis auf
additive Konstanten), /” fiir Ay und /* fiir By.

Maximierung von /* (aus By) bzgl. 3 ergibt den MLE/BLUE B (abhéngig von 9).

Maximierung von I’ (aus Ay) bzgl. 9: Die restringierte log-Likelihood ist (bis auf
additive Konstanten) unabhangig von dem gewahlten Fehlerkontrast

%(y — XB)'V~(y - XB)

= (), )~ 3 log|X'V x| (19)

1 1
Ir(9) —> log| V| = S log IX'ViX| -

Herleitung fiir Interessierte: — Extrablatt R
Maximierung ergibt den restringierten ML- (REML)-Schatzer Ygepy fiir 9.

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 52



Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Alternative Herleitung des REML-Schatzers

Alternativ maximiert der REML-Schatzer EREML die marginale log-Likelihood fiir
¥, bei der B aus der Likelihood L(3,1) des marginalen Modells herausintegriert
wird

In(9) = log ( / L(ﬁ,ﬂ)dﬁ) | (20)

Diese ergibt sich bis auf additive Konstanten wieder als (19). — Ubung

Auch beim LMM ist che Reduktion der Verzerrung von @ML der Hauptgrund fiir
die Verwendung von Ygep als Schitzer fiir 9. Es ist jedoch allgemein nicht
gesichert, ob auch der mean squared error (MSE) geringer wird.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle ~ Schitzung der Kovarianzstruktur

Empirische Versionen von BLUP und BLUE

Mit den durch (RE)ML geschitzten Kovarianzmatrizen R, G und V ergeben sich
empirische Versionen von BLUP und BLUE, EBLUP und EBLUE, fiir b und g3,

—1 ~—=1

B=(X'V X)XV 'y, b=GZV (y—XB)

@ Im Gegensatz zum linearen Modell sind die Schatzer der festen Effekte 3 im
LMM abhangig von der Kovarianzmatrix V. Daher sind die Schatzer
B(Yremi) und B(9me) nicht identisch.

o Nach Einsetzen von 9 gelten die Optimalititseigenschaften nicht mehr exakt.

o Ebenso sind die Varianzen bzw. Kovarianzmatrizen der Schétzer analytisch
nicht exakt zugénglich (mehr spiter).
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle  Numerische Berechnung der Schitzer

Numerische Berechnung der Schatzer

e Die Maximierung von Igr(®9) [Ip(¥9)] zur Berechnung von dgemy [Ome] erfolgt
wegen Nichtlinearitat in 9 meist per Newton-Raphson oder Fisher-Scoring.

@ Dabei kdnnen diese Algorithmen keine Restriktion von Parametern auf [0, o)
beriicksichtigen, sodass negative Schatzer fiir Varianzen entstehen kdnnten.

@ Daher maximiert 1me () in R-Paket nlme die (restringierte) log-Likelihood
bzgl. der skalierten log-Varianzen. Allerdings kann diese Methode ein
Maximum in der Null (kein zufilliger Effekt) nicht finden.

@ 1lmer () in R-Paket 1me4 verwendet eine Parametrisierung, die iiber eine
Nebenbedingung positiv (semi-)definites G sicherstellt und singuldres G
erlaubt. Die Funktion verwendet Optimierung mit Nebenbedingungen statt
Newton-Raphson.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle  Numerische Berechnung der Schitzer

Numerische Berechnung der Schatzer

@ Die Bedingungen an ¢ unterscheiden sich zwischen marginalem (V positiv
(semi-)definit) und konditionalem Modell (G und R positiv (semi-)definit).
Softwarepakete maximieren bzgl. 1 zum Teil liber einen gréReren
Parameterraum als das konditionale Modell implizieren wiirde.

@ Die historisch erste Alternative ist der EM-Algorithmus, der die zufalligen
Effekte als fehlende Daten behandelt. Die Konvergenz kann langsam sein.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle  Numerische Berechnung der Schitzer

Likelihood-Schatzung in R

Das klassische Paket zur LMM-Schétzung in R ist nlme. Eine ausfiihrliche
Beschreibung findet man im Buch der Autoren, Pinheiro & Bates (2000).

Der iterative Optimierungsalgorithmus ist eine Hybridversion aus zundchst EM-
und im Anschluss Newton-Raphson(NR)-Algorithmus.

o EM-Algorithmus: lterationen schnell und einfach zu berechnen. Schnell nahe
ans Optimum, Konvergenz nahe des Optimums potentiell sehr langsam.

o NR-Algorithmus: lterationen sehr rechenintensiv. (Berechnung 1. und 2.
Ableitung, Scorefunktion, Hessematrix, in jedem Schritt.) Méglicherweise
instabil entfernt vom Optimum. Sehr schnelle Konvergenz nahe des
Optimums.
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Likelihood-Sch&tzung fiir lineare gemischte Modelle  Numerische Berechnung der Schitzer

Alternativen

o Fiir additive und generalisierte additive gemischte Modelle (mehr dazu in
Kapitel 5) eignet sich das R-Paket mgcv, siehe auch Wood (2006).

@ 1lme4 ist eine neuere Weiterentwicklung von Douglas Bates und Koautoren,
das lineare und generalisierte lineare gemischte Modelle fitten kann (unter
Benutzung von S4-Klassen). Siehe auch Bates, Maechler, Bolker & Walker
(2015). Fitting Linear Mixed-Effects Models using Ime4. Journal of Statistical
Software, angenommen. http://arxiv.org/abs/1406.5823.

@ Viele Beispiele fiir lineare gemischte Modelle mit SAS proc mixed finden
sich in Verbeke & Molenberghs, 2000.

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 58


http://arxiv.org/abs/1406.5823

Inhalt

© Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell
o Kovarianzmatrizen fiir die Schitzer
@ Tests fiir die festen Effekte
@ Tests fiir die zufilligen Effekte oder Varianzkomponenten
@ Modellselektion



Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell ~ Kovarianzmatrizen fiir die Schatzer

Schatzung der Kovarianzmatrix der Schatzer

Bei bekannter Kovarianzstruktur ist wegen (18) — Ubung

B Rt 1
Cov(Bb> = (CRC+A . (21)

Beachte, dass Cov(B — b) statt Cov(B) verwendet wird, was den Bias durch
Shrinkage und die Variabilitdt in b beriicksichtigt.

Geschitzte Versionen mit eingesetztem R und A kénnen zur Konstruktion
approximativer Konfidenz- oder Vorhersageintervalle fiir Ausdriicke in 3 und b
verwendet werden (z.B. fiir neue Beobachtungen y;); die Diagonalelemente

ergeben geschatzte Varianzen fiir die Komponenten von 3 bzw. b.

Beachte, dass die Variabilitdt durch die Schitzung der Kovarianzparameter nicht
beriicksichtigt wird und die tatsichlichen Varianzen daher unterschitzt werden.
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Schatzung der Kovarianzmatrix der Schatzer

Manchmal wird auch eine Alternative verwendet, bei der b wie ein fester Effekt
behandelt wird, indem man auf b bedingt. Dann erhalt man — Ubung

(9

Diese Kovarianzmatrix ist von der Sandwich-Matrix-Form, da sie wie ein Sandwich
aus (C'R™'C + A)~! und C'R™* C zusammengesetzt ist.

b) — (CR'C+A)'CRIC(CRIC+A . (2

Nach Einsetzen der Schatzer IA? A erhilt man die geschatzte Kovarianzmatrix.

Wir préferieren (21). (22) fiihrt zu kleineren Standardfehlern,

() (1))

— (C'R'C+A) "A(CR'C+A) " >0
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Tests fur die festen Effekte

Mit den geschitzten Kovarianzmatrizen lassen sich Wald-Tests fiir
Ho: LB =0 gegen Ha: LB #0 (23)
oder Konfidenzintervalle konstruieren. Dazu benutzen wir, dass
Tw = (B~ B)'L'[LCov(B)LL(B ~ B)

asymptotisch XzRang(L)-verteilt ist. Es kénnen auch robuste Kovarianzmatrix-

Schétzer verwendet werden, siehe z.B. Liang & Zeger (1986). Longitudinal Data
Analysis Using Generalized Linear Models. Biometrika, 73 (1), 13-22.

Wichtig: Alle asymptotischen Ergebnisse in diesem Kapitel gelten in LMMs fiir
Longitudinal- oder Cluster-Daten, in denen y aus N unabhéngigen Teilvektoren y;
besteht, fiir N — oco. Resultate fiir allgemeine LMMs sind schwierig zu zeigen
(vgl. die Diskussion in Ruppert, Wand & Carroll (2003), Kapitel 4.8).
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Die Wald-Teststatistik basiert auf Standardfehlern (21), die die wahre Variabilitit
in 3 durch Vernachldssigung der Schiatzung von 9 unterschitzen.

Dieses Problem wird haufig durch approximative t- oder F-Statistiken verringert:

o Fiir einen einzelnen Parameter 3; in B wird die Verteilung von
(8; — Bj)/SE(B;) durch eine t-Verteilung approximiert.

o Fiir generelle Hypothesen (23) wird die Verteilung von

(8 - B)L'[LCov(B)L'|"1L(B - B)
Rang(L)

F:

durch eine F-Verteilung mit Rang(L) Z3hler-Freiheitsgraden approximiert.
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Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell = Tests fiir die festen Effekte

Die Freiheitsgrade fiir die t-Verteilung bzw. die Nenner-Freiheitsgrade fiir die
F-Verteilung werden aus den Daten geschatzt. Haufig wird die Satterthwaite-
Approximation verwendet, die die Momente der Verteilungen matcht.

Fiir kleine Stichproben gibt die Methode nach Kenward und Rogers bessere
Ergebnisse. Diese beriicksichtigt die zusatzliche Unsicherheit durch Schatzung
von 9.

Die Berechnung von Satterthwaite-artigen Freiheitsgraden ist recht rechenintensiv

In R: R-Paket pbkrtest, siche Halekoh & Hgjsgaard (2014), A Kenward-Roger
Approximation and Parametric Bootstrap Methods for Tests in Linear Mixed
Models — The R Package pbkrtest, Journal of Statistical Software, 59 (9).
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Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell = Tests fiir die festen Effekte

Alternativ kdnnen wir den Likelihood-Quotienten-Test (LQT) verwenden. Bei
nicht so groem n gibt der LQT meist genauere Ergebnisse als der Wald-Test.

Die Teststatistik des LQT

Tior =2supl(B,9) — 2supl(B,9)
Ha Ho

ist asymptotisch unter der Nullhypothese Xf{ang(l_)—verteilt. Voraussetzungen:

@ genestete Modelle
o gleiche Kovarianzstruktur in jedem Modell

o keine REML-Schatzung! (Bei verschiedenen festen Effekten unter Hy und Ha
unterscheiden sich die Fehlerkontraste Agy und Apy = die Likelihoods fiir
Aoy und Ay sind nicht vergleichbar.)

Beachte aulerdem, dass die Approximation bei kleinem n — p schlecht sein kann.

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 65



Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell = Tests fiir die zufélligen Effekte oder Varianzkomponenten

Tests fiir die (Ko-)Varianzkomponenten in ¢
Bei Longitudinal- oder Clusterdaten mit

d11 . dlq D1 dlq

thg ... dgq dhg ... dgq

konnte z.B. ein Test fiir

0
D,
Ho : D= : mit D positiv-definit (g —1 x g — 1) gegen
0 ... 0
Ha: D positiv-semidefinit (g x q) (24)

von Interesse sein. Dies entspricht einem Test fiir den gten zufilligen Effekt, z.B.
@ Hp: Random Intercept gegen Ha: Random Intercept und Slope (g = 2)
@ Hp: keine zufilligen Effekte gegen Ha: Random Intercept (g = 1).
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Asymptotische Verteilung des LQT

(24) verletzt die Standardannahme der getesteten Parameter im Innern des
Parameterraums. Z.B. dgq > 0 als Varianz und dgq = 0 (unter Hp) daher am Rand
des Parameterraums. (Generell: komplizierte Restriktionen an D > 0 und D; > 0.)

Fiir Longitudinal- oder Cluster-Daten mit N — oo hat T, o7 fiir (24)
asymptotisch unter Hy eine 0.5:0.5-Mischungsverteilung aus zwei X?;—l' und
X3-Verteilungen (x3-Verteilung = Punktmasse an der Null).

Fiir komplexere Hypothesen fiir D kdnnen komplexere y2-Mischungen entstehen.
Diese Mischungsverteilung gilt nicht, wenn ein Nuisance-Parameter (Stérpara-

meter) am Rand des Parameterraums liegt, also z.B. die Varianz der Random
Intercepts (nahe) Null ist, wihrend die Varianz der Random Slopes getestet wird.
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Exakte Verteilung des LQT

Kann y nicht in viele unabhangige Teilvektoren y;,i = 1,..., N unterteilt werden,
so approximiert die Mischungsverteilung die Verteilung von T, o7 meist schlecht.

Die exakte Verteilung von T gt fiir Hp : 72 = 0 im allgemeinen LMM mit
G = 7214, und R = 021, ist im R-Paket RLRsim (F. Scheipl) implementiert.
Approximationen fiir G = diag(771g,,...,721,.), s > 1, beruhen auf
@ Greven, S., Crainiceanu, C., Kiichenhoff, H. & Peters, A. (2008). Restricted
Likelihood Ratio Testing for Zero Variance Components in Linear Mixed Models.
JCGS, 17 (4): 870-891.
@ Scheipl, F., Greven, S. & Kiichenhoff, H. (2008). Size and Power of Tests for a
Zero Random Effect Variance or Polynomial Regression in Additive and Linear
Mixed Models. CSDA, 52 (7): 3283-3299.

Wenn nur Parameter in 19 getestet werden, kann auch ein restringierter LQT
basierend auf der REML-Schatzung verwendet werden. Die Asymptotik ist
entsprechend, die exakte Verteilung ist ebenfalls in RLRsim implementiert.
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Likelihood-Inferenz im linearen gemischten Modell =~ Modellselektion

Modellselektion

AIC- und BIC-Werte in Modelloutputs, z.B. von 1me() in R, basieren meist auf der
marginalen Likelihood (9), z.B. das Akaike Informationskriterium (AIC)

AIC = —2log I(3,9) + 2(p + d),

mit d die Anzahl der Parameter in 9. Ein AIC basierend auf der marginalen
restringierten log-Likelihood kann analog definiert werden.

Die Herleitung des AIC nimmt unabhidngig und identisch verteilte Beobachungen
sowie einen Parameterraum RP*9 an. Bei der Selektion von Parametern in 9 (mit
Restriktionen, z.B. Varianzen aus [0, c0)) fiihrt dies zu einem Bias und tendenziell
zu kleineren Modellen ohne zufillige Effekte.
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Modellselektion

Neuere Ansitze verwenden fiir die Selektion von zufalligen Effekten ein AIC
basierend auf der konditionalen log-Likelihood fiir y|b ~ N(X3 + Zb, R). Die
korrekten Freiheitsgrade werden hergeleitet in

@ Greven, S. und Kneib, T. (2010). On the Behaviour of Marginal and
Conditional AIC in Linear Mixed Models. Biometrika, 97(4): 773-789

und das konditionale AIC ist implementiert im R-Paket cAIC4.
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Bayes-Schitzung fiir lineare gemischte Modelle Wiederholung: Bayes-Inferenz

Wiederholung: Bayes-Inferenz

o Parameter 6 € O nicht deterministisch, sondern als zufillig angenommen.

@ Volles Wahrscheinlichkeitsmodell fiir alle beobachteten und unbeobachteten
GroRen bestehend aus:

© Beobachtungsmodell: bedingte Verteilung der Daten gegeben unbekannte
Parameter 0, p(y|6).

@ Priori-Verteilung p (0): driickt Vorwissen/Annahmen iiber 6 aus.

@ Mathematisch giinstig: zum Beobachtungsmodell konjugierte Prioris.
(Prioris und Posterioris in der gleichen Verteilungsfamilie.)

o Informationsgehalt der Priori: nicht oder schwach informative Prioris.
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Wiederholung: Bayes-Inferenz

o Statistische Schliisse basieren auf der Posteriori-Verteilung p (6|y),
0 € O, der bedingten Verteilung der unbeobachteten GroBen gegeben die
beobachteten Daten.

o Berechnung mit dem Satz von Bayes:

 pU0)p(0)
POW) = T (416)p(8) a6

mit der Normierungskonstanten der Posteriori-Dichte im Nenner.

o p(y|0)p(6)
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Wiederholung: Bayes-Inferenz

o Ubliche Punktschitzer der Bayesianischen Inferenz:

o Posteriori-Erwartungswert 0 =E(8ly),
o Posteriori-Median & = inf {6 : F(6|y) > 0.5},
o Posteriori-Modus 6 = arg max { p(0ly)}.

@ Problem: Posteriori-Verteilung meist analytisch unzugéanglich

o Losung: Verwendung von MCMC-Verfahren, mit denen (abhéngige)
Zufallszahlen aus der Posteriori Verteilung gezogen werden kdnnen.
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Grundidee MCMC

o Konstruiere Markov-Kette (MK), deren stationdre Verteilung mit der
Posteriori Verteilung iibereinstimmt.

@ Zustande der MK entsprechen gezogenen Zufallszahlen, die (nach
entsprechender Konvergenzzeit (Burn-In-Phase) der MK) abhingige
Stichprobe aus Posteriori darstellen.

o Abhéangigkeit kann durch geeignetes Ausdiinnen der Stichprobe reduziert
werden.

o Interessierende GroBen (z.B. P.-Erwartungswert), werden dann aus dieser
(ausgediinnten) Stichprobe durch die empirischen Analoga geschitzt.

o Bekanntester Algorithmus: Metropolis-Hastings-Algorithmus, Spezialfall:
Gibbs-Sampler
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Beobachtungsmodell

Beobachtungsmodell:
y|B8,b, 9 ~ N(XB + Zb, R(?))

entspricht y = X8 + Zb + & mit € ~ N(0, R(1)).
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Priori fiir 3

@ Jetzt auch ,feste” Effekte 3 als ZufallsgroRen

@ kein Vorwissen iiber 3 = nichtinformative Priori, d.h.

p(B) x const,

sonst
B ~ N(m, M) mit bekanntem EWert m, Kovarianz M.

@ nichtinformative Priori p(3) o const ergibt sich als Grenzfall der
Priori-Normalverteilung (NV) fiir Prézisionsmatrix M~' — 0.

@ zum Beobachtungsmodell konjugierte Normalverteilung fiir 3
= Posteriori-Inferenz vergleichsweise einfach.
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Prioris fur b, ¢

Ublicherweise:
b~ NO,G(8)); &~ N(O,R(®))

e Kovarianzmatrizen G = Cov(b) und R = Cov(e) hingen i.A. von
unbekannten Hyperparametern im Vektor 9 ab.

o Voller Bayes-Ansatz:
¥ ebenfalls Zufallsvariable, mit (Hyper-)Priori p(), die in Ermittlung der

Posteriori mit einflielt.

o empirischer Bayes-Ansatz:
9 als unbekannter, aber fester Parameter.

Weitere Annahme: ZufallsgroRen 3, b und € a priori unabhangig.
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Gemeinsame Posteriori bei NV-Priori fiir 3 und b

p(B; bly) o p(y|B, b)p(3)p(b)

o exp (—;(y — XB - 2Zb)R ' (y — X3 — Zb)

_ %(ﬂ — m)’Mfl(ﬁ —m) — ;blGlb) )

= ( Ig >‘y ~ N(pg p, Ep.5) (Ubung) mit

1

T55=(C'RTIC+A) ; C=[X|Z]; A_[

- - ~ M~ 'm
1.). —
Bsp=%pb(M+CRy);, m= ( 0 )

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016

79



Bayes-Schitzung fiir lineare gemischte Modelle Bayesianisches LMM

Posteriori bei nichtinformativer Priori fiir

Nichtinformative Priori p(3) o const entspricht Prizisionsmatrix M~ = 0:

p(B, bly) « p(y|3, b)p(b)
 exp (—i(y — XB - ZbYR™(y — X8 — Zb) - ib’Glb)

= Posteriori-EW fiir ( [Z ): (CR'C+A)'CRYy

= Posteriori-Kov. fiir ( ’[Z ): (C'R_IC + A)_1

@ Posteriori dquivalent zu penalisiertem KQ-Kriterium KQpe,(3, b) in (16)

@ Posteriori-Modus als Maximierer identisch mit BLUP-Schétzern, die
KQpen(3, b) minimieren. Posteriori-EW = Posteriori-Modus wegen NV.

@ Posteriori-Kov. identisch mit Kovarianz in (21).
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Empirische Bayes-Schatzung

o Empirische Bayes—.?ch;'itzei fiir ,B,Ab durch Einsetzen der geschatzten
Kovarianzmatrizen G = G(9) und R = R(¥¥) in vorige Ausdriicke.

o Schitzung von 9 z.B. durch Maximieren der marginalen Likelihood fiir 9:

& = argmax p(y[9) = argmax [ p(y|B,b. 9)p(b[9)p(8)dBdb,

e Fiir nicht-informative p(3) x const ist die marginale Likelihood

p(y|v) = /P(ylﬁ, b,ﬂ)p(blﬂ)dﬁdb:/p(ylﬂyﬂ)dﬁ

proportional zur restringierten Likelihood exp{/z(¥)}, siehe (20).
= emp. Bayes-Schitzer in diesem Fall dquivalent zu REML-Schatzer 9 gey;
und den dazugehorigen EBLUPs fiir 3 und b.
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Volle Bayes-Inferenz

o Voller Bayes-Ansatz: Priori-Verteilung p(9) auch fiir unbekannte
Parameter ¥; 3, b|¢ und ¢ als unabhingig angenommen.

Inferenz basiert auf Posteriori-Verteilung

p(B, b,|y) o p(y|B, b,9)p(B)p(b|9)p(I)

p(B, b,¥|y) echte Posteriori-Dichte, wenn zur Normierung gilt:

ply) = / p(¥18, b, 9)p(8)p(b]9)p(8)dBdbdD < .

Bei echter, informativer Priori mit [ p(1)d¥ = 1 existiert auch p(83, b, J|y).

e Fiir nichtinformative Priori mit | p(9)dd¥ = oo Existenz der Posteriori nicht
allgemein gesichert.
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Beziehungen zur Likelihood-Inferenz

Bei nichtinformativer Priori p(9) o const und Existenz der Posteriori:

e REML-Schitzer Ogemy als Maximierer der marginalen Likelihood =
Posteriori-Modus der marginalen Posteriori von 1 wegen

p(9ly) = p(yﬁ)’;g’y’; x ply|9).

e Bei zusitzlich nichtinformativer Priori p(3) o const: ML-Schatzer 9, als
Maximierer der Likelihood = 9-Komponente des Posteriori-Modus der
gemeinsamen Posteriori von 3 und 9 wegen

p(9)p(B)

p(la?ﬂly) :P(y|197ﬂ) p(y)

o p(y|9, B).
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Inferenz

o Normierungskonstante der Posteriori i.A. nicht analytisch zugénglich
= Posteriori-Dichte p(3, b, d|y) nicht in geschlossener Form darstellbar

@ volle Bayes-Inferenz daher iiblicherweise mittels MCMC-Simulation
(Details siehe z.B. Fahrmeir et al. (2007, Abschnitt B.5.3))

e moderne (approximative) Alternativen:

INLA (Integrated Nested Laplace Approximation),
Variational Bayes-Verfahren
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MCMC mit blockweisem Gibbs-Sampling

Vorgehen: Teile Parametervektor 8 = (3, b, ) in Teilvektoren
zusammengehdoriger Parameter, d.h. iiblicherweise 3, b und ¥ auf.

o Wihle Startwerte 6(0), b 9© und Anzahl der Iterationen T

o Bilde vollstédndig bedingte Dichten (full conditionals) gegeben der
restlichen Parameter und y

o Ziche sequentiell Zufallszahlen 3, b 9(*) aus diesen (geg. jeweils die
momentan aktuellen Zustdnde) bis T erreicht.

Nach einer gewissen Konvergenzphase kénnen die Zufallszahlen als Ziehungen aus
den Marginalverteilungen von By, b|y und ¥|y angesehen werden.
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Volistandig bedingte Dichten

p(B|b, Y, y) x p(y|B, b,9)p(B)
x exp (—i(y  XB— ZbYR(9) " (y - X3 — Zb)

36— my M E - m)
p(b|3,7,y) x exp (—é(y — XB — Zb)'R(Y9) ' (y — X3 — Zb)
1, 1
—5b'G(9) b>
p(¥|B, b, y) o< p(y|B, b,9)p(b|I)p(I)
x |R(9)| 72 |G(9)| " exp <—éb’G(19)1b

_%(y — X3 — Zb)R(¥) " (y — XB — Zb)) p(?)
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Vollstandig bedingte Dichten von 3, b

Bl ~ N(ps, ) mit (Ubung)
5= (X'RW) X +M 1)
ps =X (M 'm+ X'R(9)"}(y — Zb))

b|- ~ N(wp, Xp) mit (analog)
Y= (Z’R(W)'Z+ G
1y =Xy (Z'R(9) "y — X))

-1

o nichtinformative Priori mit M~! = 0: Erwartungswert
ps = (X'R(9)"'X)"'X'R(9)~*(y — Zb) ist gewichteter KQ-Schatzer
angewandt auf die um Zb bereinigten Daten

e informative Priori = Erwartungswert p5 ist gewichtetes Mittel aus
KQ-Schatzer und Priori-Erwartungswert.

o Analog fiir p,,.
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Bayes-Schitzung fiir lineare gemischte Modelle  Volle Bayes-Schitzung

Volistiandig bedingte Dichten von ¥ im Spezialfall

LMM fiir Clusterdaten mit Cov(e) = o/, = 9 enthilt ¢ und Parameter in D.

@ nichtinformative Jeffreys Prioris p(0?) o< 02, p(D) o |D| * fiihren i.A. zu
uneigentlichen (d.h. nicht normierbaren) Posteriori- Vertellungen

= Schwach informative inverse Gammaverteilung 02 ~ IG(a,, b,); a, b, klein

e Fiir D oft inverse Wishart-Verteilung. Bei D = diag(7,...,72) mit unabh.

77 ergibt diese ein Produkt von IGs mit 77 ~ IG(ay,, b;;),j =1,...,q.

Dann full conditionals bei zusatzlich p(3) « const (nichtinformative Priori):

02| ~ 1G (35, by) mit 3, = a, + ,b =b, + = Hy X3 — Zb| 2

_ N 1 o
77~ 1G(dr, byy) mit & = ar + o) by = by + 5 ; b?
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Probleme der NV-Annahme fur b

NV-Annahme fiir zuféllige Effekte b ~ N (0, G) mathematisch giinstig. Aber wie
sensitiv ist die Schatzung bei Fehlspezifikation?

@ Die Schatzer der festen Effekte 8 und der Kovarianzparameter 1 sind meist
sehr robust gegeniiber Fehlspezifikation der Verteilung der b.
Die Standardfehler kdnnen jedoch iiber/unterschatzt werden.

@ Durch den Shrinkage-Effekt konnen die EBLUPs der zufilligen Effekte b
normalverteilt aussehen, selbst wenn die Verteilung der b z.B. bimodal /
schief ist / hohe Wahrscheinlichkeitsmasse an den Rindern hat (heavy tails)
= Schlechte Vorhersagen b. q-g-Plots der b eignen sich nicht zur Diagnose.
Diagnose durch Fitten eines flexibleren Modells.
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Alternative Prioris fiir b: Skalenmischungen

@ Verwendung von Prioris mit mehr Masse auf den Rindern (heavy-tailed): z.B.
t-Verteilung mit niedrigen Freiheitsgraden, Laplace-Verteilung. Diese sind oft
darstellbar als Skalenmischung von Normalverteilungen

p(by) = / o(bilu, 02)p(0216) do?

@ Darstellbar als Skalenmischung = sehr leicht in Modellhierarchie fiir LMM
einzubauen

e Beispiel: t-Verteilung mit df = v ist Skalenmischung aus N(0, 02) mit
o2 ~T(v/2,v/2)
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Alternative Prioris fiir b: Finite Mischungen

@ Zur Aufdeckung von Clustern (z.B. durch unbeobachtete Kovariablen oder
latente Subpopulationen) kdnnen multimodale Verteilungen fiir die zufilligen
Effekte verwendet werden, z.B. finite Mischverteilungsmodelle:

p(bi|m, @) = Zﬂ'kpb|¢k

mit Gewichten 7 = (7y,...,7k), Z,’f 7, = 1, und parametrischer Vertei-
lungsfamilie p (b;|¢,) mit Parametern ¢ = (¢, ..., dyx) (z.B. multivariate
NV p (b;|py, £) mit Erwartungswerten g, und homogenen Kovarianzen X))

@ nichtparametrische Erweiterung: K nicht fest/konstant, wird mitgeschatzt.

@ Noch flexibler: nichtparametrische Bayes-Ansitze, z.B. Dirichlet-Prozess-,
Dirichlet-Prozess-Mischungs-Prioris.

o Inferenz fiir diese Modelle basiert i.d.R. auf MCMC-Techniken.
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Additive gemischte Modelle

Motivation

Die gemeinsame log-Likelihood (basierend auf der gemeinsamen Dichte von y und
b) im LMM, aus der sich die BLUPs fiir 3 und b ergeben, hat die Form (s. (15))

/(8. b) = log L(3,b) = 3 (y — XB— ZbYR™M(y ~ X3~ Zb) - .6/G"'b

Diese kann als penalisierte Likelihood aufgefasst werden mit Strafterm b'G~'b.

Dies 6ffnet eine Verbindung zu penalisierten Regressionsmethoden (mit
quadratischen Straftermen) und damit zu einer sehr allgemeinen Modellklasse.

Wir beginnen mit dem ausfiihrlichen Beispiel der penalisierten Splines; weitere
knappe Beispiele zeigen dann die GroRe der flexiblen Modellklasse auf.
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Das nichtparametrische Regressionsproblem

Modell: Die metrische Zielvariable y a8t sich durch eine deterministische

Funktion f(z) der metrischen Kovariablen z und einen additiven Fehler ¢ erkléren:

y,-:f(z,-)+e,-,i:1,...,n.

e Annahmen iiber f:
Glattheitsanforderungen, z.B. via Stetigkeit oder Differenzierbarkeit von f.
Deutlich flexibler als Linearitdtsannahme f(z) = Sy + S1z (lineares Modell).

@ Annahmen iiber ¢:

Wie im linearen Modell ¢; Y (0702) = E(y;) = f(z).
D.h. die Funktion f modelliert den Erwartungswert der Zielvariablen.

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Splines

Idee: Modelliere f stiickweise durch Polynome, ohne dass Sprungstellen / Kanten
entstehen — Splines auf dem Definitionsbereich [a, b] von z.

Definition von Splines:
Waihle Knoten a = k1 < ... < Ky = b. f ist ein Spline vom Grad ¢ > 0, falls gilt

e f(z) ist auf den Intervallen [kj, kj11) ein Polynom vom Grad £.
o f(z) ist stetig (falls £ > 0) und (¢ — 1)-mal stetig differenzierbar. (Glattheit)

Konstruktive Darstellung durch Basisfunktionen:

Jeder Spline f vom Grad £ mit Knoten x; < ... < K, kann eindeutig als Linear-

kombination f (z) = 27:1 vjB; (z) von d = ¢+ m — 1 Basisfunktionen B; dar-

gestellt werden, die den d dimensionalen Splineraum Sy (k1, ..., Km) aufspannen.

Bekannte Basen: Truncated-Power-Series (TP) und Basic-Splines (B-Splines).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

(a) Spline vom Grad 0 (b) Spline vom Grad 1
7 24
g
o
2]
°
g
o g
(c) Spline vom Grad 2 (d) Spline vom Grad 3
~ ~d
« <
[ 35 5 75 1 [ 35 5 75 1

Abbildung 1: Beispiele fiir Splines vom Grad 0, 1, 2 und 3 zu den Knoten
K1 = O,K,z = 0.25,&3 = 0.5,I€4 =0.75 und Rs — 1.
Quelle: Fahrmeir et al (2009, Abb. 7.5).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Definition der d Basisfunktionen

Fiir eine Knotenmenge {1, ..., &m} und einen Grad ¢:

TP-Basisfunktionen

=1 j=1,...,0+1 (Polynome)

Bi(z) =27,
Biij(z2)=(z— k)L, j=2,....m—1 (abgeschnittene Potenzen).

mit (1) = [max(u,0)]*.

B-Spline Basisfunktionen (rekursiv)

BJQ(Z) = ]l[lﬁj,lijud)(z)? _] = 1, ceey d’

Z = Rj—t pe-1 Kj+1 —Z —1 .
Bi(z) = 2Nt gll(py 4 L T2 gl —1,....d
() = ) B,

mit zusatzlichen Knoten x1_¢,...,k0 < aund b < Kmi1, -, Kmie-
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Abbildung 2: Lineare (oben) und quadratische (unten) TP- (links) und
B-Spline-Basifunktionen (rechts) fiir K = 5 dquidistante Knoten mit ko = 0. Fiir die
TP-Basis sind die Polynomterme gestrichelt dargestellt.
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

(a) Basisfunktionen (b) Skalierte Basisfunktionen

Abbildung 3: Konstruktion einer Funktion aus skalierten TP-Basisfunktionen fiir lineare
Splines. Quelle: Fahrmeir et al (2009, Abb. 7.6).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Basisdarstellung

Damit ergibt sich die Darstellung des nichtparametrischen Regressionsproblems als

d
yi=f(z)+e =~ Z ~iBj(zi) + €.

j=1
Man erhélt ein lineares Modell in dem Parametervektor v = (71, ...,74)
y=By+e¢
mit Designmatrix aus TP- bzw. B-Spline-Basis

B]_(Zl) e Bd(zl)
B=| 5
Bl(Z,,) e Bd(z,,)

~

Mit KQ-Schitzer ergibt sich f(z) = (Bi(z2),...,B4(z))(B'B)"'B'y.
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Einfluss der Knotenzahl

Es gilt der Varianz-Bias-Trade Off:

@ groRe Knotenzahl: flexible Funktionsschatzung, aber groBRe Variabilitat
(Overfitting)

@ kleine Knotenzahl: glattere Schatzung, aber mdglicher Bias

= Wesentliche Frage nach der Anzahl der zu verwendenden Knoten!
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m=6 Knoten

0.5
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0.5
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Abbildung 4: Abhéangigkeit der Glattung mit Splines von der Knotenwahl. Die

gestrichelte Linie gibt jeweils die wahre Funktion wieder, die durchgezogene Linie die

Schatzung mit B-Splines mit 6, 12 bzw. 24 Knoten.

Gemischte Modelle
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10/2016
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Grundidee penalisierte Splines

@ Approximiere f(z) durch einen Spline mit einer groBen Zahl von Knoten
(iiblicherweise ca. 20 bis 40) = prinzipiell flexibel genug, auch stark
variierende Funktionen f(z) darzustellen.

o Fiihre zusatzlich einen Strafterm ein, der eine zu groRe Variabilitat der
Schétzung bestraft. (Regularisierung)

@ Minimiere anstelle des iiblichen KQ-Kriteriums ein um diesen Strafterm

erweitertes penalisiertes KQ-Kriterium (dquivalent: Maximierung einer
penalisierten log-Likelihood).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Penalisierte Splines auf TP-Basis

fz)= m+rz+...+yaz’ + ez — k)i + .. 4 7a(z = Em-1)’

1.Teil: globale polynomiale Form  2.Teil: Abweichung von globaler polynomialer Form

Rauhe Funktionsschatzungen bei groler Variabilitit des 2. Modellteils.

Da die ¢te Ableitung von (z — ,‘ij)?F gleich ¢! fir z > k; und 0 sonst ist, j > £ + 2,
sind die y; proportional zu Spriingen in der {ten Ableitung.

= Strafterm fiir betragsmaRig groRe Koeffizienten der abgeschnittenen Potenzen:
d
pen(v,K) =X > 77 = MKy
j=l+2

mit v = (71,...,74)" und K = diag(0,...,0,1,...,1).
S—— ——

(e+1)  (m-2)
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Penalisierte Splines auf B-Spline-Basis: P-Splines

o Ein geeigneter Strafterm l3sst sich iiber das Integral der (quadrierten) k-ten
Ableitung definieren. Haufig wird dabei k = 2 verwendet:

@) T | B8/ (2)oz = 7K
i=1 j=1

mit Strafmatrix K = ([ B/'(z)B/'(z)dz); .

o Fiir die k-ten Ableitungen l3sst sich der Strafterm iiber Differenzen k-ter
Ordnung Akder Parameter ~ approximieren. Diese sind rekursiv definiert

Aly; = =71
Ay = AMAly = Aly = Ay =95 = 2951+ -2,
Ak,yj _ Ak_l'yj _ Ak_l’ijl-
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

P-Splines

Der Strafterm fiir B-Splines mit kten Differenzen AX~; hat die Gestalt

pen (v, Ki) = MKy = \y'Di Dy
mit der (d — k) x d Differenzenmatrix D und der d x d Strafmatrix K

1 -1
-1 1
1 12 -1
D, = . . , Ki= o,
' ) -1 2 -1
-1 1 1 1
Dy = D:Dy_,, K« = D} Dy

(bei entsprechend angepassten Dimensionen).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Penalisiertes KQ-Kriterium
Minimiere das penalisierte KQ-Kriterium lber « in Abhangigkeit vom A\ > 0,

PKQ(X,v) = (y — B7)'(y — BY) + MY'K~.

o Der Glattungsparameter A > 0 steuert dabei den Kompromiss zwischen
Datentreue und Glattheit der Funktionsschitzung.

@ A — 0: Geringes Gewicht fiir den Strafterm. PKQ(\,v) =~ KQ(~) und ¥
nahe beim KQ-Schatzer.

@ )\ — oo: Schatzung vollstandig durch den Strafterm dominiert. Resultat:
o Bei der TP-Basis ein Polynom vom Grad ¢ als Schitzung fiir f(z).
o Bei P-Splines des Grades ¢ > k — 1, kte Differenzen, ein Polynom vom Grad
k—1.

@ Durch Wahl von A > 0 Kontinuum zwischen diesen beiden Extremen.
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Lambda=0.01 Lambda=0.01
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Abbildung 5: Einfluss des Glattungsparameters auf die Schatzung eines P-Splines
basierend auf zweiten Differenzen. Quelle: Fahrmeir (2009, Abb. 7.15).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Die Rolle des Glattungsparameters

o Vorteil: Die Glattheit der Schatzung wird nicht mehr iiber Anzahl und
Position der Knoten, sondern nur durch den Glattungsparameter \ gesteuert.
= Frage nach der Wahl geeigneter Werte fiir den Gldattungsparameter \!

Optimalitatskriterien zur Bestimmung von Glattungsparametern, z.B.:

o Uberlegungen zum Bias-Varianz-Trade Off. Einen solchen Kompromiss
erhilt man durch die Betrachtung des mittleren quadratischen Fehlers.

@ Approximation des quadratischen Prognosefehlers durch Kreuzvalidierung.
@ Verwendung von anderen aus der Modellwahl bekannten Kriterien, z.B. AIC.

o Hier: Darstellung der Penalisierungsansitze als gemischtes Modell.
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

TP-Penalisierungsansatz als gemischtes Modell
Fiir penalisierte Splines mit TP-Basis ist das penalisierte KQ-Kriterium

d

PKQAY) =(y —=BY)(y —=B¥) +A Y .
j=I+2

Zerlege die Designmatrix B = (X|Z) und die Koeffizienten v in

@ B3=1(71,.--,7e+1), die nicht penalisierten Polynomkoeffizienten,
® b= (y¢42,-..,74), die penalisierten Koeff. der abgeschnittenen Potenzen

1
= PKQ(\,7)/0® = (y = XB = Zb)/ (5 In)(y — XB - zZb) + b( % —zlm-2)b.
Dies ist das penalisierte KQ-Kriterium (16) fiir ein LMM

2
y=XB+Zb+e, e~ N0, 51, b~ N, "71,"_2). (25)

@ 3 und b kdnnen als Vektoren fester / zufélliger Effekte aufgefasst werden.
o Die Varianz 72 der zufilligen Effekte ist dabei 72 = 02 /).
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Schatzung iiber gemischte Modelle

@ Im gemischten Modell (25) kdnnen die Varianzen o2 und 72 iiber ML- oder
REML-Schatzung bestimmt werden.

e Den optimalen Glittungsparameter erhilt man dann als A = 5272,
@ Die Hypothese
Ho : f Polynom vom Grad ¢ bzw. k —1 gegen Hp : f flexiblere Funktion
l&sst sich durch einen Test iiberpriifen fiir
Ho:72=0 gegen Ha:7%>0.

(Beachte die Hinweise zum Testen von Varianzkomponenten, Folien 66 ff.!
Hier lasst sich y nicht in N unabhangige Teilvektoren zerlegen, sodass die
asymptotischen Mischungsverteilungen fiir T; g7 nicht giiltig sind. Die exakte
Verteilung oder Bootstrap-Verfahren bieten Alternativen.)
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Additive gemischte Modelle = Penalisierte Splines

Punktweise Konfidenzbander

Der BLUP fiir f(z) = C,(8',b") mit C, = (B1(2), ..., B4(z)) ergibt sich aus
(18) mit C = B = [X|Z] als

f(z) = C.(B', b)Y = C.(C'C + Adiag(0, In—2)) ' C'y.
mit der (bayesianischen) Kovarianz aus (21)

Cov(f(z) — f(2)) = 02C,(C'C + Adiag(0, Im_2)) " *C..
Diese Kovarianz beriicksichtigt moglichen Bias in f(z). — Ubung

Unter der Annahme asymptotischer Normalverteilung kénnen hiermit
approximative punktweise Konfidenzbander konstruiert werden. — Ubung

Fiir simultane Konfidenzbinder siehe Ruppert, Wand und Carroll (2003, 6.5).
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Additive gemischte Modelle  Penalisierte Regression und LMMs

Penalisierte Regression und LMMs

Fiir allgemeine Penalisierungsansitze mit penalisierter Residuenquadratsumme
PKQ(\) = (y — BY)'(y — BY) + MK~ (26)
kdnnte man nun versuchen, mit 72 = 02//\ ein LMM zu definieren der Form

y=By+e, e~ N(0,5%l,), ~~NOK™).

Problem: Die Inverse K~ ! existiert nicht immer, 0 < Rang(K) < dim(7).
e Beispiel: Fiir penalisierte B-Splines hat K, = D/ Dy keinen vollen Rang.

Konsequenz: Die aus (26) resultierende Dichte der zufilligen Effekte

1
p(7) o exp (—27’K7>

2
ist damit teilweise uneigentlich, d.h. sie lasst sich nicht normieren.
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Additive gemischte Modelle  Penalisierte Regression und LMMs

Konstruktion einer geeigneten Zerlegung
Sei h = Rang(K) und d = dim(~). Zerlege ~ in Teilvektoren 3 und b, so dass

dx(d—h) (d—hyx1 dxh hx1

Wihle X und 2 so dass

e KX =0, so dass 3 nicht durch K penalisiert wird,

) 2/K2 = I, so dass sich der Strafterm als \b’b schreiben l3sst:

/ ' S5 e gt
YKy = (Xﬁ+2b) (X,6'+Zb) b'ZKZb=D>bb.
0 Iy
3, b kénnen dann als feste und (i.i.d.) zufillige Effekte aufgefasst werden im LMM
y=By+e=BXB+BZb+e=X3+Zb+e, b~ N0, 7).

A\ = 02 /72 |isst sich wieder iiber REML oder ML schitzen.
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Additive gemischte Modelle  Penalisierte Regression und LMMs

Details zur Konstruktion

o Verwende eine Basis des Nullraums von K als Spalten von X = KX = 0.
Z.B. Polynome vom Grad 0 bis k — 1 fiir B-Splines mit kten Differenzen.

e Fiir Z, verwende Spektralzerlegung K = T Q. I’ mit Q4 Diagonalmatrix

dxh hxh hxd
der positiven Eigenwerte, I' orthonormale Matrix der Eigenvektoren.
Definiere Z = L(L'L)™! mit L = FQ,.%/? (also K = LL').

= ZKz=(UL) UL (UL = by

@ Die Spektralzerlegung ist nicht immer notwendig. So kann beispielsweise fiir
P-Splines auch L = D" mit der Differenzenmatrix D gewshlt werden.

= Die Zerlegung von - ist nicht eindeutig.
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Additive gemischte Modelle  Penalisierte Regression und LMMs

Frequentistische und Bayesianische Sicht

Frequentistisch betrachtet sind die Parameter -y feste, unbekannte Parameter.

@ Im umformulierten gemischten Modell enthilt der b-Teil von ~ zufillige
Effekte - keine (festen) Parameter, sondern ZufallsgroRen!

Streng genommen wiére die Darstellung als LMM nur als algorithmischer
Trick zu betrachten, nicht als tatsdchliche Umformulierung des Modells.

Bayesianisch betrachtet ist dies kein Problem, da eh alle Parameter
ZufallsgroRen sind. Die zwei Darstellungen sind dquivalente Formulierungen
der gleichen Priori-Annahmen.
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Additive gemischte Modelle =~ Bayesianische Sicht auf Penalisierungsans&tze

Bayesianische Sicht auf Penalisierungsansitze

Beobachtungsmodell
y=By+e, e~N(0,0°

mit Designmatrix B, die entsprechende Basisfunktionen enthalt.

Penalisierung der Form pen(\, K) = Ay’ K+ entspricht (improperer) multivariater
Priori-Normalverteilung p(v|K, 72) o exp (— 527 K7) fiir 72 = 02 /X oder

y o~ N(0,7'2K71).
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Additive gemischte Modelle =~ Bayesianische Sicht auf Penalisierungsans&tze

Beispiel: TP-Basis

o Priori-Normalverteilung fiir die Koeffizienten der abgeschnittenen
Polynome: v12,..., 74 i N(0,72).

@ Nichtinformative Priori fiir die Koeffizienten der globalen Polynome:
p(y;) o< const, j=1,...,1+1.

Die beiden verschiedenen Typen von Priori-Verteilungen spiegeln die
Unterscheidung in unpenalisiert und penalisiert zu schitzende Parameter wieder.
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Additive gemischte Modelle =~ Bayesianische Sicht auf Penalisierungsans&tze

Beispiel: B-Spline-Basis

@ Priori-Annahme fiir 4v: Random Walks (Irrfahrten) der Ordnung k als
stochastisches Analogon zur Differenzenbestrafung. Z.B. k =1 (RW1):

’yj:'yj,l—i—uj, UJ'NN(O,TZ), _j:2,,d
nichtinformative Priori-Verteilung p(y1) o const

= bedingte Verteilungen ~;|vj—1, - -.,71 ~ N(¥j-1,72)

gemeinsame Verteilung fiir v: NV mit EW 0 und Prizisionsmatrix K /72,
K = D|D,

Prazisionsmatrix hat keinen vollen Rang = Kovarianzmatrix 72K ! existiert
nicht bzw. gemeinsame Priori ist eine teilweise uneigentlichen Verteilung

trotzdem eigentliche Posteriori-Verteilung (NV) mit
2 1 2 !
’ g ’ , o
E(vyly) = (BB—I—72K> By, Cov(vly)= <BB—|—T2K) .
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Variierende Koeffizienten

o Glatte Interaktion g(z)x zwischen metrischer Variable z, bindrer Variable x.
@ Das Modell sollte dann auch die Haupteffekte x3; und f(z) enthalten,

yi = Bo+xip1+ f(z:) + g(zi)xi +&i.

o f(z) ist der nichtlineare Effekt von z, falls x =0,

o f(z) + g(z) + B ist der nichtlineare Effekt von z, falls x = 1.
Zentriere g(z) um Null, damit das Modell identifizierbar ist:
g(2)x + Prix = (g(2) + c)x + (B — o)x.

@ g(z) lasst sich wieder iiber Basisfunktionen approximieren. Die Design-
matrix enthalt das Produkt der Werte der Basisfunktionen und der x-Werte.

@ Eine geeignete Strafmatrix ist wie zuvor z.B. Ky = D} D, fiir B-Splines.

@ Schitzung liber das lineare gemischte Modell analog zu penalisierten Splines.
Analog fiir x stetig oder kategorial. Details in Fahrmeir et al (2009, 8.3-8.4).
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Bivariate Glattung und raumliche Effekte

Fiir die Darstellung von raumlichen Effekten oder nichtparametrischen
Interaktionsoberflachen l&sst sich die Methodik der P-Splines verallgemeinern:

di d2

yi = f(zi1,z) + € = Z Z’ijBjk(Zilyzm) +é&;
=1 k=1
mit z.B.

Bu(z1,22) = BN (21)BP (), j=1,....ch, k=1,....d

eine Tensorprodukt-Basis (Produkte aller univariater B-Spline-Basisfunktionen).
Ein geeigneter Strafterm ist hier z.B. (mit Kronecker-Produkt ®, analog fiir Dy)

dy da da d1
MWKy = MDD (k= va1)®+ 2> (v —v-14)°]
j=1 k=2 k=1 j=2

MY [(lg, ® D1) (lay ® D1) 4 (D1 ® lgy)' (D1 @ lay)]y-
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Die Schitzung liber gemischte Modelle lauft wie fiir allgemeine
Penalisierungsansitze beschrieben. Fiir Details, weitere (z.B. radiale)
Basisfunktionen und Beziehungen zum Kriging in der raumlichen Statistik, siehe
Fahrmeir et al (2009, Abschnitt 7.2).

Fiir hoherdimensionale Glattung, sieche Fahrmeir et al (2009, Abschnitt 7.3).
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Markov-Zufallsfelder

Bei rdumlichen Daten in Regionen oder auf einem Gitter wird rdumliche Glittung
meist tiber Nachbarschaften umgesetzt:

r € N(s) < rist zu s benachbart.

Verwenden wir ein Intercept s pro Region s, so ist ein moglicher Strafterm

AZ > = MKy

s=1reN(s),r<s

mit K = (Ko )sr, Ksr = =1 fiir r € N(s), Ks, = |[N(s)] fiir r = s, K5, = 0, sonst.
Eine Schatzung liber gemischte Modelle ist wieder mdglich, fiir Details und die
Beziehung zu Markov-Zufallsfeldern siehe Fahrmeir et al (2009, Abschnitt 7.2.4).

Abbildung 6: Nachbarschaften 1. Ordnung
[ fiir regulédres Gitter und irregulire Regionen.

- - Die Nachbarn der schwarz gekennzeichneten
] ] Region sind in grau wiedergegeben. Quelle:

| ] Fahrmeir et al (2009, Abb. 7.45).
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Ordinale Kovariablen

Bei einer Kovariablen mit geordneten Kategorien k =0, ..., K, bei der ein glatter
Anstieg/Abfall der Koeffizienten v9 = 0,71, ...,k angenommen wird, schlagen

o Gertheiss, J. and G. Tutz (2009). Penalized regression with ordinal predictors.
International Statistical Review 77, 345-365.

den Strafterm
K

MWKy = AY (4 —%-1)° = M'DiDiy

j=1
vor. Die Schatzung iiber ein LMM l3uft analog zu penalisierten Splines. Der Test
Ho:m=-=9%=7%=0 gegen Ha: v # 0 fiir mindestens ein k  (27)
auf Einfluss der Kovariablen iiber einen (R)LRT
Ho:7m>=0 gegen Hp:72>0

im zugehdrigen LMM hat groRere Power als ein F-Test fiir (27) im linearen Modell:

o Gertheiss, J. and F. Oehrlein (2011). Testing linearity and relevance of ordinal
predictors. Electronic Journal of Statistics 5, 1935-1959.
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Lineare Gemischte Modelle als Modulare Modelle

Die Beispiele zeigen, dass LMMs ein machtiges Werkzeug sind, mit dem flexibel
Modellbausteine in strukturiert-additiven Regressionsmodellen modular kombiniert
werden kdnnen:

zuféllige Effekte fiir z.B. Longitudinal- oder Clusterdaten
@ rdumliche Terme
o glatte Terme oder Interaktionen, variierende Koeffizienten
° ...
Damit sind z.B. Modelle der Form
Yij = x5+ bio + ujbi + Aizin) + fa(zj2, 253) + f(si) + fa(zja)xjpe1 + €5

mit Kovariablen x und u, metrischen Kovariablen z, raumlichen Koordinaten s,
festen Effekten 3 und zufilligen Effekten b moglich.
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Additive gemischte Modelle = Weitere Beispiele

Software

Penalisierungsansitze kénnen formal als LMM aufgeschrieben werden, weisen
jedoch nicht die sonst typische Gruppierungsstruktur auf.

= Verwende zur Schitzung spezialisierte Software, die an diese Struktur
angepasst ist (und die nétigen Designmatrizen X und Z automatisch konstruiert).

Hier ist insbesonder das Paket mgcv von Simon Wood zu nennen.
Die gamm()-Funktion oder gam() mit Option method = "(RE)ML" fitten
(generalisierte) additive gemischte Modelle mit (RE)ML-Schitzung.
o Feste und zufillige Effekte werden wie in 1me () spezifiziert.
Glatte Effekte f(z) iiber s(z).

@ Glatte raumliche oder Interaktions-Oberflichen iiber s(z1,z>) oder
te(z1,22).

Fiir variierende Koeffizienten ist das by-Argument vorgesehen, s(z, by=x).
Weitere Moglichkeiten und Optionen, siehe die Manual sowie Wood (2006).
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Generalisiertes Lineares Modell (GLM):
Strukturannahme

o Strukturannahme: Verkniipfung von Erwartungswert und linearem Pradiktor
ni = x{3 durch die Linkfunktion g(-):

E(yvilx)) =g *(m) < g(E(yilxi)) =mi

exp(x]8)

o Bindre Daten: z.B. Logitmodell: E(yi|xi) = P(yi = 1|x;) = Trew (B

o Zihldaten: z.B. log-lineares Modell: E(y;|x;) = exp(x|3)
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Generalisiertes Lineares Modell (GLM):
Verteilungsannahme

@ Verteilungsannahme: Gegeben 7; sind die y; unabhingig verteilt und ihre
Dichte f(y;) gehdrt zu einer Exponentialfamilie:

F(16;) = exp (ye(b"(“ e ¢,-)>

mit E(yi|x;) = b'(8;) = g (xiB): Var(yilx;) = ¢b" (6:);

e 0;: natiirlicher/kanonischer Parameter
o ¢;: Skalenparameter (¢; = 1 fiir Bin&r-/Poisson-Daten)
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Die Exponentialfamilie - Beispiele

Dichten / Wahrscheinlichkeitsfunktionen:

1 (v —n)?
. 2y _
Normal : flylp,o0%) = Wexp( 52 )
Binomial :  f(y|r) = (;) (1 — 7)Y
A\
Poisson : fy|\) = o exp(—A)
| 4 ¢ b(9)
Normal I I o? %02
Binomial | 7 log({%=) 1 nlog(1+ exp(6))
Poisson | A log(\) 1 exp(0)
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

GLM

@ Strukturannahme:
E(yilx;)) = g ' (xiB)

@ Verteilungsannahme:

yiti — b(6))

f(yil6:) = exp < pry

)

= Verkniipfung von Erwartungswertstruktur und Varianzstruktur
o E(yilxi) = g7} (xiB) = b'(6:)
o Var(yilx;) = ¢ib"(6))
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

GLM

F(3116,) = exp (22520 — c(y, 01))
o E(yilx;) = g1 (xi8) = ¥(6))
o Var(yj|x;) = ¢;b'"(6;)

Also:
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

GLM mit kanonischem Link

F(1116) = exp (22522 — (1, 0))
o E(yilxi) = g7 (xiB) = b'(0))
e Var(yi|x;) = ¢b"(6;)
@ kanonische Linkfunktion: g=1(:) = b/(+)

Also:

kanonische Linkfkt.
(I
g71 b/ d)b//
N\ v N\
E(y|6 bzw. 1) Var(y|6)

o Beispiele: g(-) = id(-) fiir Normalverteilung, g(-) = logit(-) fiir
Bernoulliverteilung, g(-) = log(+) fiir Poissonverteilung
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

LM = LMM

@ Was ist anders/neu im gemischten Modell?
@ Wozu gemischte Modelle?

@ Warum sind gemischte Modelle so beliebt?
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Formal: Was ist anders/neu im LMM?

o Erweiterung des linearen Pradiktors um zuféllige/penalisierte Effekte b:
n=XB+2Zb

o Verteilungsannahme iber b: b ~ P(9)
iblich: b~ N(0, G(9))

@ Inferenz liber gemeinsame / penalisierte (Log-)Likelihood:

/Pen(y|ﬂ7 b7 ,'9) = /(y|ﬁ, b7 "-9) + /(b‘ﬂ)

o konditionales Modell / marginales Modell:
Z und G(¥) bestimmen marginale Kovarianzstruktur von y.

ylb~ N(XB+ Zb,R(9)); b~ N(0,G(9))
=y~ N(XB,ZG(9)Z' + R(9))

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016

135



Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Inhaltlich: Wozu LMMs?

Konditional betrachtet:
(zeitliche/raumliche/hierarchische) Struktur der Daten legt bestimmte Struktur
der Abweichungen der Beobachtungen y von X3 nahe:

11 11
20 1 L 20 4 1 L
s
I 8
1
0 GIQ 66 &
> p >
o d
Ny 4 ,
9 A, 222
o1 a A e, 47424
H o, 42 2
3 "P33
2 3 3
3 3 33
3
-10 33
T T T T T T T T
0 2 4 6 0 2 4 6
t t
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Das generalisierte lineare gemischte Modell

Inhaltlich: Wozu LMMs?

Konditional betrachtet:

(zeitliche/raumliche/hierarchische) Struktur der Daten legt bestimmte Struktur

Wiederholung: GLM und LMM

der Abweichungen der Beobachtungen y von X3 nahe:

~10 -

Gemischte Modelle

Sonja Greven, LI

resid

0 2 46
L1

P

5

//

- 10

- -10

~10

, 10/2016
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Das generalisierte lineare gemischte Modell

Inhaltlich: Wozu LMMs?

Marginal betrachtet:

(zeitliche/raumliche/hierarchische) Struktur der Daten legt bestimmte

Wiederholung: GLM und LMM

Kovarianzstruktur der Beobachtungen nahe:

~10 -

Gemischte Modelle

Sonja Greven, LI

resid
°

~10 -

, 10/2016
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Warum sind LMMs so beliebt?

LMM bilden Kompromiss zwischen komplettem pooling und keinem pooling
o komplettes pooling: gewdhnliches LM ohne Einbezug der
Gruppierungsstruktur
@ kein pooling: separates LM (oder ein fester Effekt) fiir jede Ausprdgung der
Gruppierung

complete pooling kein pooling
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Wiederholung: GLM und LMM

Warum sind LMMs so beliebt?

LMM fiir hierarchische Daten als Kompromiss zwischen komplettem pooling
und keinem pooling: Schitzung der Varianzparameter 1 erfasst Heterogenitat
zwischen Gruppen auf Basis des gesamten Datensatzes — Shrinkage der
Koeffizienten zum Populationsmittel entsprechend stérker oder schwicher.

penalisiertes Likelihoodkriterium stabilisiert Parameterschitzung (aber:
Bias-Varianz-Tradeoff!)

bayesianisch: priori-Annahmen iiber b bilden Vorwissen {iber Struktur der
Daten ab. Einfiihrung dieser zusitzlichen Information erlaubt stabile
Schatzung von Modellen mit sehr vielen Parametern.

sehr vielseitig: Modelle fiir zeitliche, rdumliche, hierarchische und gruppierte
Datenstrukturen sowie nichtlineare Effekte lassen sich als (G)LMM auffassen.
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Das generalisierte lineare gemischte Modell GLMM = GLM + LMM

LMM = GLMM: Flexibilisierung der
Verteilungsannahme

@ LMM: nur normalverteilter Response: y|n ~ N(n, R)

@ GLMM: Response aus beliebiger Exponentialfamilie:

E(yIn) =g '(XB + Zb)
y|n ~ Expo.fam.
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GLMM = GLM + LMM

o 1. Stufe:
y; bedingt auf den erweiterten linearen Pradiktor X3 + Zb
unabhingig verteilt nach Exponentialfamilie (analog GLM)

e 2. Stufe:
Verteilungsannahme liber b = regularisierte Schitzung (analog LMM)
Interpretation der Verteilungsannahme als Strafterm oder Eigenschaft der
Grundgesamtheit (freq.) oder Priori-Annahme (bayes.)

Gemischte Modelle Sonja Greven, LMU, 10/2016 142



Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

o yj; i=1,...,N; j=1,...,n mit je nj Messwiederholungen an N
Beobachtungseinheiten (z.B. Binar-/Zahldaten)

o Bedingte Verteilung von y;i|b; ist aus Exponentialfamilie
(z.B. Bernoulli/Poisson)

o Bedingter Erwartungswert u; = E(y;|b) = g 7' (x};3 + z};b;)
@ Die zufilligen Effekte b; sind normalverteilt,

b; X N(0, D).
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten

rel. Haufigkeit der Anfélle tber die Zeit

i & 2 3T H L0 0 e
1.o—§g é"f.i 4 o T
@ 69 stationare
Schizophrenie- 08 -
Patienten
o 1 Jahr lang 06 -
nach gonder
Ersteinlieferung > _ rale‘
beobachtet 047
@ 12 monatliche
Beobachtungen 02

pro Patient ob
Schub (ja/nein)
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten

@ Response: y;; € 0, 1: Patient/in i hat Schub im Monat t

@ Kovariablen:

e month: Zeit in Monaten nach Einlieferung (0-11)
o gender: Geschlecht
e id: Patient

o Logit-Modell mit zufilligem Intercept: — Ubung

logit(P(yit = 1|b;)) = Bo + bi + Bmmonth; + Bcgender;
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten - Ergebnisse

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.
id (Intercept) 4.91 2.22
Number of obs: 828, groups: id, 69

Fixed effects:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) 1.933 0.437 4.42 9.8e-06 xx*x
month -0.573 0.045 -12.72 < 2e-16 **x
genderFemale -1.574 0.595 -2.65 0.0081 *x*

R> quantile(exp(ranef (m1)$id$’ (Intercept)’), p=c(.2,.4,.6,.8))

20%  40%  60%  80%
0.138 0.634 2.167 5.828

= relativ starke individuelle Heterogenitat
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten - Ergebnisse

Modell 1: yi; & 6“

- . o®e < & .
1 s . M o s
R == S e - s
0.8
0.6 - N,
gender
- \ ©  Male
04 Female
0.2 N NN
SN
e
'y 8 o —
004 & W }- [T ¥
) o, ¥ % &,
T T T T T T
0 2 4 8 10
month
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten - Interpretation

Wie sind die Parameter in diesem Logit-Modell mit Random Intercept zu
interpretieren?
beta  exp(beta)
month —0.573 0.564
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Graphisch:

o _=xP(Bo+pBimonth;) =
1+exp(Bo+B1month;) g 3
o P(y =1|x,8,b) fir =
Quantile von b = .
° E,[P(y=1lx,8b) & °
= P(y =1|x,8)
Sl T T
0 2 4 6 8 10
month
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Interpretation Random-Intercept-Logitmodell
Konditional: Odds-Ratio

P(yie=1]xe+1,b;)
Phitbi) _ 00+ DB+5) _ o

P(yie=1|xi,b;) - : : —
P00l B) exp(xie3 + by)

Marginal: Odds-Ratio

P(yie=1]|xi+1) Ep. [P(yie=1|xit+1,bi)]

P(y,-rzo\x,-t—}—l) _ Eb,-[P(y,-t=0|x,-t+1,b,-)] ;& ex (ﬁ)
P(yi=1lxi) ~  Ep[P(ya=1|xe,bi)] P
P(yie=0[xi) Ebi[P(}’iz:O|Xinbi)]

exp(xit3 + b;)
1+ exp(xit8 + b;)

mit Eb,-[P(y:'t = l‘X,'t, b,)] = / p(b;)db,' etc.

= Interpretation von 3 nur bedingt auf zufillige Effekte b; zul3ssig
= [ ist individuenspezifischer Parameter, nicht Populationsparameter
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Das generalisierte lineare gemischte Modell ~ GLMM fiir Longitudinal-/Clusterdaten

Beispiel: Madras-Daten - Interpretation

Wie sind die Parameter in diesem Logit-Modell mit Random Intercept zu
interpretieren?
beta  exp(beta)
month —0.573 0.564
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Das generalisierte lineare gemischte Modell GLMM in allgemeiner Form

GLMM in allgemeiner Form

o Verteilungsannahme |: Gegeben die zufalligen Effekte b sind die y; bedingt
unabhingig und die bedingte Dichte f(y;|b) gehort zur Exponentialfamilie

o Strukturannahme: Der bedingte Erwartungswert p; = E(y;|b;) ist mit dem
linearen Pradiktor

ni = x;B+zib
durch p; = g~1(n;) verkniipft mit bekannter Linkfunktion g(-).
@ Verteilungsannahme Il: Die zufilligen Effekte b sind normalverteilt,
b~ N(0,G)
(auch andere Verteilungen maglich).

Hierarchisches GLMM Spezialfall mit X = (X7|...|X}), Z = diag(Z1,...,2Zy)
und G = diag(D, ..., D) analog zum hierarchischen LMM.
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Das generalisierte lineare gemischte Modell GLMM: Marginale und konditionale Verteilung

GLMM: Marginale und konditionale Verteilung

Erinnerung:
) ’
E(vilni) = & " (x{B + z]b)

Fiir g~1(x) # x gilt:

Eu(E(i 1)) = [ E(uln)p(bl0)db
~ [ & xiB+ Z/b)p(blo)db
# g7 '(x/B)
GLMM mit g71(x) # x

= marginaler Erwartungswert E,(E(y;|7;)) # g1 (x!3)
Parameter 3 haben nur konditionale Interpretation.
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Das generalisierte lineare gemischte Modell GLMM: Marginale und konditionale Verteilung

GLMM: Marginale und konditionale Verteilung

o Konditionale Kovarianzstruktur: Gegeben die zufilligen Effekte b sind die y;
bedingt unabhingig
Cov(y;,yir|b) =0, i#i.

(Es gibt keine Residuenkovarianzmatrix R wie im LMM.)

o Marginale Kovarianzstruktur: Es folgt fiir die marginale Kovarianz

Cov(yi, yir) = Cov(E(yi|b), E(yir|b)) + E(Cov(y;, yir|b))
= Cov(pi, pir) + 0
= Cov(g ' (x{B+ z/b),g ' (x,B + Z},b)),i # ",

Im Allgemeinen hidngt die marginale Korrelation von den Kovariablen x; ab.
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Generalisierte Additive Gemischte Modelle (GAMMs)

GLMM + AMM = GAMM

o Additive gemischte Modelle (AMMs) und
o Generalisierte lineare gemischte Modelle (GLMMs)

lassen sich zu generalisierten additiven gemischten Modellen (GAMMs) verbinden.

Hierzu werden die Designmatrizen X und Z und die Kovarianz G der zufilligen
Effekte b im GLMM analog zu den additiven gemischten Modellen gewahlt, siehe
Kapitel 5.
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Das generalisierte lineare gemischte Modell

Beispiel Verpickelung

Generalisierte Additive Gemischte Modelle (GAMMSs)

Verpickelung im Lauf der Zeit

12 - .
o keine echten 10 - .
Daten
o Pickel auf den 8 - .
Gesichtern von A
200 Teens und 561 et e e
Twens wurden s SR P
gezdhlt (1 . < o b
= . . . °
Beob. /Person) . '
A R .
o Verlauf der .
. 2 - oo P ) 3 e e o * ¢
Verpickelung
I - . ‘.. v . .‘ ~. :. l. ..... ° o
iiber die Zeit tete ¢t T e
0- wt . SrewdTy R Lot i) M
s s

Gemischte Modelle
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Das generalisierte lineare gemischte Modell = Generalisierte Additive Gemischte Modelle (GAMMs)

Beispiel Verpickelung: Modell

@ Response pickel;: Person i hat pickel; Pickel im Gesicht
o Kovariable alter;: Alter in Jahren (10 — 30)

o Modell fiir pickel = (pickel;,...,pickel,) mit Splines aus der TP(2)-Basis
fir alter = (altery,...,alter,):

pickel|b ~ Poisson (exp (f(alter)))
f(alter) = XB + Zb
X = (1, alter, alter?)
Z = ((alter; — ki)
b~ N(0,7%1,,)

)i:l ..... mk=1,....m

s

o Wir verwenden fiir den Fit ay_f der nichsten Folie quadratische B-Splines mit
Differenzen 2. Ordnung. — Ubung
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Beispiel Verpickelung: Ergebnis

Pickel

14

12

10

Das generalisierte lineare gemischte Modell

Generalisierte Additive Gemischte Modelle (GAMMSs)

Daten
—— Fit und (punktweise) 95% KI
——  Wahrheit

10

Gemischte Modelle

Alter

Sonja Greven, LMU, 10/2016
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Inhalt

@ Likelihood-Schitzung fiir generalisierte lineare gemischte Modelle
o Laplace-Approximation und P-IRLS
o Adaptive Gauss-Hermite Quadratur (AGQ)
@ Penalized Quasi-Likelihood (PQL)
o Inferenz in GLMMs



Likelihood eines GLMM

Verteilungsannahme fiir y|b: y;|b ~ Expo.fam.(0, ¢) unabhéngig
Verteilungsannahme fiir b|9: b|Y¥ ~ N(0, G(9))

= gemeinsame / penalisierte Likelihood:

i=1

L(B,¢,9,b) = f(y,b|B,¢,9) = (H f(yilB, ¢, b, 19)) f(b|9)

bzw. marginale Likelihood:

L(8.0.9) = F(y1B.6.9) = [ (ny,w 6,b, ﬂ)) F(bl0)db

i=1

Erinnerung: im LMM ist das Integral analytisch I3sbar.
J f(y,b|B,¢,9)db ist die Dichte einer N(X3, ZG(9)Z’ + R(¢,9))-Verteilung.

Im GLMM: 7?7
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ML-Inferenz

Interessante Parameter: primar 3,9, evtl. ¢
= Problem: finde argmax L(3, 9, ¢), wobei

L(B,9,9) = / (Hf yilB, ¢, b, 0)) f(b|9)db
— n o L(g’) — (v —1/2 oy 71 , 1
/([{1 p< 5 (y,,eb))) |G(9)] p< Sb'G(9) b) db

mit 0; = (') "' (g " (i), ni = xiB+ zb.

Hoch-dimensionales Integral, i.A. nicht analytisch I&sbar
= iterative Optimierung einer Approximation der Likelihood
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

Laplace-Approximation

Problem: Lése r-dimensionales Integral H = [ exp(h(6))d0
Ansatz:

@ bestimme 6y = arg max h(6)

@ quadratische Taylor-Entwicklung g/on h(8) um 6y:

h(6) = h(60) + 3(6 — 00} (5512071(66) ) (6~ 00

—_——
=—P

o = [exp(h(8))d6 ~ [ exp(h(Bo) —1(8 — 60) P(6 — 00))d6
wie bei N(6o,P~1)
o = Hrexp(h(60) ((2n)72|P|71/?)
~—_———

1/Normierung der N(6o,P~1)
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

GLMM-Likelihood: Laplace-Approximation

Verwende eine Laplace-Approximation, mit Entwickelung um den Maximierer b

von L(B3,¢,9,b) = f(y|B, ¢, b)f(b|9),

log(L(8. 6,9)) — log ( [ s b)f(bw)db)

!/

= 1(8.b.¢) — 3 log|Z(b)| — 3 log |G(B)| — 3b G(9)*h.

Dabei ist Z(b) = — E (%;b,/(ﬂ, @, 9, b)) (mit zusatzlichem Erwartungswert),
Herleitung siehe S. 166.
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

Schaukel-Algorithmus

In der Laplace-Approximation wird der Maximierer b von L(B, ¢, 9, b) bendtigt.
= iterativer, zweistufiger Schaukel-Algorithmus:

© Fiir gegebene 3, ¢, 9 bestimme b= arg max,, L(3, ¢, 9, b) iiber penalisierten
IRLS-Algorithmus (P-IRLS).

© Maximiere Laplace-Approximation [(ﬂ,qb,t?) von L(B,¢,9) in b mit
numerischer Optimierung (Pseudo-Newton-Algorithmen wie BFGS).

Iteriere bis zur Konvergenz der Devianz —2log L(3, ¢, 9, b).

Dieser Schaukel-Algorithmus ist im R-Paket 1me4 implementiert.
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

Grundidee: IRLS-Algorithmus

o IRLS = Fisher-Scoring fiir GLM

o IRLS: lteratively Re-Weighted Least Squares
o Fithrt GLM-Schatzproblem auf iterierte gewichtete KQ-Schatzung zuriick.

@ Fisher-Scoring zur Lsung des Score-Gleichungssystems s(8) =0
o lineare Taylor-Entwicklung s(6) ~ s(60) — J(60)(6 — 8o) = 0
mit der beobachteten Informationsmatrix J(0).

o Ersetzen von J(6) (Newton-Raphson) durch die erwartete Informationsmatrix
Z(0) (Fisher-Scoring) liefert

1(90)0 = 1(90)90 + 5(90).
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

s(b) und Z(b) fiir den kanonischen Link

Fiir den kanonischen Link ist 8 = X3 + Zb.

= s(b) = %K@%ﬂy b) = % (const—|— W

= %(Z/y — Z' diag(b'(0))1) — G(9)~'b

- ;b’G(ﬂ)_1b>

_ %Z’(y — W)~ GM®)~'b und

Z(b)=-E (m?;b,/(ﬂ,qﬁ,ﬂ, b)) =— (88b’5(b))
1

= $Zdiag(b”(0))2/ +GW) 1= zWZ + G(») !
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

P-IRLS

Fisher-Scoring ausgehend von Startwert by:
Z(bo)b = Z(bo)bo + s(bo)
mit im GLMM: s(b) = %Z'(y —p) — G(9) b
Z(b)=Z'WZ + G(9)!
liefert mit Wo = W(by), g = p(bo):
L
¢
1

S (ZWoZ + G(9) 1)b = Z' Wy (Zby + gw(fl(y — 115))

(Z’WoZ + G(9) )b =(Z'WoZ + G(9) ')bo + = Z'(y — o) — G(9) "o

working response y

= Schitzgleichung eines LMM mit bekanntem Wy, G(19), vgl. (14):
ylb~ N(Zb,W5); b~ N(0,G(9))
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Laplace-Approximation und P-IRLS

P-IRLS

P-IRLS-Algorithmus iteriert folgende Schritte bis zur Konvergenz von b:

~(k
i. setze lterationswert by = b( ), berechne mit 3, by die working responses y
und Gewichte Wy

" ~(k+1 .. . . ..
ii. berechne b( ) als Lésung des daraus abgeleiteten gewichteten, penalisierten
KQ-Problems
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Adaptive Gauss-Hermite Quadratur (AGQ)

(Adaptive) Gauss’sche Quadratur

o Laplace-Approximation recht schnell, aber ungenau besonders fiir kleine
ClustergroBen und starke ,Diskretheit” (logistische Regression schlechter als
Poisson-Regression).

o Gauss-Quadratur genauere Methode, um [ f(y|3, ¢, b)f(b|9)db zu
approximieren, aber wesentlich rechenaufwindiger.

o Benutzt orthonormalisierte zufillige Effekte b* = G(9)~*/?b.
o [f(y|B.0.0,b")f(b)db" = =L wif (y18. .9, b})
e Die Stiitzstellen b ergeben sich aus den Nullstellen des Q-ten

Hermite-Polynoms und bestimmen auch die Gewichte wy.
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Adaptive Gauss-Hermite Quadratur (AGQ)

(Adaptive) Gauss’sche Quadratur

o Genauigkeit der Aproximation sfeigt mit wachsendem
= erhdhe Q solange bis keine Anderung in Schatzung mehr zu beobachten

@ in 1me4 nur implementiert fiir Modelle mit einer einzigen
Gruppierungsvariable (option: nAGQ)

o Laplace-Approximation ergibt sich als Spezialfall @ = 1.
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Penalized Quasi-Likelihood (PQL)

Penalized Quasi-Likelihood (PQL):

Ahnliche Idee wie P-IRLS: Approximiere y durch g = E(y|b) plus Fehler mit
Varianz Var(y|b). Eine Taylor-Approximation von g um die aktuellen Werte 3,
und bg und Umsortieren ergibt

1
§:= XBo+ Zbo + S Wo ™ (y — o) = XB+ Zb + <.

Algorithmus:

2 (k)

A (k
© Fiir gegebene Werte 3, = ,8( ), bo = b * bestimme working responses y.

Q Bestlmme B k+1) pY k+1),¢ k1) aus dem LMM

= XB+ Zb + & mit b ~ /v(o G(9)) und € ~ N(0, W)

Iteriere bis zur Konvergenz.
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Likelihood-Schitzung fiir GLMMs  Penalized Quasi-Likelihood (PQL)

PQL

Alternative Herleitung fiir PQL: ergibt sich ebenfalls bei Fisher-Scoring fiir

die gemeinsame/penalisierte log-Likelihood (die im LMM die BLUPs ergibt).

Daher auch mogliche Schatzart bei GAMMs.

in R implementiert in Funktion glmmPQL im Paket MASS
(g1lmmPQL wird auch von Funktion gamm im Paket mgcv benutzt)

benutzt iterierte ML- oder REML-Schitzung

Schatzung der Varianzparameter nach unten verzerrt, v.a. falls n; klein.
Bessere Approximation, je ndher Daten an Normalverteilung (z.B.
Poisson-Verteilung mit groBeren \'s)

Konvergenz nicht garantiert

Kein AIC, BIC oder Devianz berechenbar
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Vergleich glmmPQL /Ime vs.

Likelihood-Schatzung fiir GLMMs

MASS: :glmmPQL / nlme::1lme

Penalized Quasi-Likelihood (PQL)

(g)Imer

lme4: : (g) lmer

Daten

(G)AMs
Cov(b,-)

Cov(g)

Stabilitat

Speed

Gemischte Modelle

nur genestete Daten; grosse Daten-
satze/Modelle oft nicht zu fitten

via mgcv: : gamm
sehr breite, erweiterbare Kilas-
se von Kovarianzstrukturen (s.
nlme: :pdMat)

sehr breite, erweiterbare Klas-
se von Kovarianzstrukturen (s.
nlme: :varFunc)

sehr instabil fiir komplexe Struktu-
ren von b

relativ langsam

genestete & gekreuzte Datenstruk-
turen; auch riesige Datensitze wer-
den gefittet

via gammé4

nur unstrukturierte oder diagona-
le Kovarianzen (in gamm4 beliebige
Prazisionsmatrizen P mit G(9) =
9P

Cov(e) = 0?1, oder o2 diag(w™?)
mit bekannten Gewichten w

sehr stabil fiir LMMs; fiir GLMMs
ab > 3 zuf. Effekten oft kritisch

LA sehr schnell (benutzt Sparse-
Matrix-Algorithmen); AGQ deutlich
langsamer
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Inferenz in GLMMs

Vorhersage der zufdlligen Effekte

Die beste Vorhersage fiir b (minimaler mean squared error of prediction
E(b — b)?) wire wieder

b — E(bly).
In der Praxis wiirde man 3 und ¥ einsetzen. Allerdings erfordert

J bf(y|b, B, ¢)f(b|9)db
[ f(ylb,3,9)f(b|9)db

B=/¢awm@0wb:

wieder numerische Integration.

Alternativ zum Posteriori-EW wird hiufig (z.B. in 1me4 als Teil von P-IRLS) der
Posteriori-Modus berechnet, der f(bly, 3,9) « f(y|b, 3, #)f(b|¥) maximiert. Die
beiden unterscheiden sich i.A. auer im LMM unter NV.

PQL schidtzt b direkt im Schitzalgorithmus.
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Inferenz in GLMMs

Hypothesen-Tests fiir 3

@ Wegen der Maximum-Likelihood-Schatzung von 3 kdnnen prinzipiell Wald-,
Likelihood-Quotienten- (LQT) oder Score-Tests verwendet werden mit einer
entsprechenden y2-Verteilung als Referenzverteilung.

@ Die Giite der Approximation hingt ab von

o der Giite der Approximation an die Likelihood in der Schatzung
o der Giite der asymptotischen Approximation, die nur fiir
Longitudinal/Clusterdaten bei N — oo greift.

o PQL-Schitzung beruht auf der Likelihood von Pseudodaten und daher ist
kein Likelihood-Quotiententest moglich. Inferenz fiir EQL wird meist basiert
auf dem LMM in der PQL-Schitzung. Allerdings ist 3 i.A. nicht konsistent.
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Inferenz in GLMMs

Inferenz fir D

Hypothesen-Tests

o Fiir das longitudinale/Cluster-GLMM gelten die gleichen asymptotischen
Ergebnisse fiir Tests von Parametern in D wie im LMM (Rand des
Parameterraums).

@ Es ist keine exakte Verteilung vorhanden.

Modellselektion

@ Ein konditionales AIC fiir Poisson-, binomial- oder normalverteilte ZielgroRen
ist im R-Paket cAIC4 implementiert, siehe auch
Saefken, Kneib, van Waveren & Greven (2014). A unifying approach to the
estimation of the conditional Akaike information in generalized linear mixed
models. Electronic Journal Statistics, 8, 201-225.
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Likelihood-Schatzung fiir GLMMs  Inferenz in GLMMs

Konfidenzintervalle

@ Generell gilt fiir einen Parameter 6:
Ein Wert 6g ist im (1 — «)%-Konfidenzintervall fir § < Die Hypothese
Ho : 0 = 0y gegen Hp : 0 # 6y wird zum Level a nicht verworfen.
(Sofern Test und Konfidenzintervall auf der gleichen Statistik beruhen.)

e Im GLMM: Fur Pajameter 0 in B oder D, betrachte ein Gitter von 85-Werten
um den Schatzer 0.

o Konstruiere das Konfidenzintervall fiir 8 so, dass alle Werte auf dem Gitter
enthalten sind, fiir die ein LQT mit Referenzverteilung X% Hp nicht ablehnt.

@ Dieser Ansatz funktioniert auch bei nicht-symmetrischen Verteilungen von
Schétzern, jedoch nicht bei Parametern 6y in D nahe des Randes des
Parameterraums.

@ Der Ansatz ist in 1me4 implementiert in der Funktion confint. Alternativen
in confint sind Wald- (fiir 3) und Bootstrap-basierte Konfidenzintervalle.
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