,/8\ _ (X/ V71X)_1X/ Vfly

Zeige erst:
(y-XBYV ' y-XB) = (y-XB)V '(y-XpB) (1)
+HB - B)(X'VIX)(B - B).
Beweis:

(y = XB+XB—XBYV 'y - XB+XB—XB)
(y — XB)YV~ 'y — XB)
+B-B)(X'V'X)(B - B)
+2(B—B) X'V 'y — XB)
2V -0

X'V-1ly_X'V-1y=0

(y - XB)V~ iy - XB)
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L
Herleitung der REML-Schatzung

Matrizen, die die Eigenschaften 1-4 erfiillen sind z.B. A:=I,, — X(X'X)_IX' und
B:=(X'V'X)'X'V' Esist AX =0 = E(Ay) =0.

Sei P eine n x (n— p) Matrix mit PP’ = A und P'P = I,,_, (Spektralzerlegung
einer Projektionsmatrix). Sei z := P'y. Gegeben 9 gilt

B=(X'VX) X'V ly = By ~ N(3,(X'V1X)™).

Dichten fiir y und f")’:

py) = @)V ey~ XB)'V  y — XB)}
p(B) = (n)PPIX'V XM (-3 (B - BY(XVIX)(B - B))
Nun ist

E(z) = P'X3 :\Ii/’BP’XB =P AX3=0.
lp 0
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Es folgt

2\ / _ p’ Y -1 y—1y\—1
Cov(z,B8) = Cov(P'y,By)=P Cov(y)B' =P VYV X(X'V°X)
In
= PPPX(X'V'X)'=P AX(X'V X)) =0.
~— ~—
[} 0

n—p

~/ ~
Da (2,3 )" normalverteilt ist, sind z und 3 damit unabhingig. Damit ist die
Dichte von z proportional zu

Py) @) 1 1 o ~
p(B)  (m)m-P V12XV IX[1/2 exp{—5(y = XB)'V Yy — XB)}.

Man kann zeigen, dass die Proportionalitdtskonstante (Jacobi-Determinante)
|X’X|~1/2 und damit unabhingig von ¥ ist.

Diese Likelihood ist unabhangig von der genauen Wahl von A.

Beachte, dass Maximierung von p(8) bzgl. 8 den ML-Schitzer 3 ergibt.
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