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6. Es konnen maximal 90 Punkte erreicht werden. Ein nachvollziehbarer Losungsweg ist
Voraussetzung zum Erlangen der vollen Punktzahl.

7. Bei Unterschleif erfolgt eine Meldung an das Priifungsamt. Sie sind verpflichtet, durch Thr
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Schreiben mit Rot- und/oder Bleistift.
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iiberpriift habe.

Unterschrift:

Viel Erfolg!



Klausur Einfiihrung in die Stochastischen Prozesse 18.07.2016

Aufgabe 1 (15 Punkte)

Fiir einen Poisson-Prozess {N (t),t > 0} mit Werten k,n € N, k < n gilt folgender
Zusammenhang:

P(N(s) = k | N(t) = n) = (Z) (;)k (1- ;)"_k fiir s<t. (1)

Geben Sie den Losungsansatz fiir den Beweis der obigen Gleichung an und interpretieren
Sie die angegebene Formel in (1).
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Aufgabe 2 (35 Punkte)

Sei {X(t),t > 0} ein homogener, reguldrer Markov-Prozess, der den aktuellen Wetterzu-
stand beschreibt. Dabei werden drei mogliche Zustédnde unterschieden: Sonne (S), Regen
(R) und Wolken (W). Gegeben seien die folgenden beobachteten Ereigniszeitpunkte des
Markov-Prozesses:

Sol Si | S | S | S | S | Ss | S| Ss | S
0 | 5.96 | 18.48 | 19.51 | 23.56 | 28.05 | 30.10 | 32.11 | 33.07 | 34.76

und folgende Realisierung des Pfades:

Wolken 4 —— _— — -

Regen — — _— —

Sonne — —_— —

I I T I I I L
SO Sl 8253 S4 S5 Se 8758 Sg

t

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Likelihood fiir die Parameter der Ubergangsmatrix
Q und die der Intensitdtsmatrix A unter der Annahme, dass der gegebene Pfad
vollsténdig ist.

b) Bestimmen Sie die Maximum-Likelihood-Schitzungen fiir die Ubergangsmatrix der

eingebetteten Markov-Kette Q, fiir die Verteilungsparameter A; und die Intensitétsmatrix
A.

¢) Angenommen \;; > 0Vi # j. Besitzt der hier betrachtete Markov-Prozess in diesem
Fall eine Grenzverteilung? Begriinden Sie Ihre Antwort. Wenn ja, berechnen Sie
einen Schétzer fiir die Grenzverteilung und interpretieren Sie diesen.
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Aufgabe 3

(25 Punkte)

Durch das so genannten Susceptible-Infective-Removal (SIR) model wird der Epidemie-
verlauf einer infektiosen Krankheit erklért. Der dadurch beschriebene Prozess von Krank-
heitsstadien und deren téglichen Ubergéngen kann durch eine Markov-Kette 1. Ordnung

mit der folgenden Ubergangsmatrix fiir die Zustéinde S, .

.., 54 beschrieben werden:

So Sl SQ S3 54
Poo Por 0 0 0 Sy Anfillig fiir Krankheit
0 pu p2 0 O Sy Erkrankt, ohne erkennbare Symptome

S, Erkrankt, erkennbare Symptome

S3 Geheilt
S4 Verstorben

0 0 p2 p3 pu
0O 0 0 1 O
O 0 0 0 1

(a) Zeichnen Sie den zur Ubergangsmatrix gehérenden Markov-Graphen.

(b) Interpretieren Sie die Vorgaben der angegebenen Ubergangsmatrix in Hinblick auf
mogliche Krankheitsverlaufe.

(¢) Welche Zusténde sind offen, welche abgeschlossen?

(d) Geben Sie die Klasseneinteilung fiir die Markov-Kette an und begriinden Sie Thr
Vorgehen.

(e) Bringen Sie die Ubergangsmatrix in die kanonische Form.
(f) Welche Zustéande sind absorbierend?
(g) Ist die Markov-Kette irreduzibel? Begriinden Sie kurz.
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Aufgabe 4 (15 Punkte)

Sei W = {W(t),t > 0} ein Wiener Prozess.

a) Ist W schwach stationér? Ist W streng stationér? Begriinden Sie Thre Antwort.
b) Betrachten Sie nun den Prozess X = {X(¢),¢ > 0} mit

Ist X schwach stationar? Handelt es sich bei X ebenfalls um einen Wiener Prozess?
Begriinden Sie Thre Antworten.
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