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Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Sei zundchst ein homogener Poisson-Prozess {N(t),¢ > 0} mit der Rate \ gegeben.

(i) Wie sind die Zwischenzeiten zwischen zwei Ereignissen fiir den gegebenen Pro-
zess verteilt? Um was fiir einen Prozess wiirde es sich handeln, wenn man diese
Verteilungsannahme verallgemeinert?

(i) Ist der Prozess M(t) = N(t) — At schwach stationér? Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

(iii) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das 21te Ereignis spétestens zum Zeit-
punkt s + h eintritt, wenn zum Zeitpunkt s genau 20 Ereignisse eingetreten
sind?

b) Gegeben sei nun ein Wiener-Prozess {W (t),t > 0} mit Varianz o?t.

(i) Beschreiben Sie mit eigenen Worten, wie die Realisation eines Wiener-Prozesses
W (t) auf dem Zeitintervall [0, tpax], tmax > 0 auf dquidistanten Beobachtungs-
zeitpunkten mit Abstand At simuliert werden kann.

(ii) Handelt es sich bei Y(t) = ¢t + X(t) ebenfalls um einen Wiener-Prozess? Be-
griinden Sie Thre Antwort.
Hinweis: Gehen Sie davon aus, dass Axiom (W4) erfiillt ist.
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Aufgabe 2 (25 Punkte)

An der Kasse eines Discounters existiert ein sehr langes Warenband, so dass jeder Kun-
de alle Waren auf das Band legen kann, bevor der Kunde an der Reihe ist. Ist nur ein
Kunde an der Kasse, so wartet der Kassierer hoflich, bis der Kunde alle Waren auf das
Band gelegt hat. Ist der Kunde an der Reihe, so scannt der Kassierer jede Ware einzeln
und fahrt so lange mit der Tétigkeit fort, bis alle Waren gescannt sind. Die Zeit bis der
Kassierer einen weiteren Artikel gescannt hat, sei dabei exponentialverteilt mit Rate .

Frau Miiller kauft in der beschriebenen Filiale n € N Artikel ein. Im Folgenden sei t = 0
der Zeitpunkt nachdem Frau Miiller alle Waren auf das Band gelegt hat.

(a) Betrachten Sie zunéchst den zeitstetige Prozess {N(t),t > 0}, der die Anzahl der
gescannten Waren beschreibt.

(i) Geben Sie Parameter- und Zustandsraum von {N(¢)} an.

(ii) Durch welchen speziellen Markov-Prozess kann {/N(t)} beschrieben werden? Be-
griinden Sie kurz.

(iii) Wie miisste die gegebene Anwendung modifiziert werden, damit es sich bei
{N(t)} um einen Poisson-Prozess handelt. Begriinden Sie kurz.

Hat der Kassierer die Ware gescannt, so legt er diese auf eine Ablagefliche. Frau Miiller
entnimmt die Artikel mit identisch exponentialverteilten Zwischenzeiten mit Rate p aus
der Ablagefliache.

Die Anzahl der in der Ablagefliche befindlichen Artikel beim Einkauf von Frau Miiller
kann ebenfalls durch einen zeitstetigen Prozess { X (t),t > 0} beschrieben werden. Gehen
Sie fiir die folgenden Teilaufgaben davon aus, dass die Ablagefliche maximal vier Artikel
fasst und der Kassierer mit dem Scannen weiterer Artikel bei voller Ablage so lange
wartet, bis ein Artikel aus der Ablage entnommen wurde.

(b) Um welchen speziellen Markov-Prozess handelt es sich bei {X (¢)}?

(c) Geben Sie die Intensititsmatrix A sowie die Ubergangsmatrix @ der eingebetteten
Markov-Kette an.

(d) Sie haben nun anhand des Einkaufs von Frau Miiller die stationére Verteilung o
der eingebetteten Markov-Kette geschiitzt. Beschreiben Sie, wie mithilfe von © die
Grenzverteilung 7 von {X (¢)} geschétzt werden kann (es ist keine explizite Berech-
nung erforderlich).

(e) Geben Sie die gemeinsame Likelihood fiir A und p basierend auf den ersten zwei
Zustandsdnderungen des gegebenen Prozesses an (Fallunterscheidung). Gehen Sie
dazu davon aus, dass zunéchst ein Artikel durch den Kassierer auf die Ablagefliche
gelegt wird.



Hauptklausur Einfithrung in die Stochastischen Prozesse 18.07.2016




Hauptklausur Einfithrung in die Stochastischen Prozesse 18.07.2016




Hauptklausur Einfithrung in die Stochastischen Prozesse 18.07.2016




Hauptklausur Einfithrung in die Stochastischen Prozesse 18.07.2016

Aufgabe 3 (35 Punkte)

Im Folgenden soll der Zustand eines Gebrauchsgegenstandes nach der t-ten Benutzung
durch die Markov-Kette {X;,t € Ny} beschrieben werden. Der Gegenstand kann unge-
braucht, also neu (N), gebraucht (G) oder defekt (D) sein. Gehen Sie davon aus, dass der
Gegenstand nach der ersten Benutzung gebraucht ist und danach aber bei jeder Benutzung
mit Wahrscheinlichkeit a € (0, 1] kaputt gehen kann. AuBlerdem wird mit Wahrscheinlich-
keit %a der Gegenstand bei Benutzung in defektem Zustand repariert und gilt danach
wieder als gebraucht.

a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix P fiir {X,} auf. Fiir welche Werte von a ist P
wohldefiniert?

b)
c)
d)
e) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Gegenstand nach dem zweiten Ge-

brauch defekt ist? Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Gegenstand nach
dem dritten Gebrauch gebraucht ist?

Zeichnen Sie den zugehorigen Markov-Graphen.
Bestimmen Sie die Aquivalenzklassen von X; und begriinden Sie Ihr Ergebnis kurz.

Geben Sie die kanonische Form von P an.

Betrachten Sie nun im Folgenden die Markov-Kette {)~(t, t > 1} eines einmalig benutzten
Gebrauchsgegenstandes mit Zustandsraum S = {G, D} und Ubergangsmatrix P.

f) Bestimmen Sie die stationdre Verteilung # = (7g,mp) von X;. Wie ldsst sich =
interpretieren?

g) Fiir einen Gegenstand, der 300mal gebraucht wurde, ergibt sich die folgende Tabelle:

t
G D
t—1 G 31 90
D 42 137

Stellen Sie mit Hilfe dieser Kreuztabelle die Likelihood sowie Log-Likelihood fiir den
Parameter a auf und beschreiben Sie kurz, wie Sie den ML-Schétzer fiir a herleiten
wiirden (eine explizite Berechnung ist nicht verlangt).

Hinweis: Sie kénnen beim Bestimmen der Likelihood die Nebenbedingungen aus
Aufgabe a) ignorieren.
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