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Voraussetzung zum Erlangen der vollen Punktzahl.
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Aufgabe 1 (15 Punkte)

Fiir einen Poisson-Prozess {N (t),t > O} mit Werten k,n € N, k < n gilt folgender
Zusammenhang;:

P(N(s) = k | N(t) = n) = (Z) (;)k (1- ;)"k fir s <t. (1)

Geben Sie den Losungsansatz fiir den Beweis der obigen Gleichung an und interpretieren
Sie die angegebene Formel in (1).
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Aufgabe 2 (35 Punkte)

In einer kleinen Postfiliale mit einem Schalter ist die Zeit zwischen der Ankunft von
Kunden exponentialverteilt mit der Rate A > 0. Die Zeit, die der Postangestellte braucht,
um einen Kunden zu bedienen, ist exponentialverteilt mit Rate p > 0. Befinden sich zwei
oder mehr als zwei Kunden in der Post, wird ein zusétzlicher Angestellter gerufen und
ein zweiter Schalter erdffnet. Die Zeit bis ein Kunde bedient wird, ist im Fall von zwei
geoffneten Schaltern exponentialverteilt mit Rate 2u. Die Post fasst maximal vier Kun-
den, d.h. wenn sich vier Kunden in der Postfiliale aufhalten, werden weitere Kunden zu
einer anderen Filiale geschickt.

Im Folgenden ist der zeitstetige Prozess {X(t),t > 0} von Interesse, der die Anzahl der
in der Postfiliale befindlichen Kunden zum Zeitpunkt ¢ beschreibt.

(a) Durch welchen speziellen Markov-Prozess kann { X (¢)} beschrieben werden? Bestim-
men Sie die Intensititsmatrix A sowie die Ubergangsmatrix () der eingebetteten
Markovkette.

(b) Beschreiben Sie in eigenen Worten oder Pseudo-Code, wie sich Pfade des Prozesses
{X(t)} auf dem Zeitintervall [0, s] mit s > 0 bei gegebenen Raten A und p simulieren
lassen.

(c) Ist {X(¢)} irreduzibel und / oder positiv-rekurrent? Begriinden Sie Thre Antwort.

(d) Stellen Sie ein Gleichungssystem fiir die Grenzverteilung 7 von {X(¢)} auf. Es ist
keine explizite Berechnung der Grenzverteilung erforderlich. Die Angabe der Formel
und die Beschreibung des Vorgehens zur Berechnung sind zum Erlangen der vollen
Punktzahl dieser Teilaufgabe ausreichend.

(e) Geben Sie die gemeinsame Likelihood fiir A und p fiir die ersten zwei Zustandsénde-
rungen des gegebenen Prozesses am Beginn eines Tag (nach Offnung der Postfiliale)
an.

(f) Manche der Kunden kommen auch in Paaren, d.h. ein realistischeres Modell als die
Annahme einer konstanten Ankunftsrate ist eine erhchte Ankunftsrate in der ersten
Minute nach Eintreffen des letzten Kunden. Was fiir ein Prozess ergibt sich in diesem
modifizierten Modell (mit Begriindung)?
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Aufgabe 3 (25 Punkte)

Ein Student geht unter der Woche téglich in einer kleinen Kantine in der Ndahe der Uni-
versitéit zum Mittagessen. Die Kantine bietet jeden Tag ein Hauptgericht (H) und eine
Suppe (S) an. Da der Student Vegetarier ist, hingt seine Essenswahl davon ab, ob das
Hauptgericht Fleisch enthélt. Ist dies nicht der Fall, wahlt der Student das Hauptgericht,
anderenfalls die stets vegetarische Suppe.

Der Student nimmt an, dass die Folge seiner Essensentscheidungen (und damit die eigent-
lich interessierende Folge der Inhaltsstoffe im Hauptgericht) am Tag ¢ einer homogenen
Markov-Kette {Xt,t € N} mit dem Zustandsraum S = {H, S} folgt. Fiir den Ubergang
vom Hauptgericht zur Suppe nimmt der Student die Wahrscheinlichkeit a an, fiir den
Ubergang von Suppe zu Hauptgericht die Wahrscheinlichkeit 2 — 2a.

a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix P fiir {X;} auf. Fiir welche Werte von a ist P
wohldefiniert? Fiir welche zwei Grenzfille von a ergibt sich keine inhaltlich sinnvolle
Ubergangsmatrix und warum?

b) Gegeben der Student wihlt heute das Hauptgericht — wie grofl ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er iibermorgen die Suppe isst?

¢) Bestimmen Sie die stationdre Verteilung w = (7mg,ms) von X;. Wie lasst sich
interpretieren?

d) Der Student sammelt einige Wochen die getroffenen Entscheidungen fiir seine Mit-
tagsspeise. Fiir die Anzahl der Ubergidnge zwischen den Zusténden erhalt er die
folgende Tabelle:

t
H S
t—1 H 31 21
S 42 137

Stellen Sie mit Hilfe dieser Kreuztabelle die Likelihood sowie Log-Likelihood fiir den
Parameter a auf leiten Sie den ML-Schétzer her.

Hinweis: Sie kénnen beim Bestimmen der Likelihood die Nebenbedingungen aus
Aufgabe a) ignorieren.
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