Stochastische Prozesse 3.3 Grenzverhalten homogener Markov-Ketten

3.3 Grenzverhalten homogener Markov-Ketten

e Fragestellung:

Pl = (i) =7 fir t— o0
p(t)={P(X; =9} — 7 fir t—

Wir betrachten nur aperiodische Markov-Ketten.

e Grenzwertsatz fiir die t-schrittigen Ubergangswahrscheinlichkeiten p§;>

Sei j transient oder null-rekurrent. Dann ist V2 € S

lim p(-t-) = 0.

t—oo0 W
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Sei j positiv-rekurrent und aperiodisch. Dann gilt

: ) (t) L .
tlg(r)lopij = tlgrolopjj Vimiti < J

SN (> PSR S () B
tlg(r)lopij = fw,ujj =:l;;° Vies

Dabei ist f;; die Wahrscheinlichkeit in endlicher Zeit von ¢ nach j zu gelangen:
— Fur rekurrentes ¢ aus der gleichen Klasse wie j ist f;; = 1.
— Fur ¢ € C, C abgeschlossen, j ¢ C, ist f;; = 0.

— Fir transientes ¢ ist f;; = P(j wird von 7 aus (irgendwann) erreicht).
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Plausibilitatserklarung:
— 7 transient:
— 7 null-rekurrent:

— 7 positiv rekurrent und aperiodisch:
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In der kanonischen Reprasentation ergibt sich also folgende Blockgestalt:

(ploo 0 - ... ()\
o P 0 - 0
P> = s :
0O v o . 0
K[;fo Ly .. ... 0)
e Interpretation von p,E;-’O) fur aperiodische, rekurrente i < j: p(oo) = L st die

L Mg
relative Haufigkeit der Besuche in j, bezogen auf die Gesamtzahl aller Ubergange
(fur t — o0).

e Problem: Berechnung der Erwartungswerte E(T};) = p;;.
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e Grenzwertsatz fur ergodische Markov-Ketten:

Fur eine irreduzible, aperiodische MK gilt: Sind alle Zustande positiv rekurrent, dann
besitzt das lineare Gleichungssystem

T = Zﬂ'ipija JES

1es bzw. m=mb
Zﬂ.j —1 ml =1,
jES
mit dem Zeilenvektor m = (7m;;5 € S), eine eindeutige, strikt positive Losung

(m; > 0,Vj €.S5) und es gilt

1
m; = lim p(-t-) = —,

s o0 L4 )
t=00 H3j
sowie

t— 00

lim p(t) = tlim p(0)P" = p(0)P>® =7
— 00
fur jede beliebige Anfangsverteilung p(0).
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Umgekehrt gilt auch: Ist das obige Gleichungssystem eindeutig und strikt positiv
losbar, so sind alle Zustande positiv rekurrent.

e Folgerung: Fur eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette mit endlich vielen
Zustanden hat das Gleichungssystem eine eindeutige, strikt positive Losung.
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