Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Voraussetzungen: p;;(0) = limpop;;(h) = &;;, Pfade (mit W'keit 1) rechtsseitig
stetig.

Bezeichnungen:

— S, Zeitpunkt der n-ten Zustandsanderung, So = 0,

— Y, = X(S5,) zum Zeitpunkt S,, angenommener Zustand,
— Tha1 = Spe1 — Sp Verweildauer in Y,

- Pn4+1 — Shp, + Tn—i—l-

— Falls absorbierende Zustande Y,, moglich sind, d.h. S,, 11 = o0,

1% . Yny Sn—l—l — OO
e X(Sn+1), Sn_|_1 < Q.

— V/(t) Vorwartsrekurrenzzeit: Dauer von t an bis zur nachsten Zustandsanderung
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Exponentialverteilte Verweildauern:
Die Verweildauern T, n € IN sind exponentialverteilt mit einem Parameter \;,
gegeben Y,,_1 = 1. Fur jeden Zeitpunkt t gilt
P(V(t) < s|X(t) =) =1—e ™, 520,

die Vorwartsrekurrenzzeit ist also ebenfalls exponentialverteilt mit Parameter \;.
Beweis: (fir V(t))

Aus der Homogenitat des MP folgt

fi(s) :=P(V(t) >s| X(t) =1)=P(V(0) >s| X(0) =1).

Sommersemester 2017 214



Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

fur alle r, s > 0:

fi(s+7) = P(V(0)>s+r|X(0)=1)
— P(V(0)>s,V(s)>r| X(0)=1)
= P(V(s)>r|V(0)>s X(0)=1) P(V(0)>s|X(0)=1)

7

=X (5)=4,X (0)=i

= P(V(s)>r|X(s)=1)-P(V(0) >s| X(0)=1)

Homogenitat

= fi(r) - fi(s).

fi(s +1) = fi(r) - fi(s) charakterisiert eindeutig die Exponentialfunktion.

Wegen 0 < f;(s) < 1 folgt fi(s) = e~ mit \; > 0 = Behauptung.
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4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Definition: Zustand 7 ist

absorbierend < M\, =0
stabil & 0< )\ <0

instabil & A\, = o0

e Falls ¢ absorbierend ist, gilt fur alle s > 0

PV(Et)>s| X(t) =i)= P(X(t+s)=1i| X(t) =i) = 1.

Der Zustand 7z wird mit W'keit 1 nicht mehr verlassen.

Falls 7 stabil ist, gilt
PO<V(t)<oo| X(t) =1) =1.

X verweilt in i eine positive, aber endliche Zeit (mit W'keit 1).
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Falls 2 instabil ist, gilt
PlV(it)=0|X(t)=1)=1.

Der MP verlasst einen instabilen Zustand sofort wieder. Dies fuhrt zu nicht rechtsseitig
stetigen Pfaden. Daher sind instabile Zustande im weiteren ausgeschlossen.
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e Struktursatz: Sei X ein Markov-Prozess mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Dann gilt
Vn e Ng Vi, e,...,00€ S5 Vt,t1,...,t, e RVO< s1... < sy

1.

P(Ypi1 =3, Tnp1 >tV =id,..., Y5 =10, S0 = Sny ..., 8 = 0) = gz

0 , ¢ stabil
m|t o> 07 — 1’ J— ’ .
qij = j;qw Tii {1 . 7 absorbierend

. {Y,,n € IN} ist eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix Q = (qi5)

P(Thir >ty =14,Yi1 =j) = P(Thy1 > t|Y,, =i) = e Mt

Py >t ..., Ty > ta|Yn =i,..., Yy = ip) = e Mol e Ninaln
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e Bemerkungen:

(a) {Y,, n € IN} heiBt eingebettete Markov-Kette. Erreichbarkeits- / Rekurrenzeigen-
schaften der eingebetteten Markov-Kette ubertragen sich auf diskreten Markov-
Prozess.

(b) Aussage 3 besagt, dass A; nur vom eben besuchten Zustand, nicht aber vom
nachsten abhangt.

(c) Aussage 4 besagt, dass die Verweildauern exponentialverteilt und bedingt
unabhangig sind, wenn die Folge der besuchten Zusande gegeben ist.

(d) Der Struktursatz liefert auch die gemeinsame Verteilung von {T,,,Y,} und damit
die Likelihood zur ML-Schatzung der Strukturparameter \; und ¢;; (bzw. der
Intensitaten \;;):

P(Tl >t1,...,Tn>tn,Y0:i07Y1 :/LlaaYn:Zn)
— P(Tl>t1,---,Tn>tn|YO:i07Y1:i17"'7Yn:in)
°P(Y0:7:07Y1 :’Ll,,Yn:’Ln)

—Xot iyt '
= e 0. e T P(Yo = d0) - Gigiy t - - Qipyqin
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Beweis:
1. Esgilt Y11 = X(Sh+1) = X(Sn + Thy1)
= P(Yoi1 = j,Tha1 >t | Yy = 4,...,Yy = 49,5, = $...,5 = 0)
= P(X(S,+Thi1) =74, Tha1>1t| X(sp) =1,...,X(0) = 1o,

ME+Hom. . :
o p(X (1) = 4, Ty > | X(0) = i)
G_Ait, Satz zu
expon.vtlt. Verweildauern
= e ML PX(t+ V() =4 X(t) =1}
Hom

= e NP =35 Yy =i}

gt

— € dij
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2. Setzet =01in 1.

P(Tn—l—l >t7Yn+1 = ‘ Y, :Z)

1.2, gije Nt

qij

3. P(Tn_|_1 >t|Yn:i,Yn+1 :]) —

— €_>\it

4. Aus 3. durch Induktion.

e Konstruktion bzw. Simulation der Pfade eines Markov-Prozesses:
— Startwert X (w,0) = Yp(w) = 1o

— Im Zustand Y,,(w) = i, n € Ny, bestimmt man gemaB der Verteilung g;,,;, j € S,
den nachsten Zustand Y, 11 (w) = i1

— Die Verweildauer T}, 11(w) = t,41 in i, bis zum Sprung nach i, wird gemaB
einer \; -Exponentialverteilung realisiert.
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e Definition: Regularer Markov-Prozess
Ein Markov-Prozess heiBt regular, wenn er die folgenden Eigenschaften besitzt:
1 ,i=7
0 ,i#J
2. Pfade (mit Wahrscheinlichkeit 1) rechtsseitig stetig.

L. pi;(0) = %%pij(h) = 0ij = {

3. sup,, S, = +00.
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e Regularitatskriterien

Ein Markov-Prozess, der die Eigenschaften 1. und 2. erfullt ist regular, falls eine der
folgenden Eigenschaften gilt:

1. S ist endlich.
2. \; <cfurallez e S§.
3. Alle Zustande der eingebetteten Markov-Kette Y sind rekurrent.

4. Die Markov-Kette Y verbleibt mit Wahrscheinlichkeit O in einer transienten Klasse.

e Intensitaten und Strukturparameter

X sei ein regulirer MP. Dann sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(t) stetig
differenzierbar und es gilt

p’. (O) = lim pij(h) _ pij(o) = )\@'j = {

—Ai, 1=

h10 h
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bzw. in o(h)-Schreibweise

P(X(t+h)=jX({)=1) = h)\q;qij—l—O(h), 1 F£ )
P(X(t+h) =i|X(t) =i) = 1—A\h+o(h).

In Matrixschreibweise (.S endlich):
P(h) =1+ Ah+o(h).

bzw.

lim b(n) —1
h— oo h

— P'(0) = A.

Die Zeilensummen der Intensitatsmatrix A sind gleich 0, d.h. fur alle 7 € S gilt
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Beweis der Hauptaussage:

Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als einen Ubergang im Zeitraum h ist gleich o(h),

P(Tn—l—l + Tn—|—2 < hf|Yn — i7Yn—|—1 — ]) < P(Tn—l—l < haTn—l—Q < hf|Yn — 7:7Yn—|—1 — ])
= (1—e MM (1 —e ") = (\ih + o(h))(A\jh + o(h)) = o(h).

= fur ¢ # j:
pij(h) = P(Ypy1 =7, Toy1 <h|Yp=1)+ o(h),
:P(Yn+2:jaTn—|—1‘|‘Tn+2§h|Yn:i)"‘-“
Struktursatz )\
=" iy — @y et +o(h)
=1—MNh+o(h),
Taylorentwicklung um 0
= qij\ih 4+ o(h)

oy e Pig(h) —pi(0) o o(h)]
- >\’I,j —pw(O) _lh%?()l h _lh%ﬁ)l QZJ)\Z+ h _QZQ)\Z'
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Analog pi(h) = P(V(t)>h|X(t)=i)+o(h)
= e o(h) 1 — \h+o(h)

/ U T pii(h) — pii(0)
= Pil0) = i = 1}5% h P10

0,2 stabil (0 < \;
Zeilensumme von A ist gleich 0: ¢;; = { 4 stabil (0 < A; < o0)

1,4 absorbierend (\; = 0)

Z)\ij = N\ + Z )\@'j:_>\i+z)\i(hj

JES JES\{t} j#i
— A Cw-n-o
— ) J#Z _
—0,i stabil

7 absorbierend
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Beispiel: Molekulare Evolution S ={A T, G, C}

Jukes-Cantor-Modell: alle Mutationen gleich “wahrscheinlich”

A G C T
A [-3a « o o o & 1 1
e a 3o  « Q ; . ( 13 0 4
A= C . 0 30 o i stabil (\; >0) Q= R
FAe o o =3 SR

Aij i .
= qi; = 0, dij = XZ — Zk;éij)‘ik’ J #Z

Kimura-Modell: Unterschiedliche Intensitaten, aber A — C' = C' — A (Symmetrie)

* = —(a+p+7)

N QQ

2 @™o ¥
=2 ¥ 2 Q
O % 2 ™ O
¥ © 2 N

0 = (a, B,7)
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Beispiel: Geburtsprozess
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e Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten P(t) aus A

Sei X ein regulirer Markov-Prozess. Dann ist die Ubergangsmatrix P(t) = (p;;(t))
durch die Ubergangsmatrix () der eingebetteten Markov-Kette Y und die Parameter
A; der Verweildauern bzw. die Intensitatsmatrix A eindeutig bestimmt. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten pi;j(t) sind Losung von

L opi;(t) =Y Xirprj(t)  bzw.  P'(t) = AP(t), P(0) =1
keS
(Riickwartsgleichungen von Kolmogorov)
2. pj;(t) = pi(t)An; bzw.  P'(t) = P(t)A, P(0) =1
kesS
(Vorwartsgleichungen von Kolmogorov)

3. Fur endliches S ist die Losung gegeben durch

(1) | (tA)°

_ A
Pt)=e"=T+tA+ 5 + 3

Sommersemester 2017 229



Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

Die (numerische) Berechnung erfolgt mit Hilfe der Spektralzerlegung von A
A = U diag(dy,...,dn)U ™,
mit den Eigenwerten dq,...,d,, und der Matrix U der Eigenvektoren. Dann gilt

P(t) = U diag(e®™!, ... em) U1

Beweis:

Informell, in Matrixdarstellung (vgl. FKO S. 113). Die Beziehung zwischen p;.(0)
und A;; in Satz lasst sich in Matrizenform durch

P =1

lim
hl10

darstellen. Dann folgt mit Hilfe der Chapman-Kolmogorov-Gleichungen
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bzw. P(t+h)—P(t) (P(h)— I)P(t).

h h

Grenzubergang h — 0 liefert

mit P(0) = I wegen p;;(0) = d;;.
Die Losung ergibt sich aus der Theorie linearer Differentialgleichungssysteme analog
zu f'(t) = Af(t) mit f(0) =1 = f(t) = e . O
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e Beispiel: Markov-Prozess mit 2 Zustanden

-

I
N\
o O
|
w O
SN——

-

I
Z~~ N
— =
I
(NI
N———

-

L

I

7 N

Wi WwIN
|

W= Wl

N———

P(t) = U diag(e®™, eyt

Bemerkung: Es existiert der Grenzwert

A, ) = (

WIN WIN
Wl W
N~
aQ
|
w
~
VR
WY W
win Wl
N~

Wl WIN

W= Wl
v
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e Beispiel: Allgemeiner Markov-Prozess mit 2 Zustanden

- A
()
Die Kolmogorov-Gleichung P’(t) = P(t)A ergibt
poo(t) Por1(t) \ _ [ pool(t) por(t) \ [ —A A
(pgg(t) pg1(t) ) B ( pio(t) p11(t) ) ( uwo — )
= Doo(t) = —Apoo(t) + ppoi(t), po1(t) = 1 — poo(?),
= poolt) =+ — (A4 p)poo(t).
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Losung:

Poo(t) =

poi(t) =

Aus Symmetriegriinden erhalt man
pui(t) =
p1o(t) =

Grenzwert:

lim P(t)

t— o0

P A Ot

A A+

1 — poo(t)
_;i______aL_e—(A+uﬁ
Apu A+ up
AP O
Adu A+p

_H R Ot
A A+p

M A
_ A Ap
2 A '
Atp o Atp
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Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Die Zustande eines Markov-Prozesses werden anhand der eingebetteten Markov-Kette
klassifiziert (Rekurrenz, Erreichbarkeit, Periodizitat, etc.).

e Fur transientes j folgt aus lim;_, o qg) — 0 fir die t-Schritt UW q,gi) auch
lim; ,oopij(t) = 0.  Fir Grenzwertsatze daher Beschrankung auf irreduzible,

rekurrente MP.

Sommersemester 2017 235



Stochastische Prozesse 4.3 Skizze der allgemeinen Theorie

e Grenzwertsatz:
Sei X ein regularer, positiv-rekurrenter und irreduzibler Markov-Prozess. Dann gilt:

1. lim P(X(t) = j) = m; existiert V j € S, und ist von der Anfangsverteilung

t— 00

unabhangig.

2. Die Grenzverteilung 7 laBt sich berechnen uber
10

(a) m; = 5~ le mit uA = 0 bzw.
(b) 7; ZVJZ)\/J)\ mit v = vQ
(™)
3. tli}rgloP(t) =| =
\ 7/

4. ™= (...,mj,...) ist strikt positiv, d.h. 7; > 0 fiir alle j.
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5. m ist die einzige stationare Verteilung von X, d.h. es gilt

Tr=mw-P(t) Vt>0.

Plausibilitatsbegriindung zu 2.: (vgl. auch FKO S. 116)

Kolmogorov'sche Vorwartsgleichung:

dann folgt offensichtlich
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da

d d

_7T.

dt™? T dt =
(7; hangt ja nicht von t ab, da Grenzverteilung).

lim 0 Pij (t) =0
Insgesamt folgt

t— 00 t— 00

O:JMJWﬂ:hmP@A:(___W_—_>Aﬁ

in jeder Zeile steht also 7- A =0, d.h. 2. (a) gilt.
Die Aquivalenz zu 2(b) giltwegenv=v-Q<v(@Q-1)=0.

Erweiterung mit + - A;: leag(A—Z)(Q I)=0¢<

—A1 A1qi2
VK V9
LRI B VO )
Goag )| e 22
p N -~ _
X
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2(b) ist plausibel: Grenzverteilung ist proportional zu

1
) 2
N—

Wahrscheinlichkeit sich in j aufzuhalten (fiir groBes t)
durchschnittliche Aufenthaltsdauer in j

e Beispiel: Markov-Prozess mit zwei Zustanden

S YEDY
= )

Mdglichkeit 1: Uber die Intensititsmatrix uA = 0

— A F Ao =0 & —pugA+ (1 —p1)Ae =0
pid1 — A2 =0 & g — (A1 +A2) =0

A2 A1

= U] = ————, = —
251 N+ A 2 IV
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Moglichkeit 2: Uber die eingebettete Markov-Kette v = v ()
0 1
=(V)
11
v=|=,=].
2" 2

: : : I 1
Grenzverteilung ist proportional zu | —,— | :
A1 A9

stationare Verteilung:

(7 77)—( A2 M )
R P VNI VLI VNS Wy
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e Peter Prinzip: Drei berufliche Kategorien in einem Betrieb
Senior

T J S

T — AT AT 0
A= J AJT  —AJ  AJs
S Ag 0 —Ag

Grenzverteilung: m = (7p, 7y, Ts)

. T" Trainee, J Junior, S

AT = AJTTg + AgTg
)\J7TJ — )\Tﬂ'T
ASTs = Ajsmy
1 = @wr+7m5+7s.
Losung ist
o ASA g I ASAT e ATAJS
T N ’ J N ’ S N

mit N = AgAj + AgAr + A ss.
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4.4 Inferenz

e /wei mogliche Situationen in Anwendungen:
1. Vollstandige Kenntnis uber einen oder mehrere Pfade.

2. Beobachtungen nur zu Zeitpunkten t1 < t5 < ... < t,, d.h. Pfade nicht vollstandig
beobachtet.

e In beiden Situationen: Likelihood—basierte Inferenz fur die Strukturparameter A =

{Aij} bzw. Q = {qi;}, A = {\i}.
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e Situation 1:

Die Likelihood wird gemaB Struktursatz bestimmt:

. . . _>\’L t’I’L
P(Yn — anTn > tnlyn—l — In—1, Sn—l — Sn—1,--- 7Y0 — 10, SO — O) — {i,,_1i,€ n=177,

= Gemeinsame (bedingte) Dichte fiir Y,, diskret, T}, stetig (beziiglich ProduktmaR
aus ZahlmaB und Lebesgue-MaB):

Qi yinNip_€ 1™,
Likelihood L()\w”bo, ’1:1, . o 77;n—17 ’I:n, t1,... ,tn)i
L) = Dig(0) - diginAige 0 - qighie M gy i, e et
= pio(0) [ [{exp(=Xive) - [ (@i320)™9}

i€S JES,j#i

mit ; gesamte Verweildauer in ¢ und n;; Gesamtzahl der Ubergénge T — 7.
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Bedingte Log-Likelihood (ohne p;,(0)):
[(Nig) = Z—M%Jr Z nijlog(Aij)

i€S i,j€S,iH#]
= ) (=i +niglog(Aij))
¥, J517#]
Ol( A ii |
(Aij) — it Taj 1 0
a>\@'j )\@'j
Damit ergeben sich die ML-Schatzer
. N
N, = Y
2 T, .
N = %, mit n, = an
j#1
~ S\z i/ Vi T . .
qi; = = i/ L, J# .

Mi; ist konsistent fiir \;; mit asymptotischer Varianz 4.

1
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e Situation 2: Daten X (t1) = i1,..., X (t,) = i, = Likelihood

L(Xij| X (t1) = t1, ..., X(tn) = in) = Dig(0)Diyiy(t2 —t1) - .. Di i (En — 1)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen dabei aus den Kolmogorov-Gleichungen
bzw. uber die Spektralzerlegung von A bestimmt werden.

= Numerisch aufwendig.
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