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Kapitel 1

Einfiihrung und Beispiele

Inhalt:

e Anwendungsbeispiele
e crste Definition eines stochastischen Prozesses

e einige spezielle stochastische Prozesse
Ziel:

e Aufzeigen der Vielfalt stochastischer Prozesse

e Einfithrung erster Grundbegriffe anhand von Beispielen

1.1 Einfiihrende Beispiele und erste Definition
Beispiele:

e rein zeitlich:

— Mikrodaten des IFO-Konjunkturtests

— Markenwahl

— Erwerbstéitigkeit: Individuelle Verldufe, Anzahl Erwerbsloser
— Krankheiten : Individuelle Verldufe, Anzahl Erkrankter

— DNA-Sequenzen

Genetische Evolution

(Aktien)Kurse: Tagesdaten
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(Aktien)Kurse: Inter-Tagesdaten
— Schlafzustidnde

— Schadenstfille und Schadenshohen bei KFZ-Versicherung

Brown’sche Bewegung (ein- und mehrdimensional)
e rdumlich 4 rédumlich-zeitlich:

— Krebsatlas (rdumlich, rdumlich-zeitlich)

Erwerbstétigkeit (rdumlich, rdumlich-zeitlich)

— fMRI Daten (human brain mapping)

Kosten bei privater Krankenversicherung (rdumlich-zeitlich)

In allen Beispielen beobachtet bzw. misst man Realisierungen von ZV X;, t € T, mit einer geeigneten

Indexmenge T', z.B. mit

T C No, Ry (Zeit),

T C7? (rdumliches Gitter),

T CR? (kontinuierliche Teilmenge),
T CZ%*x Ny (Raum-Zeit).

Dies fiithrt zur ersten

Definition 1.1  Stochastischer Prozess (SP) als Familie von ZV

Sei T' Indexmenge bzw. Parameterraum. Die Familie { Xy, ¢ € T'} von ZVen heifit stochastischer

Prozess. Der Wertebereich S der ZVen heif3t Zustandsraum.

Bemerkung;:

Genauer gilt X; : (2, F,P) — (5,8) ZV fiir alle t, S ist o-Algebra und (Q, F, P) ein W-Raum.
Dabei ist in der Regel S C Z, R, R?,... und fiir die o-Algebra S gilt S = P(S) fiir S diskret bzw.
S = B Borelmengen fiir S € Ry, R,...

Dann heifit das Quadrupel X = {Q, F, P, (X, t € T))} stochastischer Prozess.

1.2 Spezielle stochastische Prozesse

1.2.1 Irrfahrten (Random walks)

Irrfahrten (,Random Walks*): einfache stochastische Modelle fiir Spielsituationen; diskretisierte Idea-

lisierung von Kursverldufen bzw. der Brown’schen Bewegung.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND BEISPIELE 8

Diskrete einfache Irrfahrt auf der Geraden

Start in 0 (Zeit t = 0)
Bewegung: (t =1,2,...)

Ein Schritt nach rechts mit Wahrscheinlichkeit p
Ein Schritt nach links mit Wahrscheinlichkeit ¢
Verbleiben im Zustand mit Wahrscheinlichkeit r
p+qgt+r=1

{Z;, t =1,2,...} i.i.d. Folge

Zy € {—1,0,1} ZV fiir t-ten Schritt
P(Zy=-1)=q, P(Z=0)=r, P(Z;=1)=p

X:, t=0,1,2,... Position nach dem t-ten Schritt
Xo=0, X, =Z1+2Zo+ ...+ Z,bzw. X4 =Xy 1+ 24, t > 1

Definition 1.2 Einfache Irrfahrt

Die Folge X = {X;, t € No}, mit X; = X;_1 + Z;, heifit (einfache) Irrfahrt auf der Geraden.
(Zy iid. mit P(Z, =1) =p, P(Z, = —1) = q, P(Z; = 0) = 1)
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Also: {X;, t € INo} ist ein stochastischer Prozess mit T'= Ny, S = Z.
Zugrundeliegender Ergebnisraum €2, Ergebnisse w:
w Folge der Realisierungen von 71, Zo, . ..
zB. w=(1,1,-1,1,1,0,0,1,-1,...) = (Z1(w) = 1, Z2(w) = 1, Z3(w) = —1,...)
Q={-1,01}X

Pfad, Trajektorie, Realisierung: Treppenfunktion bzw. Polygon.

e Spezialfille:

kein Unentschieden

p=q = faires Spiel, symmetrische Irrfahrt

N = D

e Modifikation: Absorbierende Schranken

Interpretation: Spieler A mit Anfangskapital a
Spieler B mit Anfangskapital b

X; Gewinn von A nach t Spielen
{X¢ = —a} Ruin von A (,,Gambler’s ruin*)
{X: = b} Ruin von B.

Ziel: z.B. Berechnung von Ruinwahrscheinlichkeiten bzw. Gewinnwahrscheinlichkeiten.

Ohne Beweis:

Gewinnwahrscheinlichkeit bei p = ¢ = % ist

und fir B: Pg = b

fir A: PA:a+b S

e Markov-Eigenschaft der diskreten Irrfahrt:

PXpm=j|Xe=i, X1 =021, Xpo=11—2,..., X1 =11) = P(Xeq1 = J | X =1),
fir j e {i+1,4,i—1)

Interpretation: Die Zukunft X1 ist bei bekannter Gegenwart X; (bedingt) unabhéngig von der
Vergangenheit X;_1,..., X7 (Xo=01!) bzw. X;_1,..., X3, Xo; Xo unabhéngig von {Z;}.
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Beweis:

PXiy1=7 | Xe =4, X1 =144-1,..., X1 =11, X0 = ip)

= PZiyy1=j5—i|Zy =i —it-1,...,21 =11 —ig, Xo = ip)

(Zt41,24,...,21,X0 unabhingig) . . . .
DAL 220 P(Zijn=j—i)=PXy1=7| X, =1).

Ungerichtete Form der Markov-Eigenschaft:

P(Xi=i| Xeze) = P(Xi =i | Xey1 = dgg1, Xpm1 = i1-1)

Interpretation: Bei gegebenen Nachbarn X1, X;—1 ist X; von weiteren Nachbarn links und

rechts unabhéngig.

Beweis:

e Zwei-dimensionale symmetrische Irrfahrt

Xn = (XlnaXQn) S Z2
Xn+1 = Xo+2Zy;

()C) 2

N
m
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Verallgemeinerungen

e Allgemeine Irrfahrt (Random Walk)
Bisher: {Z;, t € IN} iid Folge mit Z; € {—1,0,1}.
Allgemein: {Z,;, t € N} iid Folge, Z; beliebig verteilt.
Beispiel: {Z;, t € N} iid N(0, 02), ,GauB’sches Weiles Rauschen®,

X = X¢_1 + Zy GauB-Irrfahrt.
Markov-Eigenschaft gilt analog:

flag | X1 =2q,..., X1 =21) = f(CCt \ X1 = xt—l) ~ N(xt—bUQ)
baw. X | Xe1,.., X1~ Xy | Xeo1 ~ N(Xy1,0?)

e Autoregressive Prozesse

Autoregressiver Prozess der Ordnung 1 (AR(1))

X, =pXi_1+ Zy,  Z;iid N(0,02)
Autoregressiver Prozess der Ordnung p (AR(p))

Xe=pXoa+ ...+ ppXsp+ 24

GauB-Prozess, falls Z; iid N(0, o2).

Markov-Eigenschaft

Xt ’ Xt—l; ey X1 ~ Xt|Xt_1 ~ N(pXt_l, 0’2) fiir AR(l)
Xe| Xty Xo ~ Xi | Xi1y oo, Xeep ~ N(pe, 02) fir AR(p)
mit gy = p1 Xe—1+ ...+ ppXip.

Autoregressive Prozesse sind wichtiger Baustein in der Zeitreihenanalyse.

e Riumlicher Markov-Prozess

Baustein fiir Bildanalyse, geographische Epidemiologie, etc.

{Xs, s=(i,j) € Z*} heifit rdumlicher (Gitter-)Prozess oder Zufallsfeld.

Beispiele:
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e X;; € {0,1} Indikatorvariablen, z.B.
1 archéologischer Fund in (4, j)
Xij =

0 sonst

e X, €{0,1,2,...} Zéhlvariable, z.B. Anzahl von Krebserkrankungen in bestimmter Periode in

Landkreisen; dabei ist das Gitter irregulér.

e X;; stetig verteilt, z.B. Graustufe/Farbe in der Bildanalyse

R&umliche Markov-Eigenschaft

F(Xij | Xty (k1) # (,9)) = f(Xij | Xiay (1) ~ (4,5))

~: ,Nachbar von*

1.2.2 Wiener-Prozess

Historisch: Der Wiener-Prozess ist stochastisches Modell fiir die Brown’sche Bewegung, d.h. die (zeits-
tetige) Irrfahrt kleiner Teilchen in homogener ruhender Fliissigkeit. Irrfahrt kommt durch zufilliges
Zusammenstolen mit Molekiilen der Fliissigkeit zustande.

Moderne Herleitung: N. Wiener, 1923.

Parameterraum 7 = R, Zustandsraum S = R (bzw. R?, R3).
Bezeichnung: W = {Wy, t € Ry} oder {W (), t € Ry},
(W(t) um die ,,Funktion® von t zu betonen)

Der Wiener-Prozess ist wichtiger Baustein zur Modellierung von Wertpapierpreisen mit Anwendung
in der Optionsbewertung (Black-Scholes-Regel), vgl. z.B. Korn/Korn (1999):
Sei Py(0), Py(t) der Preis eines risikolosen Wertpapiers (z.B. Sparguthaben) zu den Zeitpunkten 0 und

t. Bei stetiger Verzinsung mit konstantem Zinssatz r gilt

Py(t) = Py(0)e" bzw.
InPy(t) = InPy(0)+rt

— loglinearer Ansatz fiir Aktienkurse:
In P(t) =In P(0) + rt + W (t),

W (t): regelloser Fehler in stetiger Zeit ~ N(0, o%t).
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Der Wiener-Prozess als Grenzfall von Irrfahrten

X (t) symmetrische diskrete Irrfahrt mit Bewegungen zu den Zeitpunkten nAt, n =1,2,... um +Az

nach oben bzw. unten, jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

X (t) = Lage des Teilchens fiir t = nAt, X(0) = 0 Start.

n P(Z,=+Az)=1
— X(t) = > Zk, Zj iid mit (Zr=+502) =3
k=1 P(Zk = —A$) = %
E(Zr) =0
Var(Zy) = (Az)?
A 2
L B(X(1) = 0, Var(X (1)) = (Az)?n = & A“Tt) ¢
2
Grenziibergang n — 0o, so dass
2. (Ax)? 2
o’ = g O0<o” <0

konstant bleibt: Zentraler Grenzwertsatz
= X(t) ~N(0,0%) fiir n — oo.

Weiter gilt:
Die Zuwdchse X (t)—X(s), X (v)—X(u), mit u < v < s < ¢t sind unabhdngig, da sie sich aus getrennten
iid Teilsummen der {Z, }-Folge zusammensetzen.

Die Zuwdchse X (t + s) — X (s) sind stationdr, d.h. die Verteilung hingt nur von der Zeitdifferenz ab
X(t+s)—X(s) ~ X(t)—X(0) ~ N(0,0%)

Plausibel: Unabhéngigkeit und Stationaritéit der Zuwéchse iibertréagt sich auf Grenzprozess fiir n —
oo. Exakter Beweis schwierig.
Deshalb: Axiomatischer Zugang, obige Eigenschaften + Stetigkeit der Pfade (aus ,physikalischen®

Griinden) werden postuliert.

Die ,Herleitung® des Wiener-Prozesses als Grenzfall von Irrfahrten funktioniert auch fiir allgemeine

»Symmetrische“ Irrfahrten, z.B. mit

Z, ~ N(0,02At), t=nAt

2
Var(X (1)) = no®At = “Xft — %

— X (t) ~N(0,6%) fiir n — oo



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND BEISPIELE 14

Axiomatische Definition und Eigenschaften des Wiener-Prozesses

Definition 1.3 Wiener-Prozess W

Ein stochastischer Prozess W = {W (t),t € Ry}, S = R, heifit Wiener-Prozess, wenn gilt:

(W1) Zuwdchse normalverteilt und stationdr:

W(s+t)—W(s) ~ N(0,0%) fir alles,t>0

(W2) Fiiralle 0 <1 <ty <...<ty, n>3 sind die Zuwdichse
W(ta) — W(t1), ..., W(tn) — W(tn—1)
unabhdngig
(W3) W(0)=0

(W4) Pfade sind stetig

Fiir 62 = 1 heifit der Wiener-Prozess normiert.

Bemerkungen:

(a) (W1), (W2) = Wiener-Prozess ist Prozess mit stationéren, unabhéngigen und normalverteilten

Zuwéchsen.
(b) (W3) ist Anfangsbedingung. Addition von ¢ liefert W (t) = W (t) + ¢ mit W (0) = c.

(¢) (W1), (W2), (W3) bestimmen ,endlich-dimensionale Verteilung®“ von
W(t1),W(te),...,W(tn) Vn>1.t1,...,t, € Ry.
(W4) folgt nicht aus (W1), (W2), (W3). Im Gegenteil: Man miisste zeigen, dass (W4) mit (W1)
— (W3) vertriglich ist.
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Eigenschaften des Wiener-Prozesses

(a) Verteilungseigenschaften
eindimensionale Verteilung;:
W(t) ~N(0,0%) VteRy,
da W (t) — W(0) ~ N(0,02t) nach (W1).

——
=0

zweidimensionale Verteilungen:

( Wis) ) ~N(O0,%), 0<s<t
W(t)

220255
st’

also  Cov(W(s),W(t)) = o%s. Fiir s,t beliebig: Cov(W(s), W(t)) = min(t, s)o?.

mit

Beweis:

W(s),W(t) —W(s), 0 <s<t o0.B.d.A unabhingig und normalverteilt.(W1, W2)
—— N ——
=U =V

= W(s) =U, W(t) = U + V bivariat normalverteilt

Cov(W (s), W(t)) = E(W(s) W (t))
= E[(W (1) — W (s)) W(s) +(W(s))?]
e
. E[(W (1) = W(s)) (W(s) = W(0))] + B(W (s))*
1% U U
unabhanglg:e Zuwichse E[(W(t) _ W(S))] E[(W(S) _ W(O))] —i—VaI"(W(S))
E(V)=0 E(U)=0 o?s

Die bivariate Normalverteilungsdichte lasst sich schreiben als:

1

1 x% (xg — a:l)Q
s = - - - 9 < t
foal@r,@2) 2m02\/s(t — s) exp{ 202 [ s T s ’

Beweis: Ubung

Bedingte Dichten:
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Beweis: Ubung

W(s) | [W(t) =] W(t) | [W(s) = d]
Linearitat des bedingten ,Neustart zur Zeit s in a*
Erwartungswertes

Endlichdimensionale Verteilungen:

0<ti<ta<...<typ, neN
(W(t1)> s 7W(tn))/ ~ N(O?022)>

t1 t1 t1 ... 1
tl t2 t2 t2
Y= t1 to t3 ... 13
t1 to 13 ... In
Dichte:
2 _ 2 _ 2
L SO Gl (= ot il
t1yestn \ L1y o o5 Tn) =
1 1e (o 2”)”\/t1(t2—t1)'---'(tn—tn_1)
!
= Ju(@)fin @2 | 21) oo frap, oy (@n | 2no1)

Bemerkung: Dies zeigt die Markoveigenschaft von W, vgl. Kap. 8.

(b) Pfade

Die Pfade sind stetig, aber (m. Wkeit 1) nirgends differenzierbar und in jedem endlichen Intervall

von unbeschrankter Variation

Beweis: wvgl. A2, Kap 6, FKO.

(unbeschréinkte Variation: s = tg <ty < ... <, =t Gitter auf [s,t], Schrittweite §,, = £=*)

Dann gilt:
> With) = W(te—1)| — 00, fiir n— o0
k=1
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Plausibilitétserklarung fiir Nicht-Differenzierbarkeit:
Fiir den Diff.Quotient gilt

h

d.h die Varianz des Diff.quot. — oo fiir h — 0.

W(t+h) — W(t) ~N<O, o? >

Es gilt sogar

h
= Diff.quot. kann nicht gegen endliche ZV konvergieren.

P {a < Wit+h) - W) < b} — 0, [a,b] endl. Intervall

Weitere Eigenschaften, z.B. Markoveigenschaft, in Kap. 8.

17

Fazit: Trotz der harmlos erscheinenden Verteilungseigenschaften ergeben sich extrem , unglatte“ Pfa-

de.

1.2.3 Zahlprozesse und Poisson-Prozess

Zihlprozesse

e {S,,n € N} SP von Ereigniszeitpunkten
Sy Zeitpunkt des n-ten Ereignisses
z.B.

¢ Eintreten von Schadensfillen bei KFZ-Versicherung

Todesfille in klinischer Studie

<

<

Ankiinfte von Jobs bei Computer, von Kunden bei ,,Servicestelle®. . .
¢ Kauf eines Produkts,

¢ Transaktionen an Borse
e {T,,,n € N} SP von Verweildauern, Zwischenankunftszeiten, etc. mit 7,, = S,, — S,,—1

e Zihlprozess
N(t) = > I(0(Sn) = Anzahl der Ereignisse in (0,t].
n=1
(So wird nicht gezéhlt)
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Ubereinkunft: T, > 0 fiir alle n € IN, d.h. keine gleichzeitigen Ereignisse.
Pfade = Treppenfunktion mit Sprunghohe 1, rechtsstetig
Es gilt:

S, <t & N({t)>n
Sp<t<Spy1 & N({t)=n

N(t) = max{S, <t} = min{Sy+1 >t}

Mehr zu Z#éhlprozessen in Kapitel 7; hier: Poisson-Prozess als einfachster Zéhlprozess

Erweiterung:
Markierter (oder ,bewerteter) Zahlprozess
Zu jedem Ereigniszeitpunkt S,, wird eine zweite Variable Y,, beobachtet.
z.B. Y, Schadenshohe bei n-ten Schaden
Y,, Preis(-verdnderung) bei n-ter Transaktion

Y,, Todesart

Der Poisson-Prozess
FKO, S. (80/81) ff.

Definition 1.4 Zihlprozess N mit unabhingigen und stationiren Zuwéichsen
N besitzt unabhdingige Zuwdichse <

VnV0<ti<ti<...<t, sind N(t1) — N(to),...,N(tn) — N(tn,—1) unabhingig
N besitzt stationdre Zuwdchse <

VO<t; <ty, s>0 sind N(tz) — N(t1) und N(ta+s) — N(t1 +s) identisch verteilt
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Definition 1.5 Poisson-Prozess

Der Z#hlprozess N = {N(t),t > 0} heifit Poisson-Prozess <
(1) N hat unabhéngige und stationére Zuwichse

(2) P{N(t+h) — N(t) > 2} = o(h)
P{N(t+h)— N(t) =1} = A+ o(h)

Definition 1.6 o(h)

o(h) bezeichnet eine Funktion von h, die fiir A | 0 schneller gegen 0 geht als h, d.h.

lim o(#)

hi0 h =0

Bemerkung: (2) < Sprunghdhe der Pfade haben (ohne Beweis) (m. Wkeit 1) die Hohe 1
& keine gleichzeitigen Ereignisse
& Zihlprozess nach unserer Ubereinkunft

(ohne Beweis)

Satz 1.1 Poisson-Verteilung

Fiir Poisson-Prozess N gilt

P{N(t)=n} = e M nelNy,
dh. N(t) ~ Po(\t),

mit A > 0 , Intensitdat”, ,Rate®.

Bemerkung: (2) in Def. 1.5 kann durch N(¢) ~ Po(\t) ersetzt werden

Beweis:

Sei po(t) := P(N(t) = 0), pu(t) := P(N(t) = n)
Wir zeigen zunichst po(t) = e~*. Es gilt wegen Definition 1.5,(1)

po(t+h) = P{N(t+h) =0}
= P{N(t)=0,N(t + h) — N(t) = 0}
— P{N(t)=0}- P{N(t+h) — N(t) = 0}
= po(t)po(h)
po(t + h}i —pol(t) _ po(t)po(h})l —1

Beachtet man noch, dass aus Def 1.5,(2)

po(h) =1 — A+ o(h)
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folgt, so erhélt man fiir h — 0
po(t) = —Apo(t), po(0) = 1.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion po(t) und besitzt eine eindeutige
Losung. Einsetzen zeigt, dass e~ die Gleichung inklusive der Anfangsbedingung erfiillt.

Fiir n > 0 gilt

pn(t+h) P{N(t+h)=n}
P{N(t)=n,N(t+ h) — N(t) = 0}

P{N(t)=n—1,N(t+h) — N(t) = 1}

-

zn: P{N(t)=n—k N(t+h) — N(t) = k}
k=2

o(h) wegen (2)
= pa(t)po(h) + pn_1(t)p1(h) + o(h)
= pp(t)(1 = AR) + pp_1() A\ + o(h)
h — 0 liefert
Po(t) = =Apu(t) + Apa-1(t), n=1,2,...

mit po(t) = e, pn(0) = 0.
Man verifiziert nun leicht, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung (eindeutige)

Losung dieser Differentialgleichung ist. ([l

Satz 1.2 N ist homogener Markov-Prozess
Fiir den Poisson-Prozess gilt mit s < ... < s, <s <t

P(N(t)=j| N(s) =1i,N(sp) =in,...,N(so) = i)

— P(N(t)=j | N(s) = i) = P(N(t) - N(s) = j — i)

= P{N(t) = N(s) =j—i|N(s) = N(sn) =i —in,...}
2PN - N(s) = j i)

= P{N(t) = N(s) =j—i| N(s) = N(0) = i}

= P{N(t)=j]| N(s) =i} (Markoveigenschaft)
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P{N@t)=3j|N(s) =1} = P{N()—N(s)=j—i}
= P{N(t—s)—N(0)=j—1i} (Homogenitit).

—
—

Aus Satz 1.1 folgt damit die Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit

P(N(t) =j | N(s) =)

Bemerkung: Die erste Gleichung ist die Markov-FEigenschaft und besagt, dass bei Kenntnis des ,,ge-
genwértigen® Zustands N(s) = i der ,zukiinftige* Zustand N(¢) = j von der , Vergangenheit“ un-
abhingig ist. Wie der Beweis zeigt, wird fiir die Markov-Eigenschaft nur die Unabhéngigkeit der

Zuwichse benutzt. Also: Jeder Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen ist ein Markov-Prozess.

Satz 1.3

N ist Poisson-Prozess mit Rate \ <

Die Zwischenzeiten T), sind iid Ex(\) verteilt (exponentialverteilt mit Parameter \).

Beweis:

Wir zeigen nur die ,=“ Richtung. Es gilt
P{Ty >t} =P{N(t) =0} =e M,

d.h. Tj ist exponentialverteilt mit Parameter A.

Weiter gilt wegen der Unabhéngigkeit und Stationaritét der Zuwéchse sowie Satz 1.2

P{Ty>t|Ti=s} = P{N(s+t)— N(s)
= P{N(s+1t)— N(s)

0] N(s) =1}
0}

M

unabhéngig von s. Die Regel der totalen Wahrscheinlichkeit liefert deshalb
P{Ty >t} = / e M Nds = e M = P{Ty, > t | T} = s},
0

also sind 77 und 75 unabhéngig und exponentialverteilt. Die analoge Beweisfithrung fiir n > 2 liefert

das allgemeine Ergebnis. O
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Verallgemeinerung: rdumlicher Poisson-Prozess

e Anzahl der Ereignisse in einem Gebiet A ist Poisson-verteilt mit E-Wert A - Fliche(A).

e Anzahl der Ereignisse in zwei nicht iiberlappenden Gebieten A; und As sind unabhéngig.

Einige weitere Eigenschaften des Poisson-Prozesses

(FKO S. 85-90)

o S, =T+ ...+ 1T, Wartezeit auf n-tes Ereignis, Sy = 0.
Es gilt:
Sp ~ Ga(n,\)
e—)\t)\ntn—l

fs.(t) = =1

mit E(S,) =%, Var(S,) =+, Modus(S,) = "1

Beweis:

(Zur Gammaverteilung)
{N(t) = n} < {S, <t}

00 .
_ e (A
= F,,(t)=) e i
Jj=n
Differentiation liefert die Dichte der Gamma-Verteilung. U

e Vorwarts-und Riickwirtsrekurrenzzeiten

V(t) = Snw4+1 —t Vorwirtsrekurrenzeit
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U(t) =t — Sy Riickwirtsrekurrenzzeit
U(t) +V(t) = Tnwy+1 = Snw+1 — Sn)
Bemerkung: N(t) in Sy ist zufélliger Index;
Tin(ty+1), # T, (1 fest)
Es gilt:
PV(t) <x)=Fyp(r)=1- e N
dh. V() ~ Ex()\)

Bemerkung: V() ~ Ex(\) unabhdingig von gewdhitem t
&, Gedéchtnislosigkeit” der Exponentialverteilung;:

X~Ex(N)=PX<t+z|X>t)=P(X <x)

o PUt)=t)=eM, PUM)<z)=1—e 0<z<t
(kein Ereignis vor t)
o Sampling Paradoxon: ¢ fest, Ty 41 = V(t) + U(t)

E(Ty) = E(UH) + BIV(H) = (1= ™) + 1 > 1 = B(T,)

>

Plausibilitétserklédrung: Bei fest vorgegebenem ¢ ist Ty ;)4 die zufillige Linge der enthal-

tenen Zwischenzeit. Im Schnitt werden ldngere Intervalle dabei favorisiert.

Uberlagerung und Zerlegung von Poisson-Prozessen

L ={L(t),t >0} PP mit Rate

>0
unabhéngig
M ={M(t),t >0} PP mit Rate u

e Dann heifit N = {N(¢),t > 0} mit

N(t,w) = L(t,w) + M (t,w)

Uberlagerung

Es gilt: N ist PP mit Rate A+ u
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e Zerlegung
N PP mit Rate \. Bei Eintritt eines Ereignisses wird ein binomisches Experiment

P(X =1)=p, P(X =0) =1 — p, unabhingig von N, durchgefiihrt.

X =1 : Typ-1 Ereignis = Z&hlprozess M
X =0 : Typ-0 Ereignis = Z&ahlprozess L

Es gilt: M und L sind unabhingige PP mit Raten Ap und A(1 — p)

Beispiel: Netzwerke, etwa Strafiensystem

Verallgemeinerungen des Poisson-Prozesses

Die Unabhéngigkeit und insbesondere Stationaritéit der Zuwiéchse ist in Anwendungen oft kritisch

(bereits diskutiert fiir Schadensfélle bei Versicherungen)

Definition 1.7 Inhomogener Poisson-Prozess

Ein Zahlprozess N = {N(t),t > 0} heiit nichtstationdrer (inhomogener) PP mit Rate (Inten-
sitatsfunktion) A(t), t > 0 <
(1) N hat unabhéngige Zuwéchse
(2) P(N(t+h) - N(t) > 2) = ofh)
P(N(t+h)— N(t) =1) = Xt)h + o(h)
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Es lasst sich zeigen:

(At +5) — A@)"

— exp(—(A(t+ ) — A(1))

mit  A(t) =

SIS,

AMu)du als ;kumulierte“ Rate, d.h.

t+s
N(t+s) — N(t) ~ Po / Au)du

Definition 1.8 Bewerteter (Compound) Poisson-Prozess
N PP, {Y,,,n € N} iid Folge, von N unabhingig.

N()
X ={X(t),t >0} mit X(t) = > Y, heifit bewerteter PP
n=1

Beispiele:

° N Schadensprozess
{Y,,,n € IN} zugehorige Schadenshéhe
X(t) = ZN(t) Y,, Gesamtschaden in [0, ]

n=1

e Klassisches Versicherungsmodell von Cramér-Lundberg
Risikoprozess R(t) = co + c1t — X (t)

c1 = Prémienintensitit

X(t) = compound PP mit Intensitéit A

n!

25
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Schadenhdhen Y, iid. ~ F

N(t) Kklassischer P.P.
Ziel: P(R(t) > 0Vt) =7 bzw. P(R(t) <0) <?

26



Kapitel 2

Grundbegriffe der allgemeinen Theorie

stochastischer Prozesse

Inhalt

Definitionen von SP

Verteilung eines SP: SP als W-Maf} auf Funktionenraum

e Existenzsatz von Kolmogorov

Pfadeigenschaften

Hier nur ,,Skizze“, Details insbesondere Billingsley, Bauer.

2.1 Definitionen stochastischer Prozesse

2.1.1 Klassische Definition: SP als Familie von Zufallsvariablen

(Q, F, P) W-Raum
T Indexmenge (i.a. unendlich, z.B. No, Ry, ...)
{X4, t € T} Familie von ZV

Xt : (Q7~F7P) — (SaS)
mit Wertebereich S, o-Algebra S.

e S abzdhlbar, S = P(S) ,diskrete ZV*

e S=Roder Intervall ] CR, S =B oder BNI ,reellwertige ZV*

27
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o S=RPoder I C RP, B=DBP oder BPNI ,vektorielle ZV*“

Definition 2.1 Stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess (SP) ist das Quadrupel X = (Q, F, P; Xy, t € T), T heifit Parame-

terraum, S Zustandsraum.
Bemerkung:
(a) Meist ldsst man W-Raum (2, F, P) weg. Also: SP X = {X;,t € T'} Familie von (i.a. abhéngigen)

7V X;.

(b) e Fiir T'= NNy oder R4 wird ¢ meist als diskrete oder stetige Zeit interpretiert.

e Ist T C Z? (Gitter) oder T' C R?, heifit ein SP auch Zufallsfeld (random field) = , riumliche
Statistik*.

e T C Ny x Z? = zeitlich-rdumliche Statistik.

Klassifizierung von SP nach Zustands- und Parameterraum
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Definition 2.2 Endlich-dimensionale Verteilungen und Verteilungsfamilien

Sei X SP und sei {t1,...,t,,n € N} C T beliebig.
Dann heiflen
Pt1,~~-7tn(Bl X ... X Bn) = P(th c Bl, . 7th ~ Bn)

endlich-dimensionale Verteilungen des SP X.
Fiir reelle ZV heiflen

Ftl’m,tn(xl, e ,xn) = P(th S Tl - ,th S xn)

endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen des SP X.
Die Menge aller endlich-dimensionalen Verteilungs(funktionen) heiit die Familie der endlich-

dimensionalen Verteilungs(funktionen)

Folgende Vertrdglichkeitsbedingungen (,Konsistenzbedingungen®) gelten fiir alle
neN, t,...,t, €T:

(a) Fi oot (Xkys -y x,) = Fyy g (1, ..., 2y)  fir jede Permutation ki, ...k, von 1,....n

(b) Fiy,..t,(x1,. . x) =Fyy (21, .., 2k, 00,...,00) V1<k<nundz,...,z; € R
Vertriglichkeitsbedingungen gelten analog fiir Verteilungen (F' — P, x1,...,x; — Bi,..., Bg).

Definition 2.3 Konsistente Verteilungsfamilie

Eine endlich-dimensionale Verteilungsfamilie heifit konsistent :< (a), (b) gelten.

Definition 2.4 Pfad, Trajektorie, Realisierung

Fiir jedes (feste) w € Q heifit die Funktion
Xw): T—= 8, t— Xi(w),

Pfad, Trajektorie oder Realisierung des SP X.
Also: w fest, ¢ lauft; X (w) iibliche (reelle) Folge (T" diskret) bzw. Funktion (7" stetig).
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2.1.2 Stochastischer Prozess als Produktabbildung

SP lasst sich auch auffassen als Funktion der beiden Variablen ¢ und w

X(): TxQ — S »Produktabbildung*
(t,w) = Xi(w)

Halt man in der Produktabbildung ¢ fest, erhélt man die ZV

X Q —- 8 t fest

w = Xi(w) wlauft

zurick.

Aber: Produktabbildung X (.) 4.a. nicht messbar. Muss zusétzlich gefordert werden. Dann heifit der
SP X messbar. Die meisten praktisch vorkommenden Prozesse sind (als Produktabbildung) messbar,
insbesondere alle die wir besprechen.

Alle SP mit diskretem 7T sind messbar.
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2.1.3 Stochastischer Prozess als Abbildung in Funktionenraum

Ordnet man jedem w €  ,seinen® Pfad X (w) € ST (ST = Raum aller Funktionen T' — S) zu, kann

man einen stochastischen Prozess auch auffassen als Abbildung in den Funktionenraum

X: (Q,FpP) — ST
w = X(w)={Xi(w), teT}

Vergleich mit mehrdimensionalen ZV

Stochastischer Prozess p-dim ZV, p = 1: reelle ZV
T =Ry, No,... T=1{1,2,....p}
SCR S=R,CR
X (w) Funktion bzw. Folge = Punkt im Funktionraum S” | X (w) Punkt im RP, X (w) € R?

Also: Stochastischer Prozess X ist ,ZV* mit ST als Wertebereich.
Problem: Lésst sich auf Funktionenraum eine o-Algebra A definieren, so dass

X (Q,F) — (ST, A) messbar ist?

Antwort: Ja, wobei es oft zweckméflig ist, den Funktionenraum einzuschrinken.

Beispiel: Wiener Prozess; hat stetige Pfade
W (Q,f,P) - (C(T)7BC)

C(T) = Raum aller stetigen Funktionen, B¢ = Borel-o-Algebra

Dann lisst sich P auf (£2, F) als Bild-Wahrscheinlichkeits-Ma8l Px auf (ST, .A) verpflanzen:
W: (Q,F,P)— (ST, A Px).

= Auffassung des stochastischen Prozesses X als W-Maf} Px auf Funktionenraum.

Details: Billingsley, Génssler/Stute, 7.3

2.2 Existenzsatz von Kolmogorov

In 2.1.1 wurde zur Definition eines stochastischen Prozesses X als Familie von ZV {X,t € T},
Xi: (Q,F,P)— (S,S) die Ezistenz eines gemeinsamen W-Raumes (2, F, P) vorausgesetzt.

Aus der Definition kénnen dann insbesondere die endlich-dimensionalen Verteilungen abgeleitet wer-
den.

Bei den Beispielen (Irrfahrt, Poisson-Prozess, Wiener-Prozess,. .. ) wurde aber (Q, F, P) — (S, S) nicht

explizit angegeben.
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Diskrete Irrfahrt:
X,=Z1+...+Z,, neN

Ereignis w = (21,...,2n,...) mit z, € {-1,0,1}
Tp(w)=214+...+ 2n
Q = (-1,0,1)N Folgenraum, F = P()
P=P x...x P, x... Produkt-Maf}
p fir z,=1
mit P, := g fir z,=-1

r fir 2,=0

Poisson-Prozess:

W= (W1, W, ...,Wn,...), Wy € Ry

wy, = Ergebnis von T), ~ Ez()\)

2 Menge aller solcher Folgen

F =By x By x...xByx... (Produkt-o-Algebra)

P=P x P, x...x P, x... Produkt-Maf} zu Exp.-Verteilungen P, ... P,

In beiden Beispielen lassen sich zu jedem w die Pfade X (w), N(w) der ZVen X,, bzw. N(t) als messbare
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Abbildungen definieren.

In den meisten Fillen ist jedoch eine solche explizite Angabe von (€2, F, P) nicht moglich, z.B.: Akti-

enkurse, Folge von Markenwahlen, DNA-Strang.

Der Existenzsatz von Kolmogorov zeigt, dass es reicht, wenn man endlich-dimensionale Verteilungen

in konsistenter Weise vorgibt.

Satz 2.1 Existenzsatz von Kolmogorov

Sei {Fy, .., } (bzw. {P;,, +,}) ein konsistentes System von endlich-dimensionalen Verteilungs-
funktionen (bzw. Verteilungen).

Dann existiert ein W-Raum (€2, F, P) und ein stochastischer Prozess
X={QF,P (X, teT)}
mit Fy, . ;, als System von endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen, d.h.

n

Ftl,...,tn(x].v"‘ 7-7371,) - P(th S L1y 7th S fEn)

Bemerkung;:

(a)

Der stochastische Prozess X ist durch den Existenzsatz nicht eindeutig bestimmt. Es lédsst sich
immer ein Prozess X konstruieren, der zwar andere Pfade besitzt als X, aber die gleichen endlich-
dimensionalen Verteilungsfunktionen! (Vgl. auch Abschnitt 2.3).

Beispiel: X mit stetigen Pfaden.

X und X haben verschiedene Pfade, aber die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungsfunk-

tionen!

Spezialfall: Mehrdimensionale ZV, T'= {1, ..., p}.
Existenzsatz sichert zu vorgegebener gemeinsamer Verteilungsfunktion F'(zq,...,z,) die Exis-

tenz eines W-Raumes {2, F, P} mit

F(zi,...,2p) = P(Xq1 <z1,...,X), < xp).
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Dabei kann man sogar (2, F) = (RP, BP) wéhlen, d.h. die Realisierungen 1, ..., x, werden mit
w identifiziert, w = (x1,...,xp) € RP.

Analog bei stochastischen Prozessen:

w = Pfade ST,

= Menge aller Pfade.

= Man braucht sich keinen zugrundeliegenden W-Raum wie bei Irrfahrt und Poisson-Prozess

konstruieren.

(c) Beispiel: Wiener Prozess
Vorgabe von (W1), (W2), d.h. unabhéngige und stationire Zuwéchse und W(3), d.h. W(0) =0
= endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen wie in Abschnitt 1.2.2
= Existenzsatz garantiert stochastischen Prozess W, aber nicht notwendig stetige Pfade.

Es lésst sich aber eine ,,Version* W mit stetigen Pfaden konstruieren, vgl. Billingsley, Sect. 3.6.

(d) In den weiteren Kapiteln (analog wie bei Irrfahrt, Poisson-Prozess, Wiener Prozess):

Vorgabe von ,Konstruktionsvorschriften“ bzw. ,, Axiomen“
= endlich-dimensionale Verteilungsfunktionen

= stochastischer Prozess inklusive W-Raum

2.3 Aquivalenz-und Stetigkeitsbegriffe

2.3.1 Aquivalente stochastische Prozesse

X ={X;, t € T} und Y = {Y;, t € T} seien zwei stochastische Prozesse auf gleichem W-Raum
(Q, F, P) mit gleichem (5, S).

Definition 2.5 Verteilungsiquivalenz, schwache Aquivalenz

X und Y verteilungsdquivalent (schwach dquivalent) <
die endlich-dimensionalen Verteilungen von X und Y sind gleich <
V{ti,....tn,} CT,{B1,...,B,} CS,neN

P(Xy, € By,..., Xy, € By)) =P(Y;, € By,....Y;, € By).

Definition 2.6 Aquivalenz

X und Y heiflen dquivalent <

P(X,=Y)=1 VteT

Bemerkung: Man sagt: Y ist ,, Version“ von X.
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Definition 2.7 Ununterscheidbar

X und Y heiflen ununterscheidbar <
X und Y haben mit Wahrscheinlichkeit 1 gleiche Pfade <

P{X;=Y: VteT}=1 & PH{w:Xw) =Y(w)}) =1

Es gilt:
X, Y ununterscheidbar = dquivalent = verteilungsédquivalent

Falls T' abzéhlbar: X, Y ununterscheidbar < dquivalent

Beweis:

Ununterscheidbar = Aquivalent: klar

Aquivalent = Verteilungséiquivalent:

P(X,, € Bi,...,Xs, € By) = P(Xi, €Bi,..., Xy, € B, Xo, = Yors o, Xo. = Y3 )
= P(Yt1GBla---aYtnGBan:Y;tla---ath:Y;tn)
— P(Y, €Bi,....Y;, €B,)

T abzihlbar: Aquivalent = Ununterscheidbar
PX;=Y;)=1 VteN & P(X;#Y;)=0 VteN

= Y P(Xi#Y)=0
t=1

P(G{Xt#)/}}> < iP(Xt#Yt):O

t=1 t=1

> de Morgan =
=P U{XHEYZ} (e hzren) P(ﬂ{Xt_Y;:}> =1
t=1 t=1

Gegenbeispiel fiir nicht abzihlbares T

X: Xi(w)=0 VteT, we, dh. alle Plade =0
1, t=
Y Yt(w)—{ ()

0 , sonst
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Dabei ist 7 > 0 stetige ZV, z.B. 7 ~ Ex(\)

X und Y verteilungsaquivalent.
Da X;(w) = 0 fiir alle (t,w) =

Pw: Yi(w) = X4(w)) = Pw: Yi(w)=0)
= Plw: 7(w)#t)=1 VteT

= X und Y #quivalent, aber unterscheidbar.

2.3.2 Stetigkeitsbegriffe
TeRy, SCR, §=BnS
Definition 2.8 Pfadstetig
X heifit (fast sicher) pfadstetig :<
Pw:limsy X(s,w) = X(t,w) VteRy)=1

(= P(lim,y X(s) = X(t) VteR,)=1)

Analog: fast sicher rechtsstetig, fast sicher cadlag (rechtsstetig mit Grenzwerten von links)

Definition 2.9 Stetig

X heifit (fast sicher) stetig :<

Plw:limX(s,w) = X(t,w)) =1 VteRy

s—t
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Definition 2.10 Stochastisch Stetig

X heifit stochastisch stetig :<

liLI%P(w:|X(s,w)—X(t,w)\>6):O Ve>0,te Ry
& pflig%X(s):X(t) ViteRy

»X (s) konvergiert nach Wahrscheinlichkeit gegen X (¢), wenn s — ¢, V ¢t € R4“.

Beispiel: Poisson-Prozess

(a) N nicht pfadstetig
(b) N fast sicher stetig

(¢) N stochastisch stetig

37
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Beweis:

(¢) N stochastisch stetig:

P(| N(t) = N(s) |> €) < P(| N(t) = N(s) [> 1) = 1 — e At
lim P(| N(t) = N(s) |> ) < lim(1 — e ) =0

(b) N fast sicher stetig:
{w: N(t,w) stetigint >0} ={w: Sp(w) #t,Vne N}
Da S,, Gamma-verteilte ZV:

P{lw: Sp(w)=t}=0 VneNN

=P ﬂ{w: Sn(w) #t} ] = P(U{W3 Sn(w)zt}>

n=1

:P(ﬂ{w: Sn(w);ét}> =1

n=1

Satz 2.2

X, Y &quivalent und X, Y fast sicher pfad-rechtsstetig = X, Y ununterscheidbar.

Beweis: z.B. Todorovic, prop. 1.5.1, S. 7
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2.4 Stationidre und nichtstationire stochastische Prozesse

Stationare stochastische Prozesse sind stochastische Prozesse bei denen sich die endlich-dimensionale
Verteilungsfunktion oder andere Charakteristika bei einer Zeitverschiebung (n&dherungsweise) nicht

andern.

Beispiel:

e . Rauschen“ in elektronischen Systemen

Abweichungen in Regelsystemen

physiologische Daten (7), z.B. EKG

Zeitreihen nach Trend-/Saisonbereinigung

Renditen in effizienten Mérkten (7)

FKO 8. 209, Kap. 7/8

Definition 2.11 Strenge Stationaritit

Ein stochastischer Prozess X heifit streng stationér :&

v n, tla e 7tn7 h Ftl,...,tn (xlu oo 7xn) = Ftl—i-h,.“,tn—‘rh(zila oo 7xn)

d.h. die endlich-dimensionalen Verteilungsfunktionen sind invariant gegeniiber einer Zeitver-

schiebung h.

Folgerungen: Fy, (1) = Fy, +n(x1), d.h. die eindimensionalen Verteilungen sind zeitinvariant.

e E(X;) = u = constant, Var(X;) = o2 = constant.
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Cov(Xs, Xy) = /(131 — p)(xe — p)dFs (21, z2)

= /(ml — p) (w2 — p)dFy (21, 22)
= Cov(Xo, Xi—s)
= y(t—s)

d.h. die Kovarianz zwischen Xg, X; hingt nur von Zeitdifferenz ¢t — s, nicht von den Werten ¢, s auf

der Zeitachse selbst ab!

Definition 2.12 Autokovarianzfunktion

v(h) = Cov(Xiyhn, Xi) = Cov(Xp, Xo) heifit (Auto-)Kovarianzfunktion.

Eigenschaften:

v(h)
[y(R) | < ~(0) =0 = Var(Xy)

Il
2
T
=

Definition 2.13 Schwache Stationiritit

Ein stochastischer Prozess X heif3t schwach stationdr <
E(Xy) =p,  Cov(Xy, Xs) =7(t —s)

d.h. die Autokovarianz hiangt nur von Zeitdifferenz ab.

Offensichtlich gilt:

Strenge Stationéritdt = Schwache Stationéaritat

Die Umkehrung gilt fiir GauB-Prozesse, d.h. Prozesse mit multivariat normalverteilten endlich-
dimensionalen Verteilungsfunktionen, da die 1. und 2. Momente die endlich-dimensionalen Vertei-

lungsfunktionen eindeutig bestimmen. Also:
X GauB-Prozess = Schwache Stationaritdt und starke Stationaritét sind dquivalent.

Bemerkung: Es gibt auch Nicht-Gauf-Prozesse, bei denen schwache und starke Stationaritét dquivalent

sind.
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Definition 2.14  Autokorrelationsfunktion (ACF)

heilt Autokorrelationsfunktion.

Beispiel:

(a)

Poisson-Prozess:
Der Poisson-Prozess N ist nichtstationér, da E(N(t)) = Var(N(t)) = A\t # constant. Dagegen

sind die Zuwéchse stationdr (und unabhingig).

Wiener-Prozess:
Der Wiener-Prozess W ist ebenfalls nichtstationir, da zwar E(W (t)) = 0, aber Var(W (t)) = ot

gilt. Die Zuwichse sind stationér (und unabhéngig).

Zufallige trigonometrische Polynome:
A und B seien identisch verteilte, unkorrelierte ZVen mit Erwartungswert 0 und Varianz o2. Fiir

eine feste Frequenz w sei fiir t € Z
X = Acos(wt) + Bsin(wt)
Dann ist X = {X;, t € Z} stationédr mit E(X;) = 0 und

v(h) = E(XiXiyn)
= E{(Acos(wt) + Bsin(wt))(Acos(w(t + h)) + Bsin(w(t + h)))}
= E{A%cos(wt) cos(w(t + h)) + B?sin(wt) sin(w(t + h))}

= o2 cos(wh)

Moving Average-Prozess:

Sei € = {e, t € Z} eine Folge von unkorrelierten ZVen mit E(e;) = 0, Var(e;) = o2. Ein
solcher stationiirer stochastischer Prozess heifit (diskretes) Weiles Rauschen. Gilt zusétzlich
e iid N(0, 02), so heifit € Gau’sches Weiles Rauschen.

Definition 2.15 Moving Average-Prozess

Der stochastische Prozess X = {Xy, t € Z} mit
q
Xe=> e j, 03 #0
j=0

heifit moving average-Prozess (Prozess der gleitenden Durchschnitte) der Ordnung ¢, i.Z. X ~
MA(q)
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Aus der Definition folgt sofort

q
B(X)) = 0;B(e;) =0.
§=0
Die Kovarianzfunktion berechnet sich wegen
Xy = Ooeg+Oie1+ ...+ O0h_1€6_pp1 +Ohe—p +
Xi—n = bOoeep+ ...+ Qq_het_q +...+ 9q€t—q—h
und
E(etes) = 5t,50'2
zu

2000y, + 010 v+ 0,10
'y(h):E(XtXt_h):{g(Oh+ 1h+1+ +th)

Speziell ergibt sich
q

Var(X;) = 02 = v(0) = o 29]2
=0

Es gilt also:
Jeder M A(q)-Prozess (mit ¢ < oo) ist stationdr mit ACF

q—h
_ZO 6565+
= , 0<h<gq
p(h) = 5 02
=0
0 , h>q

Modellierung 6konomischer Zeitreihen durch stationére Prozesse:

oo+ qut_q

)

| h|<q

| h|>q.

42

Die Annahme, dass eine 6konomische Zeitreihe, d.h. eine Reihe von 6konomischen Daten y;, t =

1,2,... als Pfad eines stationédren stochastischen Prozesses angesehen werden kann, ist oft nicht

sehr realistisch. Stationédre Prozesse konnen aber als Baustein fiir realititsgetreuere Modelle

dienen. Unterstellt man etwa einen linearen Trend, so ist ein mdglicher Ansatz

Y: = Bo + Bit + Xy,

wobei X selbst stationdr ist. Allgemeiner geht man beim sogenannten Komponentensatz

(Kap 8.1) davon aus, dass
Yi=T,+ S+ Xy

gilt, mit der Trendkomponente 7T; und der Saisonkomponente S; und X; stationér, z.B. MA-

oder AR-Prozess.

Autoregressive Prozesse:
Gaufi’sche Irrfahrt (Random walk):

Xo = 0
X, = Xi 146, ¢~N00% iid
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Nichtstationir, da zwar E(X;) = 0 aber, Var(X;) = t * 02,
Aber: AR(1)-Prozess
X, =0Xi1+¢ mit e ~N(0,0%)
mit | 0 |[< 1 (zentrale Bedingung!) ist (fiir £ — oo) stationdr.
Man kann zeigen, dass fiir jeden Startwert Xy, die Verteilung von X; fiir ¢ — oo gegen eine

N(O, (137;2)) konvergiert. Alternativ kann man N(0, ﬁ) fiir X schon fordern, d.h. der Prozess

wird bereits im ,,Equilibrium*/,, Gleichgewicht“ gestartet und es gilt (nicht nur asymptotisch,

sondern exakt):
- E(Xt) == 0
- Var(Xt) = ﬁ
— Corr(Xs, Xy) = 8ls=tl. insbesondere Corr(Xy, X41) =9

Bei Vorliegen eines AR(1)-Prozess mit unbekanntem ¢ kann man also p durch die empirische

Autokorrelation (zum Lag 1)

T . —
72 (X = X) (X1 — X)
t=2
Var(Xy)
schétzen.
— T _
Var(X;) = + > (X; — X)? = empirische Varianz
t=0

— Mehr dazu in Zeitreihenanalysen
— AR(p)-Prozess etc.

— Schétzung der empirischen Korrelationsfunktion.

LY (X - X)(Xep — X)

plL)y =" ., L=,Lag L

Var(X;)

Stationédre Gauf-Prozesse:

{X(t),t > 0} oder {X;,t € No}

E(X(t)) = p, Var(X (1)) = o®

p(h) = Corr(X (t), X(t + h)) = Corr(X(0), X (h)) (vorgegebene Korrelationsfunktion)

Stationdrer GauB-Prozess ¢ Fiir allen > 1, t1,...,t, ist X,y = (X (t1),..., X (t,))" multivariat

normalverteilt mit

E(X(n)) = (u,... alu)/

o? o?p(ty —t1) . a?p(t, —t1)
o2p(ty — t2) o? o2p(ty, — t2)
Cov(X () = : :
a*p(ty — tn-1) o*p(tn —tn-1)
2

o?p(ts — tn) e o2p(tn—1 — tn) o



Kapitel 3

Markov-Ketten

Diskrete Zeit T'= INg, diskreter Zustandsraum S.
In Beispielen / Anwendungen: S oft endlich. Ausnahme: z.B. einfache Irrfahrt ohne Schranken.

Inhalt: FKO, Kapitel 2 in Ausziigen und Ergénzungen

3.1 Grundlegende Eigenschaften, Beispiele

Beispiel: Einfache Irrfahrt

Xt+1 :Xt+Zt, ZtE {—1, 0, +1}
P(Zt:0|Xt:i):Ti, P(Zt:—1|Xt:i):qi, P(Zt:+1|Xt:i):pi, pi+7‘i+ql’:1

Offensichtlich hiangt damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X;y1, gegeben der bisherige Pfad
{Xe =1, Xoo1 =d4-1, ..., Xo =10}

nur vom gegenwéartigen Zustand X; = ¢ ab.

44
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Definition 3.1 Markov-Kette (MK) 1.0rdnung
Der SP X = {X;, t € Ny}, S diskret, heifit MK <Vt € No; 4, 4, 44-1,..., 10 € S
1. P(Xt+1 :j|Xt:i, Xt,1 :itfl,..., ngig) :P(Xt+1 :]|Xt:Z) =

2. P(Xt+1 :] ’ Xta Xt—17"'7 XO) :P(Xt'i‘l :J ‘ Xt)

Bemerkung;:

(a) P(X41 =7 | Xt) in 2. ist ZV, mit Werten P(X;41 =j | Xi =1), 1 € S.

(b) Verbale Interpretation der Markov-Eigenschaft 1. bzw. 2. : Bei gegebener Gegenwart héngt die
Zukunft des SP nicht von der Vergangenheit ab. Anders ausgedriickt:
Bei gegebener Gegenwart sind Zukunft und Vergangenheit bedingt unabhéngig.

Definition 3.2 Ubergangswahrscheinlichkeiten
pij(t) = P(Xip1 = j | Xo =)

heiBt (einschrittige) Ubergangswahrscheinlichkeit (UW) von i nach j (zum Zeitpunkt ¢).

Im allgemeinen héngt p;;(t) von ¢ tatsichlich ab. Die klassische Theorie behandelt jedoch weitgehend
homogene MK.

Definition 3.3 Homogene MK

Eine MK heiBt homogen bzw. besitzt stationdre UW :&

pij(t) = Dij Vit e ]NO .
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Vereinbarung: Im weiteren MK homogen, falls nichts anderes vermerkt.

Bemerkungen:

e Eine inhomogene MK ist i.A. kein stationdrer SP.

e Behandlung nichtstationirer UW z.B. so:

P(Xi1=7| Xy =1) )_ N
1-PXy1=74| Xy =1) = fill)

logit p;;(t) = log <

= Vorlesung Angewandte Stochastische Prozesse, Computerintensive Verfahren, Generalisierte

Regression.

Definition 3.4 Ubergangsmatrix UM

Fiir homogene MK heifit
P=(pyj), i,j€S8

Ubergangsmatrix (UM).

Bemerkung: Bei inhomogenen MK ist die UM P(t) = (p;;(t)) zeitabhdngig.
Fir S ={0, 1, 2,...} ist also:
Poo Po1 --- DPoj
L : . .

bio Pir ... Dij

P ist endlich, falls S endlich. Eigenschaften:

pij > 0 und Z pij =1 (Zeilensumme = 1)
jeSs
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Satz 3.1 Folgerungen aus der Definition einer MK
1. Vt, s> 1; ig, ..., is
P(Xips=tsy..., Xyy1 =101 | Xy =1dp) = P(Xs=1ts,..., X1 =11 | Xo=1p)
PigirPivig * - -+ " Pis_1is-

Ist zusétzlich eine Anfangsverteilung

gegeben = P(XS = ’is, ey X1 = il, X() = Zo) :pi(o)pioi1 Ceee  Dig_qis
2Vt 8> 15 dgy. .., dtss

P(Xt—l-S:Z.t—i-& ...,Xt+1 :it+1 |Xt:’L.t, ey onio) =
P(Xits =itrsy -y Xeg1 = i1 | Xe = i)
(Erweiterung der Markov-Eigenschaft auf zukiinftigen Verlauf X;i1,..., Xiis.)

3. Weitere Verallgemeinerung: V0 <ty <t; <... <ty

P(Xy, =i | X4y, = th—1,..., X4y =10) = P(Xy, =i | Xt , = ik—1)

Beweis:
FKO S. 15, 16, 17.

Beweis zu 2.: Fiir s = 2; fiir s > 3 analog durch Induktion.
Mit W—l = {Xt—l = it—la NN ,XO = 20} gﬂt

P{Xi1o =142, Xi41 = 41 | Xoe = 0, Via }
= P{Xito =tdtqo | Xeg1 = i1, Xe = 0, Vi1 } - P{Xoq1 = e | Xe = i, Vi1 }
= P{Xp2 =irro | Xew1 = dp1} - P{Xyq1 = i1 | Xo = 0t}

Pitis 1 Pigpricqo

= P{Xipo =it2, Xop1 = tpq1 | Xo =it}

Bemerkung;:

Gelegentlich wird 3. zur Definition von MK beniitzt. Folgt hier aus der einfacheren Definition 3.1.

Bemerkung;:
Damit lassen sich alle endlich-dimensionalen Verteilungen der MK berechnen,

= Satz von Kolmogorov anwendbar,

47
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= Bei Vorgabe einer UM P und einer Startverteilung p(0) existiert zugehoriger SP mit W-Raum.

Zugleich ldsst sich die Likelihood berechnen, vgl. Statistische Inferenz.

Mehrschrittige UW, Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Definition 3.5 Mehrschrittige UW

Py = P(Xpa=j | Xo=i)=P(X;=j | Xo=1), teN

heifit t-schrittige UW von i nach j.

Satz 3.2 Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

2. Weiter gilt

3. Damit 1. in Matrixform:

Beweis:

t+s s) (t)
pgj )= Zpﬁk)pkj
kes

Pt = PP,
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zu 1:
p1(§+8) = P{Xp1s=7|Xo=1i}

= ZP{XtJrs—]a s =k | Xo =1}
keS

— S P{Xps=j | Xy =k, Xo =i} - P{X, = k | Xo = i}
kesS

= ZP{XHS:j]Xs:k}-P{Xs:k‘!Xo:i}
kesS

= > pn)

kesS

) = pikprs
zu 2: Zunichst firt =1,s =1 = 2]) R

2
bi;m = (P?)i
dann Induktion: s=1,t=2,...

Definition 3.6 Zustandswahrscheinlichkeit

heiflen Zustandswahrscheinlichkeiten.

p(t) = (pi(t), i €9)

(Zeilenvektor) heifit Zustandsverteilung. Es gilt

t) =" pi(0)p  bzw.  p(t) = p(0)P*
€S

Beweis:

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(Xy=j)=Y P(X,=j| Xo=1)P(Xo =1).
€S
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Darstellung von MK durch gerichtete Graphen

Beispiele:

(a) Irrfahrtmodelle FKO, S. 22

(b) Markov-Ketten auf einem DNA-Strang

DNA-Striange sind gerichtete (5'— 3’) Ketten Xy, t = 1,2,..., mit

X: € {A(Adenin), G(Guanin), C'(Cytosin), T'(Thymin)},

(angeordnet in Form einer Doppel-Helix).

Die Folge {X;} ist nicht unabhingig. Als (erste) Approximation wird eine homogene Markov-

Kette mit Ubergangsmatrix

A C G T

32 .18 .23 .27
23 .05 .35
B30 .21 25 24
23 .19 .25 .33

N Q Q
w
S|

angenommen (vgl. Lange, K., 1997, Math. and Stat. Methods for Genetic Analysis, Springer,
N.Y.)
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Ein komplexes MK-Modell bezieht Restriktionsorte (restriction sites) auf der DNA mit ein.
Restriktionsenzyme erkennen spezifische Sequenzen auf dem DNA-Strang und zerschneiden die
DNA an dieser Stelle, z.B. Enzym Alul erkennt AGCT

~» Neue MK mit Zusténden {A,C,G, T, AG, AGC, AGCT'}

AG = Paar A, G; (G folgt auf A)
AGC analog
AGC'T Restriktionsort.

Sobald AGCT erreicht wird, unterbricht die néchste Base das Muster. Die zugehorige MK hat
UM

A C G T AG AGC AGCT

A 32 .18 0 .27 .23 0 0

C S7 .23 05 35 0 0 0

G S0 21 25 24 O 0 0

P = T 23 .19 25 33 O 0 0
AG S0 0 25 24 O 21 0
AGC B7 .23 05 0 0 0 .35
AGCT 23 .19 25 33 O 0

Fiir Sequenzanalysen eignen sich MK nur bedingt. Sie sind jedoch wesentlicher Baustein in

,Hidden Markov Modellen (3.6)“.

Diskreter Erneuerungsprozess (FKO, S. 24)

Fin Gerét werde zu den diskreten Zeitpunkten t = 0,1,2, ... iberpriift. Falls ein Fehler gefunden
wird, wird es durch ein neues ersetzt, anderfalls bleibt es in Betrieb usw. Die Lebensdauer
des k-ten Gerétes wird so zu einer Zufallsvariablen Z;. Wir nehmen nun an, dass fiir diese

Lebensdauern Zj unabhingig von k gilt
P{Z>i+1|Z>i}=p;, i >0. (3.1)

Sei nun X; das Alter des zu Beginn der ¢-ten Periode arbeitenden Gerétes. Mit Wahrscheinlichkeit
p; geht dann also geméf 3.1 das Alter ¢ in das Alter ¢+ 1 {iber, mit Wahrscheinlichkeit ¢; = 1 —p;
muss das Gerét ersetzt werden, in der néichsten Periode gilt X;11 = 0. Die Folge X; bildet
offensichtlich wieder eine MK mit der UM

q0 Do 0
g 0 p
@2 0 0 po
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Anschaulich ergibt sich der Ubergangsgraph

(d) Wechsel von Arbeitslosigkeit in Arbeit und zuriick.
S ={0, 1}, 0 = arbeitslos, 1 = in Arbeit; ¢ = Dauer von Arbeitslosigkeit in Monaten.
poi(t), t=1,2, ..., Wahrscheinlichkeit fiir Ubergang in Zustand Arbeit.
L.a. inhomogen (und i.a. abhéngig von personlichen Merkmalen des Arbeitslosen)
Fraglich: iiberhaupt MK, d.h. gilt die Markoveigenschaft?
Analog: p1o(t) UW von Arbeit nach Arbeitslosigkeit.

(e) Einfache Markenwahlmodelle (FKO, S. 25)

Bei einigen Beispielen ist die Markov-Eigenschaft zweifelhaft.
Naheliegende Erweiterung:

Definition 3.7 MK hoéherer Ordnung

Der SP X = {X;, t € No}, S diskret, heifit MK p-ter Ordnung :<
Vig, i1,.. ., Gt41, t>p+1

P(Xip1 =tdt1 | Xe =0,y Xppr1 = Gt—pr1---, Xo = o)

= P(Xey1 =it | Xe =ty ooy Xepy1 = Gt—pt1)

Bemerkung:
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Modellierung z.B. durch konditionale Logit-Modelle

o P(Xit1 =t41 | Xey ooy, Xe—pt1)
8 1-P(..]...)

) = fit+1 (Xt? SRR Xt—p+1)

(vgl. Abschnitt 3.7.2)

3.2 Klassifizierung von Zustinden und Riickkehrverhalten

(Nur fiir homogene MK!)

Bei (wechselseitiger) Erreichbarkeit von Zusténden und asymptotischem (¢ — oco) Verhalten der MK

zeigen sich unterschiedliche Typen von Zusténden.

Beispiel:

Sei X eine homogene MK mit der UM

02 08 0
P = 0.6 04 0
0.2 0.3 0.5
Man berechnet
052 048 0

P =1 036 064 0 :
0.32 0.43 0.25

0.44332 0.5568 0
PY*=1 04176 0.5824 0 ,
0.4012 0.5363 0.0625

0.4286 0.5714 0
PO=| 04285 05715 0
0.4281 0.5709 0.0010
(t)

j

(t)

Die p; 7 mit j = 1,2 streben anscheinend gegen feste, positive Werte, wihrend p;5 gegen Null geht.
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Definition 3.8 Erreichbarkeit

1. Der Zustand j heifit von i aus erreichbar, i.2. i — j &

@< 0

dt € Ny mit D;j

< Es muss ein Weg im MK-Graphen von ¢ nach j fiithren.

direkte Kante ¢ — j i.a. nicht notwendig!

2. Die Zusténde ¢ und j heiflen gegenseitig erreichbar, i.Z. i > j &
t—j und j—1
Man kommt in endlich vielen Schritten mit positiver Wahrscheinlichkeit von ¢ nach j und zuriick.

Satz 3.3 Aquivalenzklassen

i ¢ j ist eine Aquivalenzrelation, d.h. die Menge aller Zustiinde ldsst sich zerlegen in

Aquivalenzklassen wechselseitig erreichbarer Zustéinde.

Es existiert kein Weg von [ zuriick zu einem Zustand aus der Klasse.
Beweis:
7 zeigen ist:

1. i <> i (Reflexivitét), gilt nach Definition.

2. i<+ j & j <1, (Symmetrie) gilt nach Definition.
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3.1 jund j <> k = i < k (Transitivitdt): Wegen i <> j und j <> k existiert ¢, s € INg mit

pg) > 0, pﬁ) > 0. Nach der Chapman-Kolmogorov-Gleichung folgt

P =3 e > e > 0,
leS

und damit i — k. Analog zeigt man k& — 1.

Definition 3.9 Klassifizierung gemif3 Erreichbarkeit

1. C C S heifit abgeschlossen < kein Zustand in S\ C ist von C aus erreichbar.

C heifit offen :< C nicht abgeschlossen

2. Ein Zustand i hei8t absorbierend: {i} abgeschlossen < p;; =1

3. Ein abgeschlossenes C' heifit irreduzibel < keine echte, nichtleere Teilmenge von C' ist

abgeschlossen

4. Eine MK heifit irreduzibel :< S irreduzibel < alle Zustéinde gegenseitig erreichbar

Zusammenfassung:

S zerfillt in offene und abgeschlossene, irreduzible Teilmengen wechselseitig erreichbarer Zusténde.

Bei MK mit endlich vielen Zusténden existiert mindestens eine abgeschlossene irreduzible Klasse C'.
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Eine offene Klasse kann existieren, muss aber nicht.

Klassifizierung nach Riickkehrverhalten

Die MK sei (0.B.d.A.) fiir t = 0 in i. Es sei Tj; die zufillige Zeit bis zur ersten Riickkehr nach ¢ und
E(T;;| Xo = i) = py; die erwartete Riickkehrzeit.

Definition 3.10 Rekurrenz/Transienz/Periode
Seii e S
1. ¢ heifit rekurrent = P(T;; < co|Xo =1) =1

mit Wahrscheinlichkeit 1 Riickkehr in endlicher Zeit (d.h. Riickkehrwahrscheinlichkeit
=1.)

2. i heiBt transient = P(T; < 00| Xg =1) < 1,

mit positiver Wahrscheinlichkeit keine Riickkehr.

3. Bei rekurrenten Zustdnden kann man unterscheiden
1 heilt positiv-rekurrent < pi; < oo

t null-rekurrent &< p; = 00

4. i periodisch mit Periode d :< d > 2 grofite natiirliche Zahl mit

o0
> P(Ty; = nd|Xo = i) + P(Ty; = 00| Xo = i) = 1

n=1

d.h. Riickkehr nur zu Vielfachen von d méglich (Periodengitter).
i aperiodisch fir d =1 (bzw. d = 00)

5. i ergodisch :< i positiv-rekurrent und aperiodisch (wichtiger Spezialfall)
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Bemerkung:

Bei MK mit endlich vielen Zustinden existieren nur positiv-rekurrente Zusténde; keine Fallunterschei-
dung notig. Weiterhin gilt fiir jede Aquivalenzklasse C:

C abgeschlossen < alle Zusténde aus C rekurrent,

C offen < alle Zustiande aus C transient.

Beispiel:

(a) Irrfahrtmodell mit r = 0: jeder Zustand i ist rekurrent fiir p = % und transient fiir p #£ %

(b) Erneuerungsprozess: Die Zustéinde des diskreten Erneuerungsprozesses sind in Abhéngigkeit
von den bedingten Uberlebens- und Ausfallwahrscheinlichkeiten p;, ¢; einmal transient, einmal

positiv-rekurrent oder null-rekurrent. Etwa sind sdmtliche Zustdnde der MK transient fiir

1\° 1\
pi:1—<2>, qi=<2>, 121, po=1,q =0,

positiv-rekurrent fiir

null-rekurrent fiir

Di qi = 1>1, pp=1,q =0.

EEESL i+ 1

(¢) Eine MK sei durch folgenden Erreichbarkeitsgraph gegeben:

Das Periodengitter fiir den Zustand 1 ist {4,6,8,...}, also d =2. Man sieht, dass nicht alle

Vielfachen n - 2 zum Periodengitter gehoren, in diesem Fall erst fiir n > 2.
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Satz 3.4 Resultate

1. Rekurrenz, Transienz, Periodizitdt und Ergodizitdt sind Klasseneigenschaften, d.h. alle
Zustande einer Klasse sind rekurrent, transient, periodisch oder ergodisch.

Bew.: Fiir endliche MK anschaulich klar; formaler Beweis in FKO S. 39/40.

2. ¢ rekurrent und ¢ -5 = i <> j und auch j rekurrent.

Falls von j kein Weg zuriick nach ¢ existiert: keine Riickkehr nach ¢ moéglich, ¢ wére nicht

rekurrent.

3. i rekurrent = es existiert eine irreduzible Klasse C'(i) von rekurrenten Zustdnden mit

i€ C(i).
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Satz 3.5 Kanonische Reprisentation

S ldsst sich zerlegen in irreduzible Teilmengen C7, Cs, ... und eine Restmenge T transienter
Zusténde. Seien nach evtl. Umnummerierung P;, Ps, ..., @ die dazugehorigen Teilmatrizen
der UM P, so gilt
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Satz 3.6
1. C irreduzibel, endliche Klasse = alle Zusténde positiv-rekurrent

2. C endliche Klasse =
C rekurrent < C abgeschlossen
C transient < C offen

also: Falls MK endlich: offen=transient und abgeschlossen=rekurrent

3. MK endlich = es existiert mindestens eine rekurrente Klasse.

Fiir MK mit endlich vielen Zusténden geht man demnach so vor: Man sucht zuerst (etwa mit Hilfe
des Erreichbarkeitsgraphen) die irreduziblen Aquivalenzklassen. Diese sind alle positiv rekurrent, der
Rest ist transient. Die Periode wird fiir jede Klasse festgestellt.

In vielen Anwendungen liegt eine ergodische MK vor.

Beispiel:

(a) Markov-Kette fiir DNA-Sequenzen mit S = {A, C, G, T} ist ergodisch.

(b) Absorbierende Markovketten
Absorbierende MK bestehen aus einer endlichen Menge von absorbierenden Zustinden und einer

Menge von transienten Zusténden. In der kanonischen Representation hat also P die Gestalt

I 0 .
P = , mit I =
(L Q)

1
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Ein Beispiel ist das Irrfahrtmodell mit absorbierenden Schranken.

Absorbierende MK spielen auch in der Demographie eine Rolle, etwa im folgenden

Heiratsmodell:
Mit z = 1,2,...,w werde das Alter eines Ledigen, gemessen in Geburtstagen, bezeichnet. Dabei
sei w eine Altersobergrenze, {iber die hinaus wir die Person nicht mehr verfolgen. Wir betrachten

folgende Zusténde der Person:

I Heirat (vor Tod)
IT Tod als Junggeselle absorbierende Zustidnde

s im Alter w + 1 noch ledig
x=0,1,2,...,w im Alter x ledig.

Fiir einen z-jéhrigen Ledigen bestehen im Altersintervall (x, z + 1] drei Moglichkeiten. Er kann
mit Wahrscheinlichkeit ¢, 7 in (z, 2 + 1] heiraten
mit Wahrscheinlichkeit ¢, ;7 in (z,z + 1] als Junggeselle sterben

mit Wahrscheinlichkeit p, als Lediger das Alter x + 1 erreichen.

Mit diesen Ubergangswahrscheinlichkeiten ldsst sich der Heiratsprozess als MK modellieren mit

der UM

1 I s 0 1 w
I 1 0 0 0
I 0 1 0 0
0 0 1
0 @, qua 0 0 po O 0
0 P1
Pw-1
w Qu,t Quwia Pw 0O 0

Marshall/Goldhammer benutzten ein einfaches Markovmodell zur Darstellung des Prozesses,
der zur ersten Einweisung in ein Nervenkrankenhaus fiihrt. Sie nahmen — bei einer Zeiteinheit
von einem Jahr — einen Prozess mit den Zustéinden Sy gesund, S3 leichte Erkrankung, nicht im

Krankenhaus; Sy schwere Erkrankung, nicht im Krankenhaus, S7 krank, im Krankenhaus, S,
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tot, an. In der kanonischen Darstellung ist die UM

S() Sl S2 53 S4

1 0
0 1 0

P2 p21 p2 O 0
p3o p31 0 p3z O
P 0 pao pa3 pas

Die Zustdnde Spy,S7 sind absorbierend. Die Zustinde S5,S3,S4 sind unter der Annahme

pii < 1,1 =2,3,4 transient. Simtliche Zustidnde sind aperiodisch.

3.3 Das Grenzverhalten von homogenen MK

Fragestellung;:

P = (pf»?) — 7?7  fir t— o0

p(t)=(P(X;=1),i€8) =7 fir t— o0

Hier nur fiir aperiodische MK. Fiir periodische MK siehe FKO, Abschnitt 2.3.
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Satz 3.7 Grenzwertsatz fiir die t-schrittigen UW pg.)

Sei j transient oder null-rekurrent. Dann ist
ViesS limplY =o0. (3.2)
t—oo W

Sei j positiv-rekurrent und aperiodisch. Dann gilt:

im0 - L

tl_iglopg;) = tliglopﬁ-t») Vi mit i <> j (3.4)
oo e b )

tlEIolopij = fij i li; 7 ViesS (3.5)

Dabei ist f;; die Wahrscheinlichkeit in endlicher Zeit von 4 nach j zu gelangen. Fiir rekurrentes
i aus der gleichen Klasse wie j ist fi;; = 1, d.h. wir erhalten (3.3). Fiir i € C', C abgeschlossen,
Jj ¢ C,ist f;; = 0. Fiir transientes i ist f;; = P(j wird von ¢ aus (irgendwann) erreicht).
In der kanonischen Représentation ergibt sich also folgende Blockgestalt:
Pre
Pse 0
P = lim P'=1 0

L™ 0

Die Elemente von P berechnen sich aus (3.3), (3.4), L™ aus (3.5).

Beweis:

Formale Beweise schwierig. Hier nur Plausibilitdtserkldarungen.

(3.2) Fir transientes j plausibel. Fiir null-rekurrentes, aperiodisches j ergibt sich (3.2) aus (3.3),

indem man dort j;; = oo setzt.

(3.3) Da j rekurrent und aperiodisch ist, gilt p(t) > 0 fiir alle geniigend groflen t. Die mittlere Wieder-

Jj
kehrzeit zwischen zwei j-Besuchen betrégt ;. Die mittlere ,, Trefferquote® in einem Zeitintervall

der Linge 1 ist also ——. Mit

Hjj
1, Xy =
A = t =17
07 Xt # J
muss also gelten
, 1
73
Wegen E(4; | Xo=7)=P(Xi =7 | Xo=j) = pg-? gilt daher fiir gentigend grofle ¢
) o L
Pjj =

Hjj
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(3.4), (3.5) Zuerst muss j von i aus erreicht werden. Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit f;;; dann weiter

wie oben.
O
Bemerkung
Die Plausibilitétserklédrung zu (3.3) liefert uns auch eine weitere Interpretation von pg?o) = limy_, pg-)

l(;-)o) = t ist die relative Haufigkeit fiir ¢ — oo der Besuche in j,

bezogen auf die Gesamtzahl aller Ubergiinge.

flir aperiodische, rekurrente i <> j: p

Satz 3.7 ist bislang nur von beschréanktem Wert, da wir noch keine einfache Methode angegeben haben,

wie die erwartete Wiederkehrzeit p;; zu berechnen ist. Abhilfe schafft

Satz 3.8 Grenzwertsatz fiir ergodische MK

Fiir eine irreduzible, aperiodische MK gilt:

Falls alle Zustédnde positiv-rekurrent sind, dann besitzt das lineare Gleichungssystem

=D iDij, JES T=maP
T = icsTiPij, J } bzw. mit dem Zeilenvektor 7 = (7;, j € S) (3.6)
ZjeS =1 l =1,
eine eindeutige, strikt positive (7; > 0, Vj € §) Losung und es gilt
i o® = L
T = tli{&pij = i (3.7)
sowie
. _ . t _ oo
lim p(t) = lim p(O)P' = p(0)P™ = (3.5)

fiir jede beliebige Anfangsverteilung p(0).
Umgekehrt gilt auch: Falls (3.6) eindeutig losbar und strikt positiv 16sbar ist, so sind alle

Zustédnde positiv rekurrent.

Da endliche, irreduzible MK nur positiv-rekurrente Zusténde enthalten, gilt noch die

Folgerung:
Fiir eine irreduzible, aperiodische MK mit endlich vielen Zustinden hat (3.6) eine eindeutige, strikt

positive Losung.

Beweis:

Anstelle eines exakten Beweises, fiir den auf die einschléagige Literatur verwiesen sei, bringen wir eine

Plausibilitdtserklirung.

Nach der Bemerkung stellt lim;_, pg) = i die Wahrscheinlichkeit der Besuche in j ,auf lange Sicht*
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dar, (3.6) sind dann , Bilanzgleichungen* fiir jeden Zustand j.

Die Wahrscheinlichkeit 7; = lim; o pg) dafiir, dass sich die MK in j befindet, setzt sich additiv
zusammen aus den Wahrscheinlichkeiten m;, ¢ € S, mit denen sich die MK in anderen Zustdnden

i € S befindet, gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten p;; in einem Schritt von 4 nach j zu gelangen.

(3.8) folgt direkt aus (3.7). O

Zur Berechnung von m 16st man sich zuerst 7 = 7P ohne Normierungsbedingung und normiert an-

schlieflend durch = = 5. Falls S endlich ist, eliminiert man von den linear abhéngigen Gleichungen

zuerst die komplizierteste.

Definition 3.11 Stationire Verteilung

Sei P die Ubergangsmatrix einer Markovkette. Der Zeilenvektor 7 heifit stationdre Verteilung
dieser Markovkette : &
m=aP und 7l=1.

Beispiel: Stationire Verteilung einer MK mit 2 Zustéinden {0, 1}

P =

1—po Do
j4 1—p1

o {ﬂoﬂ—mwm—m @

mopo +m(l—p1) =m & mopo = mip1

Losungsweg 1: 7g, 71 unnormiert; keine Nebenbedingung

To =p1 = 71 =Do

_ b1 — DPo
& |70 = potpi’ LT potpi

Losungsweg 2: g + 71 = 1, Nebenbedingung
m=1—-m&mn+m =1

mo(1 —po) + (1 — mo)p1 = mo

—mopo + p1 — mop1 = 0

mo(po + p1) = p1,

p1 _ Po
1= potpr

To = po+p1’
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3.4 Instationire und inhomogene MK

In Anwendungen liegen oft Zeitreihen oder Longitudinaldaten zu

Y Ziel- (oder Response)variable, diskret bzw. kategorial vor

e z=(z1, ..., 2p) Vektor von Kovariablen

e T = Ny, Ergebnisraum Sy von Y diskret.

e Zeitreihendaten: (Y3, Z;) t = 1,..., T, d.h. ein Pfad eines SP Y und eines Kovariablen-SP

werden von 1 bis T beobachtet.

e Longitudinaldaten: Fiir n = 1, ..., N Individuen (Objekte) werden jeweils Pfade

{(Yats 2m), t=1, ..., T}

beobachtet.

Situationen:

N grof3, T klein

N klein, T grofl

o (N=1: Zeitreihe)

N, T mittel bis grof3

Datenstruktur der Pfade passt zu MK fiir Y.
Aber:

e Zeitliche Stationaritit fraglich = MK mit nichtstationdrer UW p;;(t)

e Homogenitdt der Population fraglich,

= P(Yn, 141 =7 | Yo,u = 1) = pijn(t)
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von n abhingig!

Bei homogener Population wiirde man

Pijn(t) = pij(t), n=1,...,N
annehmen.

e Auch Markov-FEigenschaft, zumindest 1. Ordnung fraglich.

Fragestellung: Wie modelliert man nichtstationére inhomogene MK?

3.4.1 Instationire und inhomogene binire MK 1. Ordnung

Sei zunichst {Y;, t € Ny} eine bindre MK 1. Ordnung. Dann werden geeignete Modelle fiir die UW
pij(t):P(}/t+1:j‘}/;j:i), i,jE{O, 1}

benétigt.
Liegen bei Longitudinaldaten {Y;;, t € INp} zusétzlich Kovariablen {z,;, t € INg} zu den Objekten

n=1,..., N vor, so werden entsprechend Modelle fiir
pij,n(t) = P(Yn,t+1 = ] | Yn,t = i» Znt)

benétigt. Die Kovariablen kénnen zeitabhéngig oder auch zeitunabhéngig sein, wie z.B. das Geschlecht
oder die Art der Therapie fiir ein Individuum bei einer klinischen Studie.

Es reicht die UW fiir j = 1 zu modellieren, da pio,n(t) + pi1,n(t) = lgilt. Basis fiir die Modellie-
rung sind binére Regressionsmodelle, insbesondere Logit- oder Probitmodelle (vgl. Lineare Modelle,

Generalisierte Regression)

Separate Modellierung der UW

Hier werden po;(t) und p11(t) jeweils separat durch binére Regressionsmodelle modelliert:

poi(t) = h(wiBo), pri(t) = h(zB1).

Dabei wird der Index n unterdriickt; h sind sog. Responsefunktionen h : R — (0, 1). Fiir h(-) =
exp(-)/{1+exp(-)} bzw. h(-) = ®(-) erhélt man Logit- bzw. Probitmodelle. Die Design- bzw. Kovaria-
blenvektoren wy, z; konnen auch identisch sein.

Im reinen Zeitreihenfall (n=1) wird durch n; = w}Bp bzw. ny = 2,81 z.B. ein zeitlicher Trend parame-
trisch spezifiziert, etwa mit w;8y = Boo + Lo1t ein linearer Trend, oder ein (stiickweise) polynomialer

Trend, usw. Fiir Longitudinaldaten enthalten w;, z; i.d.R. auch individuelle Kovariablen.

Logit-Modell:
exp(wt o) <P01 (t) ) ,
H=——-"2 _&1lo = w;Bo;
poi (1) 1 4 exp(w;Bo) s Poo(t) Ho
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analog fiir p11(t).
Bemerkung:

Lésst man statt einer parametrischen Trendfunktion w3y eine nichtparametrisch spezifizierte Funktion
fo(t) (bzw.f1(t)) zu, so fiithrt dies zu non- und semiparametrischen Logit-Modellen (Fahrmeir, Tutz;

ch. 5; Generalisierte Regression).

Konditionale (autoregressive) Modellierung

Alternativ modelliert man
P(Yi1=11Y;, wy)

fiir Y; € {0, 1} in einem simultanen Modellansatz durch ein autoregressives Modell, indem Y; wie w;
als Regressor fungiert, z.B.

log (P(Yt+1 =1|Y;, wy)
P(Yiy1 =0 Y, wy)

) =wf + Yo (additiv)
oder
o= w8+ Yo mit Interaktion

Einsetzen von Y; = 0 bzw. 1 liefert dann den Zusammenhang zur separaten Modellierung.

3.4.2 Weitere inhomogene MK
MK héherer Ordnung

Eine homogene MK 2. Ordnung besitzt Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(Yi1 =J | Y = i1, Vi1 = i2) = piyiy (1)

Im binédren Fall Y; € {0, 1} geniigt es wieder p;, 4, 1(t) zu spezifizieren.
In Analogie zu MK 1. Ordnung kénnte man z.B. 4 separate logistische Ansétze machen, je einen fiir
die Paare (i1, i2) = (0, 0), (0, 1), (1, 0) oder (1, 1). Mit einem Designvektor z; ergibt dies
(¢
s (i) =
mit vier verschiedenen Parametervektoren Bgg, Bo1, 510, und B11. Alternativ kann wieder zu einer si-
multanen Logit-Autoregression

o (P(Ytﬂ =1|Y, Y1, %)
P(Yi1=0Y;, Vi, %)

) = Z;B +a1Y: + aY (additiv)

oder

o= 2B+ Yizion + Yi1zian + YY1 203
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iibergangen werden. Das zweite Modell besitzt genauso viele Parameter wie die 4 separaten Modelle.

Einsetzen der verschiedenen 0/1-Kombinationen fiir Y;, Y;_1 liefert

Boo = B, Bo1 = B+ a1, Bio =B+ a2, f11 =B+ a1+ a2+ as.

Durch Nullsetzen von Komponenten in a4, ag, ag erhdlt man parametersparsamere Submodelle.
Analog kann man MK hoherer Ordnung in autoregressiver Form modellieren, vgl. z.B. Fahrmeir/Tutz,
ch. 6.

Ebenfalls in Analogie zum binéren Fall lassen sich inhomogene MK durch multinominale autoregressive

Regressionsmodelle behandeln, vgl. Fahrmeir/Tutz, ch. 3 und ch. 6.

3.5 Statistische Inferenz fiir MK

3.5.1 Likelihood-Inferenz fiir SP

Statistische Inferenz fiir SP beruht auf den gleichen Prinzipien wie die Inferenz fiir unabhéngige und
evtl. identische Zufallsvariablen, durch die die Daten generiert werden. Durch die gréflere Modell-
komplexitdt und die inhdrente Abhéngigkeit der Variablen werden jedoch Durchfithrung und Theorie
i.d.R. etwas schwieriger.

Im weiteren gehen wir auf parametrische Likelihood-Inferenz fiir MK ein. Generell kénnen folgende

Situationen vorliegen:

Beobachtung eines Pfades

Die Daten (xg), x1, ..., x7 werden aufgefasst als Realisierung
(o = Xo(w), 1 = X1(w), ..., vt = Xi(w), ..., 7 = X7 (w)) eines SP{X;}.

Bei MK handelt es sich also um eine beobachtete diskrete oder kategoriale Zeitreihe, die als bis T
vorliegende Realisierung der MK aufgefasst wird.

Sei 6 ein Vektor von unbekannten Parametern. Dann ist die Likelihoodfunktion
L] X):= f(xo, ..., xz7|0)

die gemeinsame Dichte von Xy, ..., X7, ausgewertet fiir xg, ..., 7, und als Funktion von 6 betrach-
tet.
Fine generelle Moglichkeit die Likelihoodfunktion zu berechnen ist die Faktorisierung in das Produkt
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bedingter Dichten:

L(9|X) = f(xTv $T,1,...,SUQ|9)

= fr(er|xr—1, ..., 205 0) f(xr—1, ..., 20| 0)

T
= Hft(ﬂﬁt | 2¢-1, ..., 20;0) fo(zo | 0).
t=1

Fir MK ist diese Faktorisierung die Methode der Wahl und vereinfacht sich wegen der Markov-
Eigenschaft

ft(CCt | LTt—1y « -+ L0 9) = ft(fb“t ’ Tt—1; 9)
zu

L(O] X) = Hft i | 21-1;0) fo(zo | 6).

Bei homogenen MK kann weiter der Index t bei f; entfallen.
Durchgefiihrt wird das ML-Prinzip: Wihle 6,77 als Maximierer von L(@ | X) iiblicherweise durch
Ubergang zur log-Likelihood

10 X):=InL0 | X) = th:ct\xt 15 0) + lo(xo | )

mit den log-Likelihood Beitrigen ly(z | .) = In fi(z | ).
Bemerkung:

Falls die {X;} unabhéngig sind, ergibt sich

T
L0 | X) = f(xo, ..., xp | 0) =[] filae | 0) folxo | 0)

t=1

wie iiblich als Produkt der Randdichten.

Beobachtung mehrer unabhingiger Pfade eines SP
Die Daten (zng, ..., nr), n =1, ..., N werden aufgefasst als unabhéingige Realisierungen
(xno = Xo(wn), « -+, Tny = Xp(wy)),n=1,..., N

des SP{X;}. Dann ergibt sich die gemeinsame Dichte und die Likelihood als Produkt

N N T
LO | X) =[] f@nr, - zno 1 0) = [ ] fe@nt | 2n,e-156) folzno | 6)
n=1 n=1t=1

der beteiligten Likelihoodfunktionen fiir die Realisierungen n =1, ..., V.
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Longitudinaldaten mit Kovariablen

In diesem Fall liegen Beobachtungen zu einer Zielvariablen Y und einem Vektor z (oder =) von Kova-
riablen vor.
Die Daten werden aufgefasst als unabhéngige Realisierungen von SP Y,,, n =1, ..., N, gegeben die
Kovariablen, also:

((Ynty 2nt), t=0,...,T), n=1,..., N.

Die Likelihood fiir Objekt n ist gegeben durch

T
L,(0|Y,) = Hf(ynt | Yn,t—1, Znt; ) fo(yno | 0).

t=1
Wegen der Unabhingigkeit der Beobachtungen zwischen Objekten ergibt sich die gesamte Likelihood

zu

N
L(9 | Y) = H Ln(9 | Yn)'
n=1

3.5.2 Inferenz bei homogenen Markov-Ketten

Sei X eine homogene MK mit endlichem Zustandsraum S = {1,...,m}.

Unbekannter Parameter 0:
P = (p;j) Ubergangsmatrix

p(0)  Anfangsverteilung

Plausibel: ML-Schétzer fiir p;; sind die entsprechenden Ubergangshiufigkeiten, die an einem oder

mehreren Pfaden von X beobachtet werden. Zunéachst:

1 Pfad beobachtet

Xo(w) = iO, Xl(w) = ’il, N ,XT(w) = iT
Likelihoodfunktion

L(p(0),P) = P{Xo=rio,...,Xr =1ir}

Dig (0)p1021 Ceet Pip_qip-

Problem: Es gibt nur eine Beobachtung zur Schitzung von p(0); = p;,(0) = 1, p;(0) = 0 sonst.
Deshalb: Betrachte nur die bedingte Likelihood

L(p) =[x
i
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mit n;; = Anzahl der beobachteten Ubergiinge von 4 nach j.

Logarithmieren ergibt
log L(P) = > ny; log(py;)-
i’j

ML-Schéatzwerte p;; erhdlt man durch Maximieren von log L(P) unter der Nebenbedingung, dass die

Zeilensummen =1 sind. Nach der Lagrange-Methode ist dies dquivalent zur Maximierung von

= ngjlogpi;— > N | > pij—1
i i

jes
ohne Nebenbedingungen. Nullsetzen der partiellen Ableitungen liefert
ol* nij

opij i

_>\i207

also
nij = AiDij-
Summation iiber j liefert wegen » ipij=1
i = Z nij = N,
JES
und daraus schliellich
Nij

pij = 2.
J n;

Eigenschaften des ML-Schitzers

Bei ergodischen MK gilt fiir T — oo

N pij(1 — Dij
B &N <pij’ M)

n;
Mehrere Pfade beobachtet

Im homogenen Fall lassen sich die UW wie bei einem Pfad schiitzen.

Prinzipiell moglich ist nun auch die Schitzung von UW pi;(t) im inhomogenen Fall:

pij(t) = 7:;;((;))

mit
14 (t) Anzahl der Ubergéinge von i nach j mit X; =4 und X411 = j
n;(t) Anzahl der Beobachtungen mit X; =i und X1 beliebig

Problem: p;;(t) wird unrestringiert, d.h. ohne weitere Struktur-/Modellannahmen geschétzt.

= hohe Varianz von p;;(t), falls n;(t) klein.

Alternative: Parametrische oder nonparametrische Modellierung von p;;(t), z.B. durch Logitmodelle
(vgl. 3.4), und ML-Schétzung wie in 3.5.1.
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Likelihood-Quotienten-Tests fiir (homogene) MK

Zum Test von Hypothesen Hy versus Hy, z.B.

Hp: {X;}istiid., H;: {X:}ist MK 1. Ordnung
Hp: {X:}ist MK 1. Ordnung, H;: {X;} ist MK 2. Ordnung

etc., kann der Likelihood-Quotienten-Test verwendet werden:

l(él) maximierte Loglikelihood im H;-Modell
l(éo) maximierte Loglikelihood im Hg-Modell

Dann gilt unter Hy:
2(1(61) = U(0o)) ~ X*(r), T — o0

mit r=Differenz der Anzahl der geschitzten Parameter in Hp-und H;-Modell.

3.5.3 Fallstudie: Niederschlag bei den Snoqualmie-Wasserfillen, Cascade Moun-

tains

Aus: Guttorp ,,Stochastic Modelling of Scientific Data“.

Daten: 36 Jahre j = 1948 — 1983; jeweils Januar t = 1,...,31.

1 Regen am Tag t in Jahr j
Xij =
0 kein Regen am Tag ¢t im Jahr j.

Annahme: Unabhéngige Pfade j = 1,...,36 desselben SP X werden beobachtet.

Modell 1: {X;;} sind i.i.d.
rel. Hiufigkeiten fiir X; = 0: p = =5i235= = 0.291
rel. Haufigkeiten fiir X; =1: 1 —p=0.709

Likelihood: L(p) o< p3?*(1 — p)™!

Modell 2: X; ist homogene MK 1. Ordnung mit (jahres-unabhiingiger) UM P
Kontingenztafel:

X;=0 X;=1
Xi-1=0 186 123 309

Xi1=1 128 643 771
314 766 1080

Beachte: Hier gehen nur 30-36=1080 Beobachtungen ein.
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Geschitzte Ubergangsmatrix (z.B. po; = % = 0.398):
~ 0.602 0.398
P =
0.166 0.834

L(p(0), P) = H P(Xoj = wo5) | poo por pig i1
=1

Likelihood:

LQ-Test zu
Hp : {X,} iid versus H; : {X;} MK 1. Ordnung

Beachte: ,,gleiche“ Daten werden benétigt;
deshalb miissen bei Modell 1 die Startwerte (7 = 1,...,36) weggelassen werden.

~_ 314 _
= P = 563312 — 0-291
LQ-Statistik (~ x2(1)):

~

2{log(L(P) —log(p))} = 2{[186 - log(0.602) + 123 - log(0.398) + 128 - log(0.166) + 643 - log(0.834)]
—[314 - 10g(0.291) + 766 - log(0.709)]}
= 193.49

= i.i.d. Modell 1 ablehnen
Modell 3: Homogene MK 2. Ordnung

Kontingenztafel:

X, =0 X, =1

Xi9=0 X;1=0 109 67 176
Xi90=0 Xy 1=1 25 94 119
Xi9o=1 X4 1=0 70 52 122

Xio=1 Xy 1 =1 100 927 627
304 740 1044

= geschitzte UM fiir MK 2. Ordnung

0.619 0.381
~ R 0.210 0.790
Py =Dpijr =

0.574 0.426

0.159 0.841

LQ-Test zu
Hp : {X:} MK 1. Ordnung versus H; : {X;} MK 2. Ordnung
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log(L(Py)) = 109-10g(0.619) + ... + 527 - log(0.841)
— —536.48

log(L(P)) = —537.67

= 2{log(L(Py)) — log(L(P))} = 2.37 bei 2 Freiheitsgraden
= p-Wert 0.15, = Hy wird nicht abgelehnt.

3.6 Hidden Markov Modelle

Kritik am Markov-Modell fiir Niederschlag:

e Das Markov-Modell impliziert eine (geometrische) Verteilung fiir die Dauer von trockenen/ nas-
sen Perioden, die sich nicht mit der Realitdt deckt — kiirzere Perioden werden vom Modell

vorhergesagt als beobachtet wurde.

e Schwierig zu Verallgemeinern, um mehrere Wetterstationen zu modellieren.

Daher: Hidden Markov Modelle
Latenter Zustand X; (Klima) folgt einer Markovkette. Beobachtungen Y; | X; sind bedingt unabhéingig,
gegeben den Zustand Xj;.
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HMM bilden eine flexible Modellklasse, insbesondere hat Y; marginal i.A. nicht die Markov-

Eigenschaft.

Beispiel: Regenfall-Daten

X;: MK mit Ubergangswahrscheinlichkeit P = Poo- o1
Pio P11

zwei Zustande:
0 gutes Wetter

X, =
1 schlechtes Wetter
1 Regen
Y = ¢
0 kein Regen
mit

PY;=1|Xy=1) = qn
PY;=1|X;=0) = qn
PY;=0|X¢=1) = quo
PY;=0|X;=0) = qoo

Hidden Markov-Modelle: Das gelegentlich unehrliche Casino
Es wird mit 2 Wiirfeln gespielt:
Wiirfel 1 fair; Wiirfel 2 unfair, mit P(Y =6) =05, P(Y =1)=...=P(Y =5) =0.1

Casino wechselt von fairem zu unfairem Wiirfel mit Wahrscheinlichkeit 0.05, und von unfairem zu
fairem Wiirfel mit Wahrscheinlichkeit 0.1. Der Wechsel zwischen den Wiirfeln ist dann MK mit UM

f U
0.95 0,05
P = /
U 0.1 0.9
UW P(Xy=u|X;1=f)=0,05
P(Xt:f’Xt_lzu):O].

Uusw.

Insgesamt ein HMM: (t indiziert Spiel t)
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2:1/6 2:1/10
3:1/6 3:1/10
4:1/6 4:1/10
5:1/6 5:1/10
6:1/6 6:1/2

Fair Unfair
PY,=j|X;,=f) j=1,....6 PYr=j|Xi=u)

Beispiel: DNA-Sequenzen mit CpG Inseln

Im menschlichen Genom wird bei Auftreten eines Paares CG (innerhalb eines Stranges) (Notation:
CpG) in der DNA-Sequenz des Nucleotid C mit (relativ) hoher Wahrscheinlichkeit zu T mutiert (durch
chemische Prozesse).

= CpG Paare treten seltener auf, als wenn man C; G als unabhéingig ansieht.

Es gibt aber Abschnitte im Genom, wo diese chemische Mutation unterdriickt wird, z.B. am Beginn

von Genen: ,,CpG-Insel“

DNA in Abschnitte unterteilt:

Y, € {A,C,G, T}, X; € {Insel, nicht Insel}
X HMM

Daten: {Y%,...} beobachteter Pfad

Gesucht: {X3, ...} latenter Pfad, enthélt Inseln.

Inferenzproblem in HMM bei Daten {Y;, t =1,...,T}:
e Schiitze UM P der latenten MK X

e Schiitze bedingte Wahrscheinlichkeiten P(Y; = j | X; = k)

e Schitze Pfad {X;t =1,...,T} der verborgenen MK (,, Viterbi-Algorithmus*).

3.7 Allgemeine Markov-Ketten und MCMC-Methoden

Hauptziel dieses Abschnitts ist eine kurze Einfithrung in Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-

Methoden. Diese erlauben das Ziehen von Zufallszahlen aus komplizierten, analytisch und numerisch
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unzugénglichen Verteilungen. MCMC-Verfahren werden insbesondere in der modernen, computerin-
tensiven Bayesinferenz eingesetzt.
Vorteile im Vergleich zu herkémmlichen Verfahren zur Ziehung von Zufallszahlen sind:

e Die interessierende Dichte muss nur bis auf eine Normierungskonstante bekannt sein.

e Es konnen auch Zufallszahlen aus extrem hochdimensionalen Dichten, wie sie etwa bei komplexer

Bayes-Modellierung auftreten, gezogen werden.

Anstelle aus der Dichte selbst zu ziehen, wird dabei eine Markovkette generiert, die diese Dichte als
stationédre Verteilung besitzt. Da der Zustandsraum der MK dabei dem (oft stetigen) Parameterraum
des statistischen Modells entspricht, ist es notig einige Grundlagen, insbesondere Grenzwertsétze und

dafiir notwendige Begriffe, auf MK mit stetigem bzw. allgemeinem Zustandsraum S zu erweitern.

3.7.1 Allgemeine Markovketten

Im Folgenden ist S ein allgemeiner Zustandsraum. Insbesondere kann S ein stetiger Teilraum von RRP

sein.

Definition 3.12 Markovkette

Eine MK ist ein SP {X;, t € INo} mit Zustandsraum S, der die Markov-Eigenschaft
P(Xt_;,_l cA | Xe=x, X4 1€ A1,..., Xp € Ao) = P(Xt+1 €A | X, = LE) (39)

fiir beliebige z € S und A, A;_1,..., Ag € S erfiillt.
Die MK heifit homogen, falls die Wahrscheinlichkeiten in (3.9) nicht von ¢ abhéngen.

Pz, A)i=P(Xp1 € A| Xy =) = P(X1 € A| Xo = 1)

heiflt Ubergangskern der homogenen MK.
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Bemerkung:

(a) Fiir MK mit diskretem Zustandsraum ist P(z, A) durch die UW bzw. UM
pij = P(Xpp1 =j [ Xi =)
bestimmt.

(b) Fiir S = R ist P(z, A) durch eine Ubergangsdichte p(x, y) mit

P(z, 4) = / P, y)dy

A
bestimmt.

Beispiele fiir Markov-Ketten sind Irrfahrtmodelle und autoregressive Prozesse:

e Einfache Irrfahrt (Random Walk 1. Ordnung):

X1 =X +e, eiidN(0,0%), Xo=0

Hier gilt
P(a, 4) = P(Xe € A| Xi =2) = [ oly |2, 0%)dy
A
mit ( 2
1 1(y—=
2y _ _
oy |z, 0%) = N exp <—202> =p(z, y).

o AR(1)-Prozess:

X1 =aXy + €, € wie oben;
(e, y) = ¢y | az, o%).
e Analog lassen sich mehrdimensionale Irrfahrten bzw. AR-Prozesse definieren; S = RP:
X1 = AXi + e,

A p x p-Matrix, ¢ iid N,(0, X).

e State-space-Modelle: Hier wird X; nur indirekt beobachtet mit
Vi =2 Xe + U, Xip1 =AXi + e,
Z; bekannte Matrix, U, iid N, (0, 3,). Die MK {X,} ist latent oder verborgen (hidden).
Der t-schrittigen UM (p(t-)) = P! entspricht die t-te Iteration des Ubergangskerns

j
Es gilt
Pl(z, A)=P(X; € A| Xo =)

79
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pt=ppt-b  pl_p

=Wahrscheinlichkeit, dass die Kette nach ¢ Schritten einen Zustand in A erreicht, ausgehend vom

Startwert x.

Definition 3.13 Invariante Verteilung

Eine Verteilung 7* auf (S, &) mit Dichte 7 (beziiglich des dominierenden MaBles u) heifit inva-
riante Verteilung fiir den Ubergangskern P(z, A) 1<
Fiir alle A € S gilt

T(A) = / Pz, A)r(z)da. (3.10)

Bemerkung:

Fiir MK mit diskretem S entspricht (3.10) der Gleichung 7 = 7P, mit der UM P. Fiir S = R und mit
der zu P(x, A) gehorenden Ubergangsdichte p(z, y) gilt (unter Regularititsannahmen)

n(y) = / p(z, y)m(z)dz.

Definition 3.14 Irreduzible Markovkette

Eine MK mit invarianter Verteilung 7* heifit irreduzibel, wenn sie positive Wahrscheinlichkeiten
besitzt von einem beliebigen Startpunkt zy aus jede Menge A zu erreichen, fiir die 7*(A) > 0

gilt.

Definition 3.15 (A-)periodische MK

Eine MK heifit periodisch, wenn sie Teile des Zustandsraums nur in einer bestimmten Reihen-

folge erreichen kann; andernfalls heifit die MK aperiodisch.
Es gilt

Satz 3.9 Grenzwertsatz
Sei {X;, t € Ng} eine irreduzible, aperiodische MK mit Ubergangskern P und invarianter
Verteilung 7*. Dann ist 7* eindeutig bestimmt und es gilt

||P*(x, -) — 7*|| = 0 fiir t — oo,

wobei

|P*(@, ) — || = 2sup |[P'(z, A) — 7*(4)].
AeS
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3.7.2 Metropolis-Hastings-Algorithmus und MCMC

Bisher war die UM P bzw. der Ubergangskern P gegeben. Daraus kann die (eindeutige) invariante
stationére Verteilung m bzw. 7* bestimmt werden. Jetzt betrachtet man das umgekehrte Problem:
Finde zu gegebener Verteilung 7 eine MK mit Ubergangskern P und 7 als invarianter Verteilung.

Offensichtlich ist P nicht eindeutig: Fiir
(Matrizen)

erhélt man jeweils 7 = (3/5, 2/5) als invariante Verteilung. Also: Viel Freiraum in der Wahl von P.

Anwendung in Bayesianischer Inferenz

Bezeichne D = (dy, ..., dy) Daten, x unbekannte Parameter in der Likelihood
LD |x) = f(D =),

f die gemeinsame Dichte der Beobachtungen D = (di, ..., d,,), und p(z) die priori-Verteilung der

Parameter . Dann ist nach dem Satz von Bayes

B LD |aple) LD | o)pla)
@)= | D) = o playds —  L(D)

die posteriori Dichte der unbekannten Parameter. Problem: m(x) ist wegen der Integration im Nenner

oft nicht analytisch zugénglich. Dagegen ist der Z&hler bekannt, d.h.
m(x) o< L(D | z)p(x),

bis auf die Normierungskonstante L(D) zugénglich. Mit MCMC kénnen damit auch fiir hochdimensio-
nale z aus 7(z) Zufallszahlen ), t =1, 2, ..., N gezogen werden. Momente der posteriori- Verteilung
und andere interessierende Grofien werden dann durch entsprechende Analoga der empirischen Ver-

teilung approximiert, z.B.
N
1
Ba(g) = [ glalnldo) = > o),
fiir geeignete Funktionen g, oder

1 N
m(A) ~ D uweay
t=1

3.8 Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

Wir konstruieren im Folgenden eine Markovkette mit Ubergangskern P, so dass P™ gegen 7* konver-
giert. Dann definieren wir den Ubergangskern P(z, A) wie folgt:
Sei q(z, y) eine sogenannte Vorschlagsdichte, mit der ein neuer Zustand Y der Markovkette vorge-

schlagen wird.
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Sei weiterhin

die Akzeptanzwahrscheinlichkeit mit der Y als neuer Zustand akzeptiert wird.

Definiere

p(z, y) =
0 sonst

{ q(z, y)a(r, y) = #y

und
r(r)=1- /p(x, y)dy
= Wahrscheinlichkeit, dass der alte Zustand beibehalten wird.

Damit definieren wir den Ubergangskern

P, A) = /A P, y)dy + r(z)5:(A)
mit
S(A)=1ezeA

Kann man zeigen, dass eine Markovkette mit oben definiertem Ubergangskern 7* als invariante Ver-
teilung besitzt, so konvergieren Iterationen des Kerns gegen 7*, falls die Kette zusétzlich irreduzibel
und aperiodisch ist.

Damit erhalten wir den Metropolis-Hastings- Algorithmus:

i) Wihle Startwerte x¢ und die Lénge N der Kette. Setze t=1

ii) Ziehe eine Zufallszahl Y = y aus ¢(z4—1, Y) und akzeptiere diese als neuen Zustand z; mit

Wabhrscheinlichkeit «(x¢—1, y), andernfalls setze z; = x4

iii) Falls ¢t = N beende den Algorithmus, ansonsten setze ¢t = ¢ 4+ 1 und fahre fort mit ii).

Beweis der Invarianzeigenschaft:

Wir zeigen dass fiir
Pla. 4) = [ ol w)dy+ r(2)5.(4)
die Invarianzeigenschaft
T (A) = / Pla, A)r(z)dz
gilt.
Zunéchst gilt

m(z)p(z, y) = 7w(@)e(z, y)a(z, y)
= 7(x)q(, y) min{::(y)q(y’x) 1}
= min{r(y)q(y, z), 7(x
= 7(y)q(y, ) min {17

= 7(y)p(y, =)

N
L=
—
RS
<
S~—
—
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Die Beziehung 7 (x)p(z, y) = 7(y)p(y, =) heit Umkehrbedingung. Sie ist hinreichend dafiir, dass =

bzw. 7* invariant ist. Weiter folgt

/P(x, Ar(z)de = = (/ p(x, y)dy> m(x)dx + /r(x)éz(A)w(x)dx
p(z, y)w(m)da:) dy + /Ar(x)ﬂ(a:)dx

p(y, x)w(y)dx) dy + /Ar(:n)ﬂ(m)dx

Bemerkungen:

e Nach einer gewissen Konvergenzphase (sog. ,burn in“) koénnen die gezogenen Zufallszahlen
Xo, X1, ..., Xn als Realisierungen aus 7* angesehen werden. Eigenschaften von 7* kann man
nun mit Hilfe der Zufallszahlen schiitzen, z.B. den Erwartungswert durch X, wobei iiblicherweise

der burn in unberiicksichtigt bleibt.

e Falls ¢(z, y) symmetrisch ist, d.h
a(z, y) = q(y, z)

vereinfacht sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu
a = min {7r(y), 1}
m(x)
In diesem Fall spricht man vom sog. Metropolis-Algorithmus.

e Die Vorschlagsdichte g(x, y) sollte so gewihlt werden, dass man leicht Zufallszahlen aus ihr

ziehen kann und die Akzeptanzraten nicht zu klein werden.(z.B. multivariate Normalverteilung).

Beispiele fiir die Konstruktion von Vorschlagsdichten

e Unabhingige Ketten
q(z, y) = q(y)

e Random Walk Kette
Ziehe eine Zufallszahl Z aus einer Dichte f(z) und setze Y = X,,_1 + Z d.h.

Q(anla Y) = f(Y - anl)
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o Ist z = (x1, ..., x,) multivariat mit Skalaren oder Teilvektoren 1, ..., ,, so kann man den
MH-Algorithmus auch komponentenweise anwenden, d.h. erst x; bei festgehaltenen o, ..., z,
aufdatieren, dann z», ...,dann z, bei festgehaltenen xi, ..., x,_1. Dabei vereinfacht sich

m(y)/m(20) 2

m(yi | )

w(ay) | 2l)
mit 7m(y; | x_;) als bedingter Dichte gegeben alle Komponenten z_; von x ohne die i-te. Sind
diese bedingten Dichten bekannt, d.h. kann man direkt aus ihnen ziehen, so wéhlt man sie als
Vorschlagsdichte ¢(y, x) = q(y). Dies ergibt a(z, y) = 1, d.h. man erhilt den sogenannten Gibbs

sampler.

e Damit Iterationen des Ubergangskerns tatséchlich gegen 7* konvergieren, ist neben der geeigne-
ten Invarianzeigenschaft zuséitzlich Irreduzibilitdt und Aperiodizitdt erforderlich. In der Praxis
sind diese Eigenschaften fast immer erfiillt, kénnen aber theoretisch schwer nachgewiesen wer-
den. In der Praxis wird die Konvergenz daher durch Analyse des MCMC Outputs iiberpriift,
z.B.

— grafische Darstellung der Samplingpfade

— Berechnung der Autokorrelationsfunktion der gezogenen Zufallszahlen.



Kapitel 4

Diskrete Markov-Prozesse

Bei Markov-Ketten ist T' = INg, d.h. die Zeit wird als diskret betrachtet. Bei Markov-Prozessen lduft
die Zeit kontinuierlich mit T" = R. Ist S diskret, wie in diesem Kapitel, sprechen wir von diskreten

Markov-Prozessen.

Inhalt:

e Allgemeine Eigenschaften
e Poisson-Prozess, Geburts- und Todesprozesse

e Abriss der allgemeinen Theorie fiir regulére Prozesse, insbesondere mit endlichem S.

4.1 Definition und elementare Eigenschaften
Beispiele

e Klinische Studien, Krankenverldufe
e Markenwahlprozess

e genetische Evolution
(Lio, P. & Goldmann, N.(1998) Models of Molecular Evolution and Phylogeny. Genome Research
8, 1233-1244).

Fragestellung: Gesucht sind stochastische Modelle fiir die molekulare Evolution, d.h. die durch
Mutation verursachte Verdnderung der Nukleotide A, T, C, G an bestimmten Positionen der
DNA (oder analog fiir 20 Basen in Aminoséuren).

Vereinfachende Annahme: Die Evolution an verschiedenen Positionen verlduft unabhéngig. Dann

85
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gentigt es, Modelle separat fiir die Positionen zu entwickeln.

Weitere Annahme: Homogenitdt und Stationaritét. Verschiedene Modelle unterscheiden sich

durch Annahme iiber die Raten \;; fiir Ubergiinge i — 3.
e Poisson-Prozess

Diskrete Markov-Prozesse sind einfache stochastische Modelle fiir zeitstetige stochastische Vorgénge.

In Anwendungen koénnen die Voraussetzungen zu restriktiv sein: — Kapitel 5 und 7.

Definition 4.1 Diskreter Markov-Prozess

Ein SP X = {X(¢),t > 0} mit abzdhlbarem Zustandsraum heifit (diskreter) Markov-Prozess
(MP) & Vn>0 Vt>s>s,>...>50>0 gilt

PUX(0) = § | X(8) = i X(50) = inn.. X(s0) = i0} = P{X(1) = j | X(s) =i} (4)
fir beliebige j,4,4p,...,i0 € S.
pij(s,t) == P{X(t) = j | X(s) =i}
heiBt Ubergangswahrscheinlichkeit(-sfunktion) (UW),
P(s,t) = (pij(s,t))

Ubergangsmatriz (UM).
Der MP heiBt homogen (oder besitzt stationdire UW) :<

P{X(t+5) =j | X(s) =i} = P{X(t) = j | X(0) = i} = pi; (0, ) =: pi; (D),

d.h. fiir die UW ist nur die Zeitdifferenz maBgeblich.

Vereinbarung:

Wie bei den MK wollen wir uns im folgenden meist auf homogene MP beschrénken.

Bemerkung:

pij(t) entspricht pl(-;-) (t-schrittige UW) bei MK.
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Satz 4.1 Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Fiir die UW gilt

pij(t) >0, D pijt) =

jes

pij(s+1) = Zpik(S)ij(

keS
bzw.:

P(s+1t) = P(s)P(t)

Beweis:
P{X(s+t)=7|X(0) =1}

= Y P{X(s+1t)=j,X(s) = k| X(0) =i}

87

1

£) (4.2)

k
= Y P{X(s)=k|X(0) =i} P{X(s+1t)=j | X(s) = k, X(0) = i}
k

= > P{X(s)=k|[X(0) =i} - P{X(s+1t)=j| X(s) =k}
k

Fiir homogene MP erhélt man daraus (4.2).

Satz 4.2 Gemeinsame Verteilung

VnelN VO<ty<ti<...<tn, 1g,i1,...,0inp €S gilt

P{X(tn) = in, . ,X(tl) = il ’ X(to) = io} = Pioil(tl
P{X(tn):in,...,X(tl):il,X(to):io} =

— to) et Dip_qin (tn — tn—l)

= P{X(to) =0} - Digi, (t1 —t0) - - - Dip,_qin (tn — tn—1).

Beweis:

Vollig analog zum zeitdiskreten Fall bei MK.

Das bedeutet, dass die gemeinsame Verteilung von X (o), ..., X (¢,) nach Vorgabe einer Anfangsver-
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teilung bestimmt werden kann. Uber den Satz von Kolmogorov lisst sich auch entsprechend wie fiir
MK zeigen, dass durch Vorgabe einer Anfangsverteilung und von UW ein MP, der die vorgegebenen
UW besitzt, konstruiert werden kann.
Fiir die statistische Inferenz ist Satz 4.2 wichtig, da er die Likelihoodfunktion bei gegebenen Daten
i1,...,%, zu den Zeitpunkten tq,...,t, liefert.
In Anwendungen werden statt der UW oft sogenannte (Ubergangs-)Intensititen bzw. Raten zugrun-
degelegt oder aus Daten geschétzt. Fiir die Definition setzen wir voraus

1 i=j

pij(0) = limpi;(h) = ;5 = 0 i
L7 ]

d.h. dass ein Ubergang von 4 nach j (i # j) eine positive Zeitspanne beansprucht. Es lisst sich dann

die Stetigkeit der p;;(t) fiir £ > 0 und die Existenz der folgenden Grenzwerte bzw. Ableitungen zeigen.

Definition 4.2 (Ubergangs-)Intensitiit, Rate
Firi,57 € S, i # 7, heifit

pilh) _ . P(X(t+h) =] X(t) =)

Aij = lim

hio h hl0 h
— lim P(X(t+h)=j| X(t) =i, Vorgeschichte) — L(0)
hl0 h J

Ubergangsintensitit bzw. Rate von i nach j.

Fiir ¢ = j definieren wir

N = llim pii(h) — pii(0)  lim

pii(h) —1
10 h ) '

Zusammenfassend gilt fiir ¢,5 € S

(0 — 1ig P (M) — Pii (0)
AU - pu (0) - léﬁ]l h :

Dabei gilt 0 < \;; < oo fiir ¢ # j, aber A\;; < 0.
A = (Xij) heit Intensititsmatriz.

In o(h)-Schreibweise gilt also fiir i # j
pij(h) = P(X(t+h) =7 | X(t) = i) = X\ijh + o(h),

und
p“(h) =1+ )\u‘h + O(h)

Beispiel: Poisson-Prozess
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Fiir den PP {N(t), ¢ > 0} gilt
P(N(t+h)—N(t)>2) = o(h)

P(N(t+h)—N@t)=1) = M+ o(h)

= piiv1(h) = Ah+o(h), also \iiy1 = A

0, 0<5<i—1
pij(h) = . .
o(h), j>i+2

also >\7Lj =0firj<i—1lundj>1+2, p“(h) =1 —)\h-l-O(h), also A\y; = —A.

Damit erhélt man die Intensitidtsmatrix

also eine Bandmatrix mit Zeilensumme = 0.

Die Definition 4.2 und das Beispiel zeigen, wie aus UW die Intensititen erhalten werden kénnen.
Die schwierigere Fragestellung, wie aus A die UM P(t) zu berechnen sind, wird in den folgenden

Abschnitten behandelt.

4.2 Geburts- und Todesprozesse

4.2.1 Geburtsprozesse

Pfad: Treppenfunktion wie beim Poisson-Prozess

Aber: Intensitéit A — zustandsabhingige Intensitit \;
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Definition 4.3 (Geburtsprozess

Ein SP X = {X(t),t > 0} mit Zustandsraum S C Ny heifit Geburtsprozess < X ist ein

homogener, diskreter MP mit

piit1(h) = Xh+o(h),

pii(h) = 1—=XNh+o(h), Ai >0, >4
0 , 0<y<i—1

pij(h) = T
o(h) , j=i+2

Damit sind analog zum Poisson-Prozess die Intensitédten bestimmt durch
Nijit1 = Ay i = =N
und \;; = 0 sonst. Damit hat auch A die gleiche Bandstruktur; es ist nur A durch \; zu ersetzen.

Aus der Definition 4.3, d.h. aus den Intensitdten, lassen sich mit Hilfe der Chapman-Kolmogorov-
Gleichungen UW (mit ig = 0)

pon(t) = P(X(t) =n | X(0) =0)
herleiten:

pon(t+h) = > por(t)prn(h)
k=0

n—2
= pon(t)(1 = Anh 4 0(h)) + pon—1(E)(An-1h + 0(h)) + Y por(t)pin(h)
= pon(t)(1 = Anh) + popn—1(t)An—1h + o(h) fiir n > 1,16:0
bzw.
poo(t + h) = poo(t)(1 — Aoh) + o(h) fiir n = 0.
Grenziibergang h | 0 ergibt

Poo(t) = —Aopoo(t)
Pon®) = —Aapon(t) + An—1pon_1(t), n>1.

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen
poo(0) =1, pon(0) =0 fiir n >0,

lésst sich das DGL-System 16sen mit

pon(t) =D Ae M n >0,
i=0
falls \; # A; fiir ¢ # j gilt. Dabei ist
AoAT A1

AW — .
T Ao = A) e imr = M) i = ) (A = )
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Man sieht, dass die Herleitung der UW aus den Intensitéiten bereits in diesem einfachen Spezialfall
eines MP aufwendig ist. Im allgemeinen existiert keine analytische Losung, vgl. Abschnitt 4.3.
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, d.h.

o0

D pon(t)=1 Vt>0

n=0
ergibt sich genau dann (Feller), wenn
PR
i N
Das bedeutet, dass der Geburtsprozess nicht zu rasch anwachsen, nicht ,,explodieren* darf. Beispiels-
weise ist fiir A; = 2¢ die Summe endlich, und X () wichst mit positiver Wahrscheinlichkeit in endlicher

Zeit iiber alle Grenzen.

Fiihren wir fiir dieses Verhalten den zusétzlichen Zustand oo ein, so lédsst sich dieses Phénomen auch

mit dem folgenden Satz plausibel machen.

Satz 4.3 Exponentialverteilte Verweildauern

Die Verweildauern T;, ¢ € IN, sind unabhéngig und exponentialverteilt mit Parameter A;, d.h.

Beweis: Spezialfall eines allgemeinen Satzes in Abschnitt 4.3.

Es gilt also E(T;) = 3. Daher ist Y ;o) + die erwartete Zeit bevor {X(t) = oo} eintritt. Falls die
Summe divergiert scheint plausibel, dass dann P{X (t) = oo} = 0 ist. Andernfalls ist P{X(t) = oo} =
1 =300 Pon(t).

Beispiel: Yule-Prozess (linearer Wachstumsprozess)

Eine Population bestehe aus einem Anfangsbestand von X (0) = iy Individuen. Diese vermehren sich
unabhéingig voneinander, wobei jedes Individuum im Zeitintervall A mit Wahrscheinlichkeit Ah +

o(h) ein weiteres Mitglied der Population erzeugt, die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung mehrerer
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Individuen sei o(h). Der binomische Lehrsatz liefert
piit1(h) = ( 21 ) (Ah +o(h))(1 = Ah+o(h)" ' =iXh+o(h) und
pij(h) = ( ; l_ i ) (Ah 4 o(R)) (1 — M4 o(h))U=) = o(h)  fiir j —i > 2.

Es handelt sich also um einen Geburtsprozess mit der Rate A; = iA.

Man kann zeigen, dass X (t) —i¢ eine negative Binomialverteilung mit den Parametern ip und exp(—At)

besitzt. Also gilt

io(1 — exp(~ M)
exp(—At)

io(1 — exp(—\t))

B(X(8) —i0) = exp(—2At)

Var(X (t) —ip) =

und damit ergibt sich ein ,exponentielles Wachstum*:

E(X(t)) =ipexp(At), Var(X(t)) =igexp(At)(exp(At) —1).

4.2.2 Geburts- und Todesprozesse

Pfad: Treppenfunktion mit Sprunghohe +1

Die Definition erfolgt wieder iiber die Intensitdten nach oben oder unten zu springen.
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Definition 4.4 (Geburts- und Todesprozess

Ein SP X = {X(¢), t > 0} mit Zustandsraum S C INy heifit Geburts- und Todesprozess :< X

ist ein homogener, diskreter MP mit

piit1(h) = Aih+o(h), i>0
pii-1(h) pih + o(h), i>1
pii(h) 1— (N + pi)h + o(h), i>0
pij(h) = O(h)a ‘Z_]|227 ’57]20
mit
po = 0,
Ao > 0 (> 0,reflektierend“, = 0, absorbierend®),
Wi, Ay > 0 fird>1.
Fiir die Intensitéten gilt also
Aiivl = Ay
Aii—1 = M,
Xij = Ofir |[i—j[>2,
i = —(Ni+ )
A=

ist tridiagonal.
Die explizite Berechnung der UM P(t) aus A ist i.a. nicht méglich, vgl. FKO S. 96 fF.

Spezielle GT-Prozesse spielen eine Rolle in der Warteschlangen- und Bedienungstheorie (vgl. FKO S.
101 ff).

Das Wartesystem M /M /1 /o0

Bedienungszeit

~ Ex(n)

Poisson-Prozess mit Rate A
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X (t): Anzahl der im System befindlichen Kunden
X (t) ist spezieller GT-Prozess mit A\; = A und p; = p

Fiir A < p existiert Grenzverteilung p;:

, A
T () — (1 — )gd _A
P = fimpy(t) = (L=’ r =
Also:
lim X (t) = X (00) ~ geometrisch verteilt
t—o0
s Erwart t =" Vari r
rwartungswert = —— , Varianz =
5 1—7r’ (1—r)2
Variante

e begrenzte Kapazitit N des ,, Warteraums“

A ,0<i<N
—))\i:
0 ,2>N

e von der Liange der angetroffenen Warteschlange verursachte Entmutigung, z.B.

Das Wartesystem M /M /s/co

Nun: s Schalter verfiighar; jeweils Rate p
X (t) GT-Prozess mit

i ,i=1,...,s
A=A und ;= H

us ,i=s+1,...

Grenzverteilung existiert fiir ﬁ < 1.
Bevdilkerungsentwicklung

Verallgemeinerung des Yule-Prozesses, zum Zeitpunkt ¢: ¢ Individuen
— Geburtsrate \; = i),

— Sterberate u; =iy

Fiir X(0) =1 kann man verschiedene Resultate zeigen, z.B.

B(X(t) = exp(A— p)t) (fiir A # )

oder

—_

A< p
Wahrscheinlichkeit des Aussterbens =

>=

A >

Abschlielend gehen wir kurz ein auf
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Struktur und Simulation der Pfade von Geburts- und Todesprozessen

Es ist (A 4+ p;)h+o(h) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im Zeitraum (¢, ¢t +h| der Zustand ¢ verlassen
wird. Gegeniiber dem Poisson-Prozess tritt also A; + p; an die Stelle von A und es ldsst sich zeigen,
O\le) ist. Wahrend des

Zeitraums h findet eine Zustandsénderung i — ¢ + 1 mit der Wahrscheinlichkeit \;h + o(h), eine
A
g i)
bzw. (/\ii’#) die bedingte Wahrscheinlichkeit (unter der Bedingung, dass eine Anderung stattfindet)

dass die Verweildauer im Zustand ¢ exponentialverteilt mit Erwartungswert

Anderung i — i — 1 mit der Wahrscheilichkeit ;b + o(h) statt. Deshalb ist es plausibel, dass ™

fiir einen Ubergang i — i 4+ 1 bzw. i — i — 1 ist.

Damit kann man sich die Entstehung der Pfade von Geburts- und Todesprozessen folgenderma-
Ben veranschaulichen: Der momentane Zustand sei i. Es wird eine Realisation einer (A; + p;)-

exponentialverteilten Zufallsvariablen erzeugt. Diese Realisierung ist die Verweildauer in i. Anschlie-

Bend wird ein Bernoulli-Experiment durchgefiihrt mit p; = )\i)‘;‘iﬂi’ das entscheidet, ob (mit Wahr-

scheinlichkeit p;) nach ¢ + 1 oder nach ¢ — 1 (mit Wahrscheinlichkeit 1 — p;) gesprungen wird, usw.

4.3 Diskrete MP: Skizze der allgemeinen Theorie

Die Definition 4.1 ldsst noch Pfade mit sehr irreguldren Eigenschaften zu, z.B. Geburtsprozesse mit

Explosion. Deshalb stellen wir Zusatzforderungen:

1 ,i=j
e p;j(0) = Efgpz'j(h) = ,
0 ,i1#y

e Pfade (m. Wkeit 1) rechtsseitig stetig

Bezeichnungen:

e S, Zeitpunkt der n-ten Zustandsinderung, Sy = 0,

e Y, = X(S,) zum Zeitpunkt S,, angenommener Zustand,
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e Thi1=5n+1— Sp Verweildauer in Y,
® Sut1=5Sn+ Tyt
e Falls ,absorbierende® Zustidnde Y, moglich sind, d.h. 5,11 = 0o, definieren wir

Y, , Spi1 = 00
Yn+1 _ n n+1
X(Sn_H) , Sng1 < 00.

e V(t) Dauer (vom Zeitpunkt ¢) bis zur nichsten Zustandsidnderung, ,, Vorwirtsrekurrenzzeit .

Fiir die Vorwértsrekurrenzzeit gilt in Verallgemeinerung des entsprechenden Ergebnisses fiir den

Poisson-Prozess:

Satz 4.4 Exponentialverteilte Dauern
Die Verweildauern T,,, n € IN sind exponentialverteilt mit Parameter )\;, sodass gilt
T |Yn—1 =i~ Exp()\;). Fiir jeden Zeitpunkt ¢ ist

PVt)<s|X(t)=i)=1—eN | 5>0,

also ebenfalls exponentialverteilt mit Parameter ;.

Beweis:

(fiir V(t))

Sei fi(s) := P(V(t) > s | X(t) = i). Wegen der Homogenitidt des MP ist f;(s) von ¢ unabhéingig und
es gilt fiir alle r,s > 0

fils+r) = PV(@Et)>s+r|X(t)=1)
= PV(t)>s,V(t+s)>r]|X(t) =1)
= PV({t)>s|X({t)=1i)-P(V(t+s)>r|X({t)=1V(t)>s)
= PV{t)>s|X(@t)=1) -P(V(t+s)>r|X(t+s)=1)
= Ji(s)- fulr).
Wegen 0 < f;(s) <1 muss f;(s) = e mit \; > 0 sein. Fiir \; = 0o ist f;(s) = 0. O

Definition 4.5 Zustinde

Ein Zustand 7 heif3t

absorbierend < XN, =0
stabil &= 0< )\ < o0

instabil & N\ = o0
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Falls ¢ absorbierend ist, gilt also fiir alle s > 0
P(V(t)> s | X(t) =i) = P(X(t+5) =i | X(t) =) = 1,

der Zustand ¢ wird also m. Wkeit 1 nicht mehr verlassen.
Falls ¢ stabil ist, gilt
PO<V(t)<oo| X(t)=1)=1,

d.h. falls X zur Zeit ¢ in i ist, verweilt X dort eine positive, aber endliche Zeit (m. Wkeit 1).
Falls ¢ instabil ist, gilt
PV(it)=0]|X(t)=1) =1,

d.h. der MP verlésst einen instabilen Zustand sofort wieder. Dass ein solches Verhalten zu irreguléren
Pfaden fiihrt, erscheint plausibel. Man sieht leicht ein, dass insbesondere die Pfade nicht rechtsseitig
stetig sein konnen. Da dies gegen unsere Vereinbarung verstoft, sind instabile Zustinde im weiteren
ausgeschlossen.

Durch den folgenden wichtigen Satz wird die Struktur von MP mit rechtsseitig stetigen Pfaden weit-
gehend aufgeklidrt. Er zeigt, dass die nacheinander besuchten Zustédnde Y,, eine MK bilden und die

Verweildauern exponentialverteilt sind.

Satz 4.5 Struktursatz

Sei X ein MP mit rechtsseitig stetigen Pfaden. Dann gilt
VneNg Vj,i...,50€S Vit,....th €ER V0O<s1...<8y

L. P(Yyq1=§,Tns1 >t | Yn=4,...,Yg =10, Sp = spy..., S0 = 0) = gje "

0 1 stabil
mit gij > 0, Y g = 1,45 = ’
jes 1 , i absorbierend

2. {Y,, n € N} ist eine MK mit der UM Q = (g;;)
3. P(Tpi1 >t | Yy =4,V =4) = P(Tpy1 >t | Y, =i) =e Nt

4. P(Ty >ty Ty >ty | Yo =1i,..., Yy =ig) = e Molt e Minaln
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Bemerkungen:

(a) {Yn,, n € IN} heifit ,eingebettete“ MK, Erreichbarkeits- /Rekurrenzeigenschaften der eingebette-
ten MK tibertragen sich auf diskreten MP.

(b) Aussage 3 besagt, dass \; nur vom eben besuchten Zustand, nicht aber vom néchsten abhéngt.

(c) Aussage 4 besagt, dass die Verweildauern exponentialverteilt und bedingt unabhéngig sind, falls

die Folge der besuchten Zusidnde gegeben ist.

(d) Der Struktursatz liefert auch die gemeinsame Verteilung von {7},, Y, } und damit die Grundlage
fur die Likelihood zur ML-Schétzung der Strukturparameter )\; und g;; (bzw. der Intensitéten

i)
P(T1 >t1,...,Tn>tn,1/0:i0,Y1:il,...,Yn:in)
= P(Tl >t1,...,Tn>tn|}/E):i0,Y1:i1,...,Yn:in)
P(Yb:ZOa}/l :Zl7aYn:Zn)

— Aot -\ t .
= e M. e M=t P(Yy =10) - Gigiy - - Qi vin

Beweis:

Die linke Seite von 1 ist gleich
P{X(Sp+Tht1) =Jj,Tny1 >t | X(Sn) =1i,...,X(0) =10, Sy = sp,...,50 =0}
Wegen der (starken) Markov-Eigenschaft und der Homogenitét ist dies gleich
P{X(Ty) =4, Ty > t| X(0) =i}
—  P{Ty> | X(0) =i} PIX(T)) = j | X(0) =i, Ty >t}
S N PIX(Ty) = 5 | X(0) =4, T1 > t}
= N PX(EHVE) =5 | X(t) =i}
= eMePM=j|Yo=i}
= e_’\itqij.

Daraus folgt 1. Setzt man in 1 ¢ = 0, so ergibt sich 2; 3 ergibt sich ebenfalls aus 1; 4 aus 3 durch
Induktion. g

Satz 4.5 liefert folgende

Konstruktion bzw. Simulation der Pfade eines MP

Man gibt einen Startwert X (w,0) = Yy(w) = iy vor. Befindet man sich im Zustand Y;,(w) = i, n € INo,

so wiirfelt man gemé8 der Verteilung ¢;,;, j € S, den néchsten Zustand Yj,41(w) = ip41. Die Verweil-
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dauver T,4+1(w) = tp41 in i, bis zum Sprung nach i,4; wird geméf einer \; -Exponentialverteilung

realisiert.

Zu kldren bleibt noch, in welcher Weise die UW pi;(t) die Strukturparameter g;;, A; bestimmen und
umgekehrt. Dies soll im folgenden geschehen.
Dazu wollen wir noch sicherstellen, dass sich die Sprungstellen S,, nicht im Endlichen h&ufen; dann

konnen auch keine Explosionen in endlicher Zeit stattfinden. Deshalb fordern wir
sup S, = +oo  m. Wkeit 1
n
X (t) lasst sich dann durch die Y, S, bzw. T), festlegen:
Xt)=Y, fiir t € [Sp, Snt1).

Zusammenfassend kommen wir so zur

Definition 4.6 Regulirer MP

Ein diskreter (homogener) MP heifit reguldir :<

. I =y
L. pi5(0) = limpi;(h) =
' 0 i
2. Die Pfade sind (m. Wkeit 1) rechtsseitig stetig.

3. sup S, = +oo m. Wkeit 1
n

Vereinbarung: Im weiteren betrachten wir nur regulire MP. Reguldre MP werden ausfiihrlicher in
Clinlar, Kap. 8 behandelt. Eine grundlegende Darstellung der Theorie nicht notwendig reguldrer MP

bietet Chung. Einige der folgenden Ergebnisse gelten auch fiir derartige allgemeinere Félle.

Satz 4.6 Regularitédtskriterien

Fiir einen MP X gelten 1 und 2 der Definition 4.6. Dann ist X regulér, falls eines der folgenden

Kriterien zutrifft:

1. S endlich

[\

i <cfiralle:ze S
3. Alle Zustéande der eingebetteten MK Y sind rekurrent.

4. Die MK Y verbleibt mit Wahrscheinlichkeit 0 in einer transienten Klasse.

Beweis: FKO S. 111

Der folgende Satz zeigt, wie sich aus vorgegebenen UW pij(t) die Intensitéten A;; bestimmen lassen

und wie sie mit den A\; und ¢;; zusammenhéngen.
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Satz 4.7 Intensititen und Strukturparameter

X sei ein regulidrer MP. Dann sind die UW pij(t) stetig differenzierbar und es gilt

pij(h) — pij(0) A =]

pfij(()) = lim =\ij =

0 h Nidij 5 1 F s

bzw. in o(h)-Schreibweise

Nij
P(X(t‘l—h):]‘X(t):’L) = h)\iqij—l-O(h), 7/75] <:>qijzj,falls)\i>0>

PX(t+h) =i | X(t)=i) = 1—Nh+o(h).

In Matrixschreibweise (S endlich):

bzw.

Beweis:

Wir zeigen nur die Hauptaussage, jedoch nicht, dass die UW stetig differenzierbar sind. Da die Verweil-
dauern exponentialverteilt sind, ist die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als einen Ubergang im Zeitraum
h gleich o(h). Deshalb gilt

pii(h) = P{V(t) > h | X(t) =i} +o(h) SZ** =Mt 4 o(h)

= 1 —Aih+o(h)
e () ~ pis(0) (n)
pii(h) — pii(0 0
—_— = N+ —.
h T
Grenziibergang h — 0 liefert p;(0) = Ay = —\;.
Fiir 7 # j gilt entsprechend
pij(h) =  P{Yau1=5,Tot1 <h| Yy =i} +o(h)
Satz 4.5, 1 )\
= 4i; — qije” " + o(h)
= qijAih + o(h),
h — 0 liefert p;j(()) = Aij = \igij fur ¢ # j. ]

Da
0 ,istabil (0 < \; < o0)
Qii =
1 , i absorbierend (\; = 0),
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ergibt sich fiir reguldre MP die

Folgerung

Die Zeilensummen der Intensitéitsmatrix A sind gleich 0, d.h. fiir alle i € .S gilt

i = =N = — Z Aij

JESJF1

Beispiel: Molekulare Evolution

S={AT,G,C}

Beispiel: Poisson-/Geburtsprozess
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In Anwendungenen sind meist \;; bzw. A\; und ¢;; vorgegeben oder aus Daten geschétzt, und die W
pij(t) sind daraus zu berechnen. Prinzipiell, jedoch selten analytisch, lésst sich diese Aufgabe mit Hilfe

des folgenden Satzes 16sen.

Satz 4.8 A — P(t)

Sei X ein regulirer MP. Dann ist die UM P(t) = (p;j(t)) durch die UM Q der eingebetteten
MK Y und die Erwartungswerte /\i der Verweildauern bzw. die Intensitdtsmatrix A eindeutig

bestimmt. Die UW p;;(¢) sind Lésung von

Lopli(t) =) Xikpk;(t)  bzw.  P'(t) = AP(t), P(0) =1
kesS

(Riickwirtsgleichungen von Kolmogorov)

2. pj;(t) = pi(t)\e; bzw. P'(t)=P(t)A, P0) =1
kesS

(Vorwirtsgleichungen von Kolmogorov)

3. Fiir endliches S ist die Losung gegeben durch

A2 (tA)3
P(t):etA:I+tA+(t2‘)+(t3')+

Die (numerische) Berechnung erfolgt mit Hilfe der Spektralzerlegung von A
A =U diag(dy,...,dpn) UL,
mit den Eigenwerten dy, ..., d, und der Matrix U der Eigenvektoren. Dann gilt

P(t) = U diag(e®?, ... et UL,

Beweis:

Nur zu 1 bzw. 2; informell, in Matrixdarstellung (vgl. FKO S. 113). Die Beziehung zwischen pgj (0)
und )\;; in Satz 4.7 lésst sich in Matrizenform durch
P(h) -1
tim T =L )
hl0 h

darstellen . Dann folgt mit Hilfe der Chapman-Kolmogorov-Gleichungen (Satz 4.1)
P(t+h)—P(t) P(t)P(h)—P(t) P(t)(P(h)—1)

bzw.

Grenziibergang h — 0 liefert

P'(t)= P(t)A bzw. P'(t)=AP(t)
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mit P(0) = 1I.

Die Losung in 3 ergibt sich aus der Theorie linearer Differentialgleichungssysteme.

Beispiel: MP mit 2 Zustédnden

()

Eigenwertzerlegung von A: EW sind 0 und —3; es ist

_ 0 0 11 .
D = diag(dy, dz2) = , U= , U=
0 -3 1 -2

P(t) = U diag(e™? e2)y—!

o)
5

Bemerkung: Es existiert der Grenzwert

A P = (

Wl Wl

Wiy Wl
[
Wl ol
v m
ml
w
&+
/N
|
WINY Wl—=
|
WIN wol =
\—/

wIiny WINd

Wl o=
N——

Beispiel: Allgemeiner MP mit 2 Zustinden

()

Die Kolmogorov-Gleichung P’(t) = P(t)A ergibt
( Pho(t) P (1) ) _ (poo(t) por (¢) ) ‘ ( -A A ) |
Pro(t) pia(t) p1o(t) pu(t) woo—p

= poolt) = —Apoo(t) + ppor (t), po1(t) =1 — poo(t),

= poo(t) = +1 — (A + p)poo(t)-
Losung;:
Iz A Ot
) = L 4 2
Poo(t) A+p o A+ ,ue
po1(t) = 1—poo(t)
A A v

A+u_A+u

Wl Wl

103
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Aus Symmetriegriinden

A nwo
pll(t) = m‘l‘m At
12 no
Plo(t) = m—me (Atm)t
Grenzwert:
D U
Jim P(t) = *:M SGE
— Y AN
> Mu Ap
Grenzwertsitze

Die Klassifizierung der Zusténde des MP X erfolgt durch die zugrundeliegende MK Y mit der UM Q.

Mit den t-schrittigen UW qg) folgt zunéchst fiir transientes j aus limy_, oo qg) = 0 sofort
tliglopij(t) =0

Deshalb beschréanken wir uns wie bei MK auf irreduzible, rekurrente MP (d.h. die zugrundeliegende

MK Y sei irreduzibel rekurrent).

Dann gilt
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Satz 4.9 Grenzwertsatz

Der MP X sei regulér und irreduzibel positiv-rekurrent. Dann gilt:
1. lim P(X(t) = j) = m; existiert V j € S,
t—o00

und ist von der Anfangsverteilung unabhingig.

2. Die Grenzverteilung 7 lisst sich berechnen iiber
5
a) mj =
(a) m; Son
I\
(b) mj = Uil mit v =rQ.

> i Vil Ai

mit nA =0 bzw. iiber

T

3. lim P(t) = T
t—o0

T

4. m=(...,mj,...) ist strikt positiv.
5. m ist die einzige stationdre Verteilung von X, d.h. es gilt

m=m-P(t) Vt>0.

Bemerkungen:

1. (nj) = (vj/A;) ist die unnormierte Grenzverteilung.

2. (vj) = v ist die Grenzverteilung der eingebetteten MK Y.

Plausibilititsbeweis zu 2: (vgl. auch FKO S. 116)

Kolmogorov’sche Vorwértsgleichung:

Annahme: lim;_, P(t) existiert

Dann folgt offensichtlich

da

d d .
57 = g Aim pii(t) =0
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(m; héngt ja nicht von t ab, da Grenzverteilung)

S Gy B

in jeder Zeile steht also 2(a) 7- A = 0.

Insgesamt folgt

Die Aquivalenz zu 2(b) gilt wegen v = v - Q < v(Q — I) = 0.

Erweiterung mit )\i -

A1 A1qi2
14 2]
— = ). A -\ =0
()\1’A2’ ) 2421 .2
m
A

2(b) ist plausibel: Grenzverteilung ist proportional zu

1 »
Aj NG
~——

‘Wahrscheinlichkeit sich in j aufzuhalten
durchschnittliche Aufenthaltsdauer in j

- A
A— 1 1
A2 =2

—mAL+mA2=0 & —mAi+ (1 —-m)A2=0

Beispiel: 2-Zustands-MP

mA —mA2=0 & X—mA1+XA) =0

= A2 M
LY e PR
oder alternativ iiber eingebettete MK Y (2(b)):

Y hat UM

mit stationdrer Verteilung (v = vQ)
11 . : : 1
v=1\{573 = Grenzverteilung (7, m2) ist proportional zu SVEDW

Normieren liefert

1 11
m=r = ()
)\*14‘/\*2 1 2

5 o) = e i)
M+ \A A2 ) \ A+ AT A+ e

106



KAPITEL 4. DISKRETE MARKOV-PROZESSE

Beispiel:

Peter Prinzip

(Taylor /Karlin, S. 366)
Betrieb: 3 berufliche Kategorien

T Trainee, J Junior-Pos., S Senior-Pos.

=
|
n < N

J S

AT 0
A7 AJs

0 —As

107

J bleibt in J Pos. mit Ex(\y) = Ex(Ajr + Ajg)-verteilter Verweildauer; dann verlédsst er die Position

mit Wahrscheinlichkeit ¢y = )‘)%JS

Alternative Beschreibung;:

P(X(t+h)=J|X({t)=T)
P(X(t+h)=T|X(t)=J)
P(X(t+h) =S| X(t)=J)
P(X(t+h)=T|X(t) = 9)

PX(t+h)=i|X(t) =i

Grenzverteilung: © = (7, 77, 73)

Losung ist

AT =
ATy =

AsTg =

T

T

TS

mit N = AgAj + AsAr + ArAjs.

4.4 Zur statistischen Analyse

Zwei Situationen treten in Anwendungen auf.

JT

und wird durch Trainee ersetzt mit Wahrscheinlichkeit g7 = /\)\J

Arh + o(h)
Ayrh + o(h)
Assh+ o(h)
Ash + o(h)

1 — Xih+o(h)

ATy + AgTg

AT

AJST ]

T+ 7Ty +Ts

, oder er bekommt eine S-Position

fiir i = T, J, S.
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1. Vollstindige Kenntnis {iber einen oder mehrere Pfade

Bemerkung: Hier keine Links-oder Rechtszensierungen beriicksichtigt.

2. Beobachtungen nur zu Zeitpunkten ¢; < t3 < ... < t,, d.h. Pfade nicht vollstindig beobachtet.

In beiden Situationen: Likelihood-basierte Inferenz fiir die Strukturparameter A = {\;;} bzw.

Situation 1

Die Likelihood wird gem&f Struktursatz 4.5 bestimmt:
P(Yn = Z'naT’n >ty | Yo1= Z.nfla Snfl = Sn—1y-- ~a}/O = ’io,So = 0)
= qin—lin : 6_)\1'"71

=, Exponential“-Survivorfkt. 1—F(t,)

tn

Gemeinsame (bedingte) Dichte fiir Y,, diskret, T), stetig (beziiglich Produktmafi von A, mit v

Abzdahlmafl, A Lebeguemaf):

Y ei)‘in—lt"

qinflin infl

Damit:
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Likelihood L()\U | ’io, il, . ,’in_l, in; tl, c. ,tn)

= Produkt bedingter Dichten wie im zeitdiskreten Fall

= Dig(0) - Gigiy - Nig € 0" - giyi Ay N2
N——
Nigiq
gijhie M Giryyin i, € in—1tn
= pip(0) - [Texp(=Av) - [ (@r)™
ies 1,jES i#]

vi gesamte Verweildauer in 7, n;; Gesamtzahl der Uberginge i — j.

Loglikelihood: (p;,(0) kann ignoriert werden)

L(\ij) = Z—)\mﬁ— Z nijlog(Aij)

€S 1,JESiF£]
A= A
LTS (=g + niglog(Aig)
ijsits
6Z(AU) N5 |
ONi; TN
(A

Anzahl der Ubergiinge von i nach j

gesamte Verweildauer in ¢

Es gilt: 5\,~j ist konsistent fiir A\;; mit asymptotischer Varianz 7:727

(3
Korrolar:

Sei n; = >, n;j die Anzahl der Spriinge weg von i. Dann ist N = 2 und G = Bij

Beweis:
Invarianz des ML-Schitzers bzgl. Reparametrisierung; hier \; = ) ot Aij
SRS
Ji A

SchlieBlich folgt fiir UW der eingebetteten MK Y:

>

LA ng/vi ng
Gij = = = =
i ni /i g

n; °

109
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Beispiel: (aus Guttorp) Pavian Stamm im Amboseli NP, Kenya

Verénderung der Mitgliederanzahl durch Geburt (B), Einwanderung (I), Auswanderung (E), Tod (D).

Annahme eines Geburts-Tod-Prozesses. Tabelle 1-4.

Tabelle 1: Ereignisse im Pavian Stamm Tabelle 2
nach so vielen Tagen Anzahl Ereignis 1,] Nij Xz‘j () Nij /):ij
41 40 B 36,37 | | | £=0237,36| | | &
5 41 B 37,38 | | L 38,37 | | | %
22 42 B 38,39 | Il | o | 3938 | [l | &
2 43 D 39,40 | || a0 |14039 | (Il | &
17 42 D 40,41 | | = 41,40 | | |
26 41 I 41,42 | || Z 24 | | &
0 42 I 42,43 | || = 43,42 | || | &
55 43 B 43,44 | | = 44,43 | | | &
35 44 I 44,45 | | & 45,44 | | | %
20 45 E Tabelle 3: 7;
5 44 D
6 43 D Y36 = | 5 =5
392 49 D Y37 = | 2410 =12
41 D y38 = | 104348 =21
40 D Y39 = | 22404+4+11+4 | = 41
99 39 D a0 = | 414047417 =65
10 38 B Y41 = | 5+264+4 =35
39 B a2 = | 2241740432 | =71
40 D Y43 = | 245546 =63
39 B Y44 = | 35+5 =40
17 40 D a5 = | 20 =20
11 39 E Tabelle 4: \;
3 38 B . -
4 39 D Aso = 51 0.2
. - . %37 = 13—2 =0.17
) . - %38 = ? =0.14
5 36 B As9 = i =012
10 37 B A= 55 | = 0.06
A= | & | =0.09
Ao = | & | =0.06
Az =| & | =003
AMi=| % | =0.025
Ais = | & | =0.05
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Situation 2

Daten X (t1) =i1,...,X(tn) = in
= Likelihood

L(Aij | X(t1) =d1,..., X (tn) = in) = Dig(0)Piyis (b2 — t1) - -+ Pipy_1ip, (tn — tn—1)

Die UW auf der rechten Seite miissen dabei aus den Kolmogorov-Gleichungen bzw. iiber die Spektral-

zerlegung von A bestimmt werden = numerisch aufwendig.

Also: Falls moglich, dieses Studiendesign vermeiden; gesamten Pfadverlauf retrospektiv erfragen. Dies

ist allerdings in Beobachtungsstudien nicht immer mdoglich.



Kapitel 5

Erneuerungs- und

Semi-Markov-Prozesse

Fiir den Poisson-Prozess und (regulire) diskrete Markov-Prozesse impliziert die Markov-Eigenschaft,
dass die Zwischenzeiten bzw. Verweildauern exponentialverteilt sind. Bei Erneuerungs- und Semi-
Markov-Prozessen diirfen diese beliebig verteilt sein. Die Markov-Eigenschaft geht damit verloren
bzw. gilt nur noch in eingeschrinktem Sinn.

Ziel des Kapitels ist eine kurze Einfithrung in die Struktur dieser Prozesse. Details, insbesondere zur

,klassischen“ Erneuerungstheorie, und Beweise finden sich in FKO, Kapitel 4 und 5.

5.1 Erneuerungsprozesse

Die Pfade sind Treppenfunktionen mit Sprunghthe +1 wie beim Poisson-Prozess; statt Exponential-
verteilungen fiir die Verweildauern 7}, sind nun beliebige Verteilungen zugelassen:

T, iid ~ F(t), nichtnegativ. Interpretation und Anwendungsbeispiele analog zum Poisson-Prozess.

112
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5.1.1 Definition und grundlegende Begriffe

Definition 5.1 Erneuerungsprozess

Sei {T},,,n € IN} eine Folge unabhéngiger, nichtnegativer Zufallsvariablen mit gleicher Vertei-

lungsfunktion F, fiir die F'(0) < 1 gilt. Dann heifit die Folge {S,,n € INg} mit
So:=0, Spt1=5+Th+1, n=0,1,2,...
Erneuerungsprozess (EP). Sei
N(t) = maznpen,{n : Sn < t}

die Anzahl von Erneuerungen im Intervall [0,¢]. Dann heifit N = {N(t),t > 0} Erneue-

rungszihlprozess, oft auch einfach Erneuerungsprozess.

Beispiele, Anwendungen

(a)

Zuverldssigkeitstheorie
Ein bestimmter Bestandteil eines technischen Gerétes werde sofort nach seinem Ausfall durch
ein neues Gerét ersetzt, usw. Die 77,75, ... sind dann die Lebensdauern des ersten, zweiten,. . .

Geriites. N(t) gibt die Anzahl von Erneuerungen an.

Denkt man statt an ein technisches Gerédt an andere Systeme, so sind viele weitere Interpreta-

tionen moglich.

Marktforschung
Ein bestimmtes Produkt wird nach seinem Verbrauch erneut gekauft, usw. Der Erneuerungspro-

zess heifit in diesem Zusammenhang Wiederholkaufprozess.

Sachversicherung
S1, 82, ... sind die Zeitpunkte, zu denen Schadensfélle auftreten. N(t) ist die Anzahl der Scha-

densfille.

Warteschlangen, Lagerhaltung

Der Ankunftsprozess von Kunden kann in Verallgemeinerung zu den entsprechenden Beispielen
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des letzten Kapitels einen Erneuerungsprozess bilden. Auch vom Bedarf in Lagerhaltungssyste-
men wird oft angenommen, dass er einen Erneuerungsprozess bildet; dabei ist T;, der Bedarf in

der n-ten Periode.

(e) Klinische Studien, Survival-Analyse
In klinischen Studien sind 71%,75,... z.B. die Zeitdauern nach denen epileptische Anfille,
Riickfiille, etc. auftreten. Ein wichtiger Spezialfall ist die Survival-oder Uberlebenszeit-Analyse:
Hier wird fiir (homogene) Gruppen von Patienten jeweils die Uberlebenszeit T; bis zum Ende
(Tod) oder auch nur zensiert beobachtet, d.h. das Ereignis Tod ist bis zum Ende der Studie noch
nicht eingetreten (vgl. Fahrmeir, Hamerle und Tutz, 1996, Kap.7).

Vor allem im Kontext des ersten Beispiels nennt man die T,, Lebensdauern, die S, Erneuerungs-
zeitpunkte. Dabei wird Sy nicht zu den Erneuerungszeitpunkten gezdhlt (in der Literatur ist dies
gelegentlich der Fall). Fiir die Lebensdauer ist auch P{T},, = oo} > 0, also F(c0) := limy_,o F'(t) < 1,
zugelassen. Die Annahme, dass T3 dieselbe Verteilung wie 15,73, . .. besitzt, kann so gedeutet werden,
dass zum Zeitpunkt ¢t = 0 gerade eine Erneuerung stattgefunden hat (die aber vereinbarungsgeméif
nicht gezéhlt wird). Besitzt T3 eine von Th, T3, ... verschiedene Verteilung, so spricht man vom modi-
fizierten Erneuerungsprozess.

Die T, konnen diskrete oder stetige ZV sein. Im diesem Kapitel werden nur stetige ZV betrachtet,

d.h. die Lebensdauerverteilung F besitzt eine Dichte f.

Beispiele:

(a) Die Exponentialverteilung ergibt den Spezialfall des Poisson-Prozesses.

(b) Weibull-Verteilung
Dichte:
F(t) = Aa(M)* L exp(—(\)?), 30

wobei A > 0 und « > 0 Parameter der Verteilung sind.

Fiir @ = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall.

B(T) = %F (1Za)

Var(T) = !F (“2)-{r (a;:l)ﬂ

(¢) Gammaverteilung
Dichte
" Lexp(=At), a>0,A>0,t>0.
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Fiir @ = 1 ergibt sich wiederum die Exponentialverteilung als Spezialfall.

«
Var(T) = %
Modus = (o ; 1), fir a > 1

(d) Die log-Normalverteilung
Sie ergibt sich aus einer normalverteilten ZV

X ~ N(u,0?) durch Exp-Transformation:

T =exp(X), X ~N(u, 02)

Es gilt:
E(T) = exp <u + ;ﬁ)
Var(T) = exp(2u+ o?) - [exp(c?) — 1]

oa(t) — 11)2
ft) = 1;\/12?exp<—;(lg(to_)2'u)>, t>0.

Man definiert ferner die Survivorfunktion und insbesondere die Hazardrate:

Definition 5.2 Survivorfunktion und Hazardrate

Die Survivorfunktion

S(t)=1— F(t)

ist die unbedingte Wahrscheinlichkeit bis zum Zeitpunkt t zu iiberleben.

Die HCLZ(” d7 ate ist

[ h ’

also die infinitesimale Rate fiir einen Ausfall zum Zeitpunkt t, gegeben Uberleben bis zum
Zeitpunkt t.

In o(h)-Schreibweise: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall im Intervall [t,t+h], gegeben
Uberleben bis zum Zeitpunkt t, ist

Pt<T<t+h|T>t)=At)h+o(h).
Das Integral

Mo:/Mwm
0

wird als kumulierte Hazardrate bezeichnet.

Beispiel:
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(a) Exponentialverteilung: A(t) = A

(b) Weibull-Verteilung: A(t) = Aa(At)*~!

Es gelten folgende

Zusammenhinge
f(t) ft)
MO = T5FRm T s
S() = exp|— / Mu)du| = exp(—A(1))
0
ft) = Xt)-S(t) = A(t)exp —/)\(u)du
0

Beweis:

Die erste Beziehung erfolgt direkt aus der Definition der Hazardrate. Die zweite Gleichung folgt wegen

/)\(u)du = / Mdu = [~In(1 — F(u))]y = —In(1 — F(t)).
0 0

5.1.2 Zur Theorie der Erneuerungsprozesse

Die klassische Theorie der EP ist insbesondere interessiert an der Verteilung von S,, und N(t), sowie
der erwarteten Zahl R(t) = E(N(¢)) von Erneuerungen bis t. Es gelten folgende Sétze (FKO S131-133):
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Satz 5.1 Verteilung von S,, und N (t)

Fu(t) = P{Sn <1} = / Py s(t— 2)dF(z), t>0,

[0.]

mit F(t) := F(t); in der Schreibweise mit dem Faltungssymbol also

F,=F«xF, 1=F"=Fx...xF.
—_—

n—mal

P{N(t):n}:Fn(t)_Fn-I—l(t)a n=0,1,...; FO(t)

Fiir die Dichte f,(t) von F,(t) gilt

ﬁm=/mwwmmaﬁ@:m>
0

Es ist

E(N(1) = R(t) = 3 Fu(t).

1.

117

Analytisch ist die Faltung nur in Spezialféllen 16sbar. Da die numerische Integration sehr aufwendig

wird, sind folgende asymptotischen Ergebnisse (fiir ¢ — oo) niitzlich. Dabei werden rekurrente EP

vorausgesetzt, d.h. es muss gelten
lim F(t) = 1.

t—o00

Ansonsten treten mit positiver Wahrscheinlichkeit ab einem gewissen Erneuerungszeitpunkt keine

weiteren Erneuerungen mehr auf. Im folgenden sei fiir rekurrente EP mit stetigen T,

[e.e] [e.e]

p=E(T,) = /xf(x)da: - /(1 — F(z))dz.
0

0

Dann gilt
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Satz 5.2 Grenzwertsitze

Fiir einen rekurrenten EP mit stetigen 7,,,

p=E(T,), o= Var(T,) < oo gelten :

N(t)

Lo limy oo = m. Wkeit 1

=

. R(t
2. limy oo % = i, elementares Erneuerungstheorem

. 2
3. limy_yoo P g\ﬁ <xz|= \/% f exp(—%)dt,
wV w

d.h. N(t) ist fiir groBe t approximativ normalverteilt mit Erwartungswert ﬁ und der

X 2
Varianz 2.
o

Aussage 1. bzw. 2. enthalten das plausible Resultat, dass auf lange Sicht die (durchschnittliche) Anzahl

von Erneuerungen pro Zeiteinheit gleich dem Kehrwert der erwarteten Dauer u = E(T),) ist.

5.2 Semi-Markov-Prozesse

5.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Struktur eines typischen Pfades eines Semi-Markov-Prozesses gleicht der eines Markov-Prozesses,

mit der Ausnahme, dass die Verweilzeiten nicht notwendig exponentialverteilt sein miissen.
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Y. Zustand nach dem n-ten Ubergang, n = 0,1, ...

)

Tn+1 Verweildauer im Zustand Y,

Sn Zeitpunkt des n-ten Ubergangs.

Die Folge {Y,,,n € Ny} der Zusténde soll eine Markov-Kette bilden, wihrend die Zeitpunkte S,,, zu
denen ein Ubergang erfolgt, und damit die Verweildauer durch einen gesonderten Wahrscheinlichkeits-

mechanismus beschrieben werden. Dies fithrt zur

Definition 5.3 Markov-EP, Semi-Markov-Prozess

{Y,,n € INg} sei eine Folge von ZV mit abzdhlbarem Zustandsraum

{Sn,n € Ny} eine Folge nichtnegativer ZV mit 0 =: Sp < 51 < Sy < ...

Der SP (Y, S) = {(Yn, Sn),n € No} heifit Markov-Erneuerungsprozess (MEP) <
Vt>s>sp1>...20, YV j,ipn,...,00 €S

(SM) P{YnJrl = ja STL+1 - Sn <t | Yn = ’L.,Yn,1 = 2.nfl’ s 7}/0 = iO,Sn = 87Sn71 = Sn—1,-- }
- P{Yn+1 :j,STL+1 _STL é t | Yn == Z}
Ist (Y,S) ein MEP, so heifit X = {X(¢),t > 0} der zu (Y, 5) gehorige Semi-Markov-Prozess

(SMP):<
X(t) =Y, firS,<t<Su, n=0,1,2...

Interpretation: Die Markov-Eigenschaft gilt nur noch bei Bedingen auf X (S,) = 4, d.h. bedingt
auf t = Sy; nicht jedoch fiir beliebige Zeitpunkte. Die Eigenschaft (SM) heifit deshalb Semi-Markov-
Figenschaft.

Definition 5.4 Homogener SMP

Gilt auflerdem
P{Ypi1=13,5041 = Sn <t | Y, =i} = P{Y1 =j,5 <t|Yy =i} = Qi(t)

unabhéngig von n, so heifit der MEP bzw. SMP homogen. Die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten Q;;(t) heiBen Semi-Markov-Ubergangswahrscheinlichkeiten (SUW), Q(t) = (Qi;(t)) Semi-
Markov-Ubergangsmatriz (SUM).

Vereinbarung: Im weiteren werden nur homogene SMP betrachtet und zusétzlich gefordert, dass fiir

die Verteilung
Qi(t) =Y Qij(t) = P{Tnp1 <t| Y, =i} =P{S < t| Yy =i}
jES
der Verweilzeit in i gilt:
Qi(0) < 1 und tlim Qi(t) =1.
—00

Also: Der SMP verbleibt eine positive Zeitspanne in i (dies entspricht der Forderung F'(0) < 1 bei EP)
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und verldsst m. Wkeit 1 nach endlicher Zeit i wieder (dies entspricht F'(co) = 1 fiir einen rekurrenten
EP).

Bemerkung: Alternativ kénnen die Verweildauerverteilungen auch durch Hazardraten charakterisiert

werden:

Ai (t) = ——>— ¢(t) Dichte.

Satz 5.3 Struktur von SMP

{Y,,,n € Ny} ist eine homogene MK mit Ubergangsmatrix Q = (g;;),

wobei

gij = lim Qy;(t)-
Die bedingte Verteilungsfunktion der Verweildauer 7,41 bedingt auf den Zustand Y,, = ¢ und
Yoi1 =7 ist Gz’j(t) = P(Tn+1 <t ’ Y, = ’i,Yn+1 = j) = Q;%](t) (FﬁI‘ Qij = 0 setze Gz’j(t) = 0.)

Daraus kann man leicht einen Algorithmus zur Simulation von SMP herleiten:

1. Simuliere die MK Y gemi UM (g;;)

2. Simuliere dann die Verweildauer T geméfl der Verteilung G;(t).

Bemerkung: Alternativ kann ein SMP auch iiber die (abgangsspezifischen) Hazardraten

P(Yn—l—l :jatSTn—H <t+h | Yn:iaTn—l-l Zt)

() = i
Aij (1) im :
= i POt =it STop <t 41| Yo =)
R0 h-P(Thi1>t| Yy =1)
%y() . . «
= mit q;;(t) : ,,Dichte“ zu Q;;(t), d.h.
XL 0 51
0Qij(t)
a5 (t) o

charakterisiert werden.

Beispiel:
MEP mit

Q1) = (Qu(t)) = < 0.6(1 — exp(—5t)) 0.4(1 — exp(—2t)) )

0.5 — 0.2 exp(—3t) — 0.3 exp(—5t) 0.5 — 0.5exp(—2t) — t exp(—2t)
1. Verteilungsfunktion der Verweildauer in i

Q1(t) = 1—0.6exp(—5t) — 0.4exp(—2t)
Qo(t) = 1—0.2exp(—3t) — 0.5exp(—2t)
—0.3 exp(—5t) — texp(—2t)
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2. Ubergangsmatrix der eingebetten MK

. 0.6 0.4
Q=10 (0.5 0.5)

3. Bedingte Verteilungsfunktionen

Gz](t) = P(Tn+1 <t | Yn — i7Yn+1 :])

_ @i
qij
Gu(t) = 1—exp(=5t)
Giao(t) = 1—exp(—2t)
Gu(t) = 1- %exp(—?)t) - gexp(—5t)
Gaa(t) = 1—exp(—2t) — 2texp(—2t)

4. Erwartete Verweildauern

pi = /[1 — Qi(t)]dt
0

o0 o

p = /0.66Xp(—5t)dt+/0.4exp(—2t)dt

0 0
oo

— 06 [—; exp(—5t)} 0

= 0.6 1 +04 1
= 0.6~ A5
_ 6 4
50 20
12 20 32
100 + 100 100 0-3
112 = 0.626
5. Hazardrate 0
qi;(t
Aij () = —2
(1) 1—Qi(?)
z.B.
0Q112(t)
) =
q12(t) ot

= 0.4-2exp(—2t)
= 0.8exp(—2t).

Q1(t) =1—0.6 - exp(—5t) — 0.4 - exp(—2t).

0.8exp(—2t
:>)\12(t) = p( )

404 [_; exp(—?t)]

2
1+ 1.5exp(—3t)

0.6 exp(—5t) + 0.4 exp(—2t)

121
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Bemerkung MK, MP, EP als Spezialfille

(a) Ein Erneuerungsprozess ergibt sich mit S = {1} und daher Q11(t) = F(t).

(b) Eine Markov-Kette erhilt man durch die Wahl

0 firt<1
Qij(t) =
qij flir ¢ > 1
(da gij = limy 00 Qi5(t)) = Th =T> = ... = 1 deterministische Verweildauern.
(C) Mit Gij(t) =1- exp(—)\it), t> 0
0 i stabil

qii =
1,4 absorbierend

erhilt man einen MP.

5.2.2 Grenzwertsitze

Rekurrenzeigenschaften und Irreduzibilitdt eines Semi-Markov-Prozesses leiten sich aus den entspre-
chenden Eigenschaften der Markovkette Y ab.

Der SMP heifit aperiodisch, wenn fiir alle ¢ die Zwischenzeiten T;; zwischen aufeinanderfolgenden Be-
suchen in ¢ nicht gitterformig sind, d.h. es gibt kein d > 0 mit > > P(T; = nd) = 1. (Dies ist

insbesondere bei stetigen Verweildauern erfiillt.)

Es gelten dhnliche Aussagen wie bei MP, wobei der Erwartungswert )\% von exponentialverteilten

Verweildauern durch den Erwartungswert

o] 00
273 /tQZ /1_Qz
0

ersetzt wird. Zum Beispiel gilt

Satz 5.4 Grenzwertsatz
Der SMP sei aperiodisch, irreduzibel und positiv-rekurrent. Dann gilt fiir die Zustandswahr-

scheinlichkeit p;(t) = P(X(t) = j)

. _ Yk
e ) =

(unabhéngig von der Anfangsverteilung), wobei v mit

v=rv@

ein zur UM Q von Y gehoriges strikt positives invariantes Ma8 (d.h. bis auf Normierung die
stationdre Grenzverteilung von Y) ist.

Eine Plausibilitatserklarung verlauft wie fiir MP.
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5.3 Bemerkung zur statistischen Inferenz

Im Vergleich zu MP sind statt Parametern \; der Exponentialverteilungen die entsprechenden Ver-
weildauern parametrisch oder nichtparametrisch zu schitzen sowie die UM Q der eingebetteten MK.
Die moderne Inferenz benutzt das Instrumentarium von Zahlprozessen (vgl. Kap.7) um die

Ubergangsspezifischen) Hazardraten \;;(t) als Funktion von t zu schitzen.
g J



