Einfithrung in die stochastischen Prozesse Prof. Dr. Sonja Greven
7. Ubungsblatt David Riigamer

Aufgabe 1
Der Schlaf des Menschen lasst sich in drei verschiedene Phasen einteilen:

Kodierung Beschreibung

1 REM
2 Non-REM
3 Wach

Gehen Sie von Wertepaaren (y;, t;) fir ¢ = 1,...,93 aus, die den Schlafverlauf eines 46-
jahrigen Mannes beschreiben, wobei t; die Verweildauer im i-ten Zustand (in Minuten)
bezeichne. Dabei wechselt der Schlafverlauf 13-mal ausgehend von der REM-Phase, 37-
mal ausgehend von der Non-REM-Phase und 42-mal aus der Wach-Phase. Im Folgenden
soll die Zeitreihe als (Realisation eines diskreten Markov-Prozesses aufgefasst werden. Eine
graphische Visualisierung der Aufzeichnungen ergibt folgendes Bild des Schlafverlaufs.
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Eine genauere Aufschliisselung der Daten ergibt folgende Erkenntnisse:

e Summierte Dauer 7; des Aufenthalts in Zustand i:
11 =798 2 =23825  ~3=2886

1 12
e Anzahl der Wechsel von Zustand i (Zeile) zu Zustand j (Spalte): | 8 29
5 37

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Likelihood fiir die Parameter der Ubergangsmatrix
Q und die der Intensitdtsmatrix A unter der Annahme, dass der gegebene Pfad
vollsténdig ist.

b) Bestimmen Sie ML-Schétzer fiir alle Parameter in @ und A.

c¢) Schitzen Sie auflerdem die stationére Verteilung des diskreten Markov-Prozesses und
interpretieren Sie diese.
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Aufgabe 2

Ein Eisverkadufer mochte das Kaufverhalten seiner Kunden untersuchen. Von Interesse
ist die Anzahl an Eis, welches die Kunden in einem bestimmten Zeitraum kaufen.

Diese Anzahl wird als stochastischer Prozess {N (t),t > O} beschrieben, wobei .S,, den
Zeitpunkt in Minuten bezeichnet, zu dem das n-te Eis gekauft wird. Die Zeit zwischen dem
(n—1)-ten und dem n-ten Eiskauf wird mit 7T}, bezeichnet. Es wird angenommen, dass die
Zwischenzeiten 7}, unabhéngig und identisch verteilt sind mit der Verteilungsfunktion:

F(t) =1 — exp{—at??} fir t>0 und >0, b6>0.

a) Welcher Typ eines stochastischen Prozesses liegt hier vor? Begriinden Sie Thre Ant-
wort.

b) Bestimmen Sie die zu F(t) gehorige Hazardrate.

c¢) Fiir welche Wahl der Parameter a und b ist der Prozess ein Markov-Prozess? Um
welchen Spezialfall eines Markov-Prozesses handelt es sich?

d) Betrachten Sie nun den Prozess N(t), der alle Eiskdufe z&hlt, mit b = 2 fest und
konstant.

Wie ist die Anzahl der Eiskaufe verteilt? Wie ist die Anzahl der Eiskdufe verteilt, falls
t — oo geht? Wie ldsst sich insbesondere der Erwartungswert der Grenzverteilung
interpretieren?

e) An heiflen Sommertagen wird durchschnittlich ein Eis in zwei Minuten gekauft. Be-
stimmen Sie approximativ die innerhalb von 8 Stunden zu erwartende Anzahl an
Eiskiaufen. Geben Sie zusitzlich ein approximatives 95%-Konfidenzintervall fiir die
Anzahl der zu erwartenden Eiskdufe in 8 Stunden an. (Dabei gilt weiterhin b = 2.)
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