Einfithrung in die stochastischen Prozesse Prof. Dr. Sonja Greven
4. Hausiibungsblatt David Riigamer

Die folgenden Aufgaben stellen ein Zusatzsangebot zum Vertiefen der Veranstaltungsinhalte
dar und werden nicht explizit im Ubungsbetrieb besprochen.
Eine entsprechende Losung wird nach Ablauf der Bearbeitungsfrist zur Verfiigung gestellt.

Aufgabe 1

Ein Gebrauchtwagenhéindler bietet seinen Kunden einen kostenlosen Reparaturservice,
wenn sie sich einen Sender in ihr Auto einbauen lassen, der ihm jeden Tag einmal den
Zustand ihres Kfz iibermittelt. Erfasst werden die Zustdnde O (alles in Ordnung) und
M (kleine Méngel). Die Kunden werden dann informiert, falls ihr Fahrzeug nicht in Ord-
nung ist. Die Folge der Zusténde eines Autos kann als homogene Markov-Kette 1.Ordnung
angenommen werden.

Die Ubergangsmatrix P, ist gegeben zu
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a) Der Héndler ist nun daran interessiert die unbekannten Parameter zu schétzen. Dazu
sammelt er die Daten von 10 Autos iiber einen Zeitraum von 30 Tagen und stellt
die Ubergénge in der folgenden Kreuztabelle dar.
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Stellen Sie mit dieser Tabelle die (bedingte) Likelihood auf und bestimmen Sie die
ML - Schétzer fir poo, poa, Prvo und pasas.
Hinweis: Eine analytische Herleitung der ML - Schétzer ist nicht notwendig.

b) Berechnen Sie unter Verwendung der in a) geschitzten Ubergangswahrscheinlichkei-
ten die Stationdre Verteilung m = (7o, Tps) und interpretieren Sie das Ergebnis.

Nachdem Beschwerden von Kunden auftreten, lasst der Verkdufer zusitzlich noch den
Zustand U (fahruntiichtig) erfassen. Nachdem er die obigen Autos weitere 30 Tage beo-
bachtet hat, schétzt er die folgende Ubergangsmatrix
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¢) Zeichnen Sie den Markov-Graphen zu P;.

d) Teilen Sie den Zustandsraum in Aquivalenzklassen ein und schreiben Sie die Uber-
gangsmatrix Pj in die kanonische Form. Nennen Sie 2 Vorteile dieser Darstellung.

e) Handelt es sich bei P; um die geschiitzte Ubergangsmatrix @ einer eingebetteten
Markov-Kette in einem reguléren diskreten homogenen Markov-Prozess 1. Ordnung?
Begriinden Sie.
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Aufgabe 2

Ein Hamster wird in das folgende Labyrinth gesetzt:

Er bewegt sich zufillig durch die Rdume und bei k& Moglichkeiten zum Verlassen eines
Raumes wéahlt er mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine dieser Moglichkeiten.

Sei S = {1,...,9} der Zustandsraum der homogenen Markov-Kette X = {Xn, n e N},
die angibt, in welchem Raum sich der Hamster befindet.

a) Zeichnen Sie den zugehorigen Markov-Graphen.

)
b) Geben Sie die Ubergangsmatrix P dieser Markov-Kette an.
c¢) Ist X irreduzibel?
d) Ist X aperiodisch?

)

e) Welche Zusténde von X sind rekurrent, welche transient?

In Raum 4 werden jetzt Sonnenblumenkerne — die Lieblingsspeise des Hamsters — gelegt.
Demzufolge bewegt sich der Hamster nicht mehr aus Raum 4 weg, wenn er einmal dort
angekommen ist. Die Folge der Rdume, in denen sich der Hamster befindet, wird weiterhin

als Markov-Kette aufgefasst.
f) Geben Sie die Ubergangsmatrix fiir diese modifizierte Markov-Kette an.
g) Ist die modifizierte Markov-Kette irreduzibel?

h) Welche Zusténde sind rekurrent, welche transient?
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