Einfithrung in die stochastischen Prozesse Prof. Dr. Sonja Greven
4. Hausiibungsblatt David Riigamer

Aufgabe 1

Ein Gebrauchtwagenhéndler bietet seinen Kunden einen kostenlosen Reparaturservice,
wenn sie sich einen Sender in ihr Auto einbauen lassen, der ihm jeden Tag einmal den
Zustand ihres Kfz tibermittelt. Erfasst werden die Zusténde O (alles in Ordnung) und
M (kleine Méngel). Die Kunden werden dann informiert, falls ihr Fahrzeug nicht in Ord-
nung ist. Die Folge der Zusténde eines Autos kann als homogene Markov-Kette 1.Ordnung
angenommen werden.

Die Ubergangsmatrix P, ist gegeben zu

O M

p,= 9 (Poo pom
M\ pyo pum)

a) Der Handler ist nun daran interessiert die unbekannten Parameter zu schitzen. Dazu
sammelt er die Daten von 10 Autos iiber einen Zeitraum von 30 Tagen und stellt
die Ubergénge in der folgenden Kreuztabelle dar.

t+1
O M
O 126 84
M 16 64

Stellen Sie mit dieser Tabelle die (bedingte) Likelihood auf und bestimmen Sie die
ML - Schétzer fiir poo, poar, Pro und pasas.
Hinweis: Eine analytische Herleitung der ML - Schétzer ist nicht notwendig.

b) Berechnen Sie unter Verwendung der in a) geschétzten Ubergangswahrscheinlichkei-
ten die Stationdre Verteilung @ = (7o, 7ps) und interpretieren Sie das Ergebnis.

Nachdem Beschwerden von Kunden auftreten, ldsst der Verkdufer zusatzlich noch den
Zustand U (fahruntiichtig) erfassen. Nachdem er die obigen Autos weitere 30 Tage beo-
bachtet hat, schétzt er die folgende Ubergangsmatrix

O M U

O /07 02 0.1
P= M[03 04 03
v\o o0 1

c¢) Zeichnen Sie den Markov-Graphen zu p;.

d) Teilen Sie den Zustandsraum in Aquivalenzklassen ein und schreiben Sie die Uber-
gangsmatrix P3 in die kanonische Form. Nennen Sie 2 Vorteile dieser Darstellung.

e) Handelt es sich bei P; um die geschitzte Ubergangsmatrix Q einer eingebetteten
Markov-Kette in einem reguléren diskreten homogenen Markov-Prozess 1. Ordnung?
Begriinden Sie.
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Losung Aufgabe 1
a) Bedingte Likelihood:
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Bei der Schétzung bendétigt man noch alle Abgéinge aus dem jeweiligen Zustand

heraus: no = 210 und ny; = 80. Aus der Formelsammlung erhélt man dann die
ML-Schétzer zu

Doo = . = 50 — 0.6
W = ot = 04
o = g = 0.2
M = o - 03

b) Berechnung der stationéren Verteilung 7w = (mp my) iiber

wP=7m und 7o+my =1

Gleichungssystem:
mo0-06+my-02 = 10 = Ty = 270
1
o+ 20 =1 — 7o = g
2
:>7TM = g

Auf lange Sicht haben 2 Drittel der Autos Méangel und 1 Drittel ist in Ordnung.
¢) Markov-Graph
0.7

0.4 1
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d) Aquivalenzklassen als Mengen wechselseitig erreichbarer Zusténde: Zustand O und
M sind wechselseitig erreichbar und U als absorbierender Zustand, daher sind die

Aquivalenzklassen: {O, M} und {U}.
Die Zustdnde M und O sind nicht abgeschlossen (offen) und damit wegen endlichem
Zustandsraum transient. Einzig U ist als absorbierender Zustand abgeschlossen und
rekurrent. Kanonische Form:
u O M
u/1 0 0

P=0/|01 07 02
M\03 03 04

Ein Vorteil ist das vereinfachen der Matrixmultiplikation fiir Mehr-Schritt-Ubergans-
gwahrscheinlichkeiten auf Grund der Blockdiagonalstruktur der rekurrenten Zusténde.
AuBerdem kann man sofort die Menge der rekurrenten und transienten Zustdnde ab-
lesen.

e) Nein! Fiir die eingebettete Markov-Kette in einem regulédren Markov-Prozess ist ge-
fordert, dass ¢; = 0 oder ¢; = 1 fiir absorbierende Zustéinde ist.
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Aufgabe 2

Ein Hamster wird in das folgende Labyrinth gesetzt:

Er bewegt sich zufillig durch die Rdume und bei k& Moglichkeiten zum Verlassen eines
Raumes wéhlt er mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine dieser Moglichkeiten.

Sei S = {1,...,9} der Zustandsraum der homogenen Markov-Kette X = {Xn, n e N},
die angibt, in welchem Raum sich der Hamster befindet.

a) Zeichnen Sie den zugehorigen Markov-Graphen.

)
b) Geben Sie die Ubergangsmatrix P dieser Markov-Kette an.
c¢) Ist X irreduzibel?
d) Ist X aperiodisch?

)

e) Welche Zusténde von X sind rekurrent, welche transient?

In Raum 4 werden jetzt Sonnenblumenkerne — die Lieblingsspeise des Hamsters — gelegt.
Demzufolge bewegt sich der Hamster nicht mehr aus Raum 4 weg, wenn er einmal dort

angekommen ist. Die Folge der Rdume, in denen sich der Hamster befindet, wird weiterhin
als Markov-Kette aufgefasst.

f) Geben Sie die Ubergangsmatrix fiir diese modifizierte Markov-Kette an.
g) Ist die modifizierte Markov-Kette irreduzibel?

h) Welche Zusténde sind rekurrent, welche transient?

Losung Aufgabe 2

a) Markov-Graph
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b) Ubergangsmatrix
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c) Ja, X ist ist irreduzibel, da alle Zusténde wechselseitig erreichbar sind, d.h. es gilt

Vi, je{l,...,9} 3t € Ny mit p{? >0

ij

d) Nein, X ist periodisch, da die Riickkehr in einen Zustand nur zu vielfachen von d = 2
Schritten moglich ist.
> P(Ti=2n|Xo=i)=1
n=1
oder auch
P >0 firte{2,4,6,.. .}
pg) = (0 sonst
e) X ist abgeschlossene und irreduzible Markov-Kette mit endlich vielen Zusténden,
daher ist X rekurrent und damit auch alle Zusténde; kein Zustand ist transient.

f) Anderung in Zeile 4:
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g) Nein, die modifizierte Markov-Kette ist nicht irreduzibel, da der Zustand 4 absor-
bierend ist (pyq = 1)

h) Rekurrent ist nur noch Zustand 4, absorbierende/abgeschlossene Klasse, alle anderen
Zusténde sind transient (offene Klasse, periodisch)
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