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5. Hausiibungsblatt David Riigamer

Aufgabe 1

Ein Sportfischer fahrt am Wochenende zum Angeln an einen kleinen Weiher. In diesem
Weiher befinden sich am frithen Morgen genau 10 Fische. Wenn noch n Fische im Weiher
schwimmen, so ist die Zeit bis zum Anbeiflen des néachsten Fisches exponentialverteilt mit
dem Parameter n - pu, wobei = 0.2 und n =1, ..., 10 gilt.

(a) Welchem Prozess folgt die Anzahl der Fische im Weiher und welchem im Fangeimer?

(b) Geben Sie fiir diesen Prozess die Intensititsmatrix A und die Ubergangsmatrix Q
der eingebetteten Markov-Kette an.

(¢) Wie viel Zeit verstreicht im Mittel, bis der Sportangler genau 5 Fische bzw. alle 10
Fische gefangen hat?

Losung Aufgabe 1

(a) X ={X(t),t > 0} bezeichne die Anzahl der Fische im Weiher.
= X ist ein diskreter Markovprozess (exponentialverteilte Zwischenzeiten!), genauer
ein Todesprozess, mit Ubergdngen n — n—1 und Zustandsraum S = {0, ..., 10}.

= Die Anzahl der Fische im Eimer Z = {Z(t),t > 0} ist ein Geburtsprozess mit
gleichem Zustandsraum.

(b) Der Ubergang des Geburtsprozesses Z =i — Z =i+ 1fir i =0,...,9 ist
dquivalent zum Ubergang des Todesprozesses X =10 -7 — X =10—17— 1:

i X Z A

0 10— 9 0—1 10- 1

1 98 1—2 9-p

2 87 23 8-

9 10 9 — 10 1-p

i 10—i—10—i—1 i—>i+1 10—4) - p

Demnach haben die Ubergange des Geburtsprozesses die Intensitéten

Niiv1 =A=(10—d))p=2-02-7 furi=0,...,9
i = = A

und die Intensitdtsmatrix ldsst sich wie folgt schreiben:

0 1 2 3 9 10
0 /-2 2 0 0 0 0
0 —-18 18 0 0 0
2 0 0 —-16 16
A=
9 0 0 —-0.2 0.2
o\ o0 0 0 0
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Wie man erkennen kann, ist Zustand 10 absorbierend.

Die Ubergangsmatrix der eingebetteten Markov-Kette lautet:

0 1 2 3 9 10
0O /0 1 O 0 0 O
110 0 1 0 0 O
210 0 O 1 : :

Q- |
910 0 1
10\0 O 0 1

Denn: Fiir ¢ # j gilt A\jj; = A\igij, wobei A; = —\;;, und damit ¢;; = ):\” = % Das

Zustand 10 absorbierend ist, gilt ¢; = 1 und ¢;; = 0 fiir 7 # j.
(c) Sei T} die Zeit bis zum Anbeifien des j-ten Fisches fiir j =1,...,10.

1
Tj ~ Brp(Aj—) = E(T)) = 5
j—1
Gesucht ist die erwartete Zeit, bis der Sportfischer 5 bzw. 10 Fische gefangen hat:
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E T | = E(T:) — — 44—
(1) = S -3oih g
7j=1 7j=1 7j=1
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2018 12 7
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